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В работе доказывается, что для любой тригонометрической системы 
(или любого базиса в пространстве непрерывных функций) существу
ет перестановка натурального ряда такая, что ряд расходится почти 
всюду и его частичные суммы равномернно ограничены. Показывается 
также, что для любой полной ортонормированной системы существует 
перестановка такая, что ряд расходится почти всюду и максимальная 
функция частичных сумм интегрируема с квадратом.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Л. Н. Колмогоров в [1] сформулировал теорему о том, что существует почти 

всюду расходящийся переставленный тригонометрический ряд

^2 ав(п) С05(ст(п)г + ^(Л)), 

п = 0

коэффициенты которого удовлетворяю! условию

п=<1

т. с. существует функция из класса тг], ряд Фурь<; которой после некоторой

перестановки расходится поАти всюду.

Лишь н 1960 году 3. Загорский [2] дал краткую схему доказательства 

згой теоремы. Следуя конструкции 3. Загорского, П. Л. Ульянов док аз а п ”то

аналогичные георемы имеют место для системы Уолша и, что особенно важно, 

для системы Хаара. Исходя из последнего результата, П. Л. Ульянов и А. М. 

Олепский показали, что для любой полной ортонормированной системы (ПОНС) 

функций существует интегрируемая с квадратом функция, ряд Фурье которой 
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по згой системе после некоторой перестановки расходится почти всюду. Затем, 

А. М. Олевский доказал, что функцию можно взять непрерывной. Исторические 

справки об этих результатах можно найти в работах [3 - 5].

П. Л. > льянов доказал, что для системы Хаара существует интегрируемая 

с квадратом функция на [0,1], ряд Фурье-Хаара которой после некоторой пере

становки ограниченно расходится почти всюду (см. [3]). В связи с последним 

результатом в работе [3] П. Л. Ульянов отмечает, что этот пример является 
■

первым примером такого рода, и ему не известны подобные примеры для других 

классических систем функций и, тем более, для достаточно произвольных ПОНС.

§2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть тригонометрическая система или базис в про

странстве С[(), 1]. Тогда существует непрерывная функция / и перестановка 

г натурального ряда такие, что ряд

ОО
^3 ат(п)(/)^т(п)(0

п = 1

расходится почти всюду, а 

вир 
/V

* Г2г(п)(/)<^т(п){^) 

п=1

где ап(/) определяются формулой

Оп(/) = (/.<) = [' 
да

Здесь система, биортогональная <рП1 т. е. 

( 1, если п = тп,
('‘’п, ¥>т) = Ап,т = < у ссли п^т

Этот результат был доложен па Всесоюзный школе по теории функций и 

приближений н 1987 в Амбсрде (см. [6]).

Теорема 1 дает отрицательный отпет па задачу Р. И. Овсспяиа (устное 

сообщение) : обязан ли почти всюду сходиться ортогональный ряд, частичные 

суммы которого равномерно ограничены
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Теорема 2. Пусть {<^п} - ПОНС функций на [0,1]. Тогда существует непр? 

рывная функция / на [0,1] и перестановка г натурального ряда такие, что рЯ() 

Фурье этой функции по системе после перестановки т расходится почти

всюду и

5?(/)=8ир °т(п)</:։г(п)(0

п = 1

принадлежит классу Л2[0, 1].

Теоремы 1 и 2 дают ответ на вышеупомянутую задачу П. Л. Ульянова

Теорема. Гарсиа [ (см. [5], стр. 65 ֊ 75)] Пусть {9?п} ~ ОН система функции 

на [0,1]. Тогда для любой последовательности {дп} € /2 существует переста.

новка т натурального ряда такая, что

§3. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определим систему типа Хаара (см. [5], стр. 119). Пусть задано семейство

измеримых множеств

при к > О,

удовлетворяющих условиям

III. =0, при։#;,

где те.ч С - мера Лебега на [0,1].

Для семейства Е определим х,(4) = 1,

( х/?, 

Хн(0= < -х/2*.
(о,

при / Е + 1 \ 
при I е /4+Ь 

при I С [0, I] \ 15{кч,

где п = 2* 4- 1 < г < 2к, к = 0, 1,... .
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Известно (см. [5], стр 119), что для любой системы типа Хаара суше-

ствует сохраняющее меру отображение и(г) отрезка [0,1]

Х*п(0 = Хп(и,(О» гДе Хг. система Хаара. Отрезки вида
на себя такое, что

2т называ-
ются двоичными отрезками.

( .формулируем лемму, которая, фактически, уже представлена в работе [1], 

но отдельно не сформулирована (см. также [5], стр. Г!5).

Лемма 1. (Л. М. Оле.вский) Существует подпоследовательность {NTH}
rn= I

натуральных чисел перестановка
о- натуральных чисел и полиномы Qrr,(/.) ио системе \aapo

N

со свойствами
N

2)

IIQrnli
in 1

n«

‘ ’ ГП

/vm
max 'm •

Из этой леммы непосредственно получаем следу lomee

п = Л'т -

m - m -

Следствие 1. {Хп(0)£=1 * система типа Хаара. Тогда существует

։п»д последовательность простановка <т натуральных 1исел такие,

СЮ
ссюду и 

чв

Slip

5՜
2 ^гт(п )Хя(п) 

n = 1

Леммн 2. Пусть М подмножество отрезка состоящее из коне.чно-

ео числа двоичных отрезков. ' огда длл любого натурального числа М и по

ложительных чисел с,Ь < \/2 существует разбиение множества М на два 

подмно жества Л4 । и М-2 одинаковой меры, состоящих из двоичны! отрезков,

натуральное числи М', тригонометрический полином 

м'
/.^1) — г, COFf?^/ + о»)

т=А/ + 1

п "т I
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и перестановка А натуральны! чисел {М + 1, М + 2,М'}, для которых

/>) тез

тах /V

\Р(1)\<8

Доказательство. Пусть 0 < 5, 8 < 1/2, Д = (а, 6) С [0, 1]. Положим

Обозначим

Ясно, что

О,

I линейна на отрезках

если I Е [0, а] и [6, 1];
если I Е [а 4- 8(Ь — а),Ь — 6(Ь - а)];, 

[а, а 4֊ 6(6 — а)] и [6 - 6(6 — а), 6].

и(^(/) - ^(о։1/2)(О ^1/2,
(2)

I «(б)(6)^=0. 
о

(3)

Пусть Л4 состоит из непересекающихся двоичных отрезков {Д1,.... Д^} и Д

один из этих отрезков. Из (1) и (2) следует, что и - абсолютно

непрерывные функции. Поэтому

•%(*. 1'д"/8)) => 5п(2, => г(</8), прич п —• по,

11^(4. ^</в))Н« < 2Упг(^*/8) < 1,

0)

(5)

||5п(М(д/к))||оо < 2Уаг(«<</8> < 8.

Из (4) следует, что для любого с > 0 и натурального к существует натуральное 

число пп такое, что

К

1|5п.(4,^‘/в))-У1</в,(0||оо < е-. (’)
Л

Для натурального Л/д возьмем т так, чтобы

2,п - 2п0 > Мд, (9>



об ограниченной расходимости по перестановочным 35

и определим Мд = 2mno 4֊ По- Пусть

По

•$n0G> ^д b = cos(2xjt +. q')։ 
j=o

n0
•^n0(^> v(*/8)) = У c'- cos(2irjt 4֊ a").

j=i
Рассмотрим полином

PAW = ^o(t։^/8))-5no(2TOt։v(W)= £ су cos(27rjt 4-ôy) =

Ji = M △ +1

По По

= Cy cos(2m+1 jirl -b OfpcJ, cos(2?rp/ 4֊ ap) = 
j = lp=0

III

[cos(27r(2m; - p)t 4֊ a" - a'p) - cos(27r(2mj -h p)t 4֊ a" +a')]. (10)

Из (9) следует, что последнее равенство представляет перестановку ряда Фурье 

полинома Рд(0 и эта перестановка действует из (Мд, Мд] в (Л/д, Мд]. Учиты

вая (5), (6) и (10), получаем

так
N

У2 CA(j) cos(27TÀ(j)i 4- aA(j))
/=Мд+1

Обозначим

Л4+ = {t 6 Д : v<։/8’(2mt) > 0}, = (« 6 Д : >/i/8)(2mi) < 0}- (>2)

Ясно, что A4д и Л4д состоят из двоичных отрезков и

mes Л4д = mes A4д, А/дйА4д=А. (13)

Определим {Мд,, Л/д։}*=1 так, чтобы Мд< > М и (Мд.-, Л/д.] П - 0

при » / j. Обозначим через P(t) тригонометрический полином

к 
р(о= 

»■=1

(7) и (8) следует, что

1/401 < h,к-£՝ /б։и>1^Л4՛ ' (|4)
К
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Из (1), (2), (7), (8) и (12) имеем

mes {t : \P(t) - (0 + ХЛ4а(О1 <£}<<$> (15)

где
к к

■^1 = 11^^- Л42 = ил<^-
։ = 1 1=1

Из (13) следует, что Л41 и состоят из двоичных отрезков и

(16)

Л4|ИЛ12 = 0, mes A41 = mes М 2. • (17)

Для любого отрезка (Мд,., Мд ] определим перестановку А так, чтобы (11) имело

бы место для А — А,. Получаем

тах 
Я

cx{j}cos(2irX(j)t + аЛ(>)) (18)

Из (15) - (18) следует доказательство Леммы 2.

Обозначим через X либо С[0, 1], либбо Ар(0, 1), 1 < р < оо. Пусть {<рп}“=1 -

базис в пространстве X и {с/рп}“=1 - ее сопряженная система.

Лемма 3. Пусть £п I 0 - последовательность положительных чисел, тогда 

существуют последовательности натуральных чисел {Mn}JJ°_0 и {Un }æ_(1, си

стема типа Хаара {Xn}£°=i> тригонометрические полиномы Рп(1) и пеРеста՛

новка А натуральных чисел со свойствами : 
Мп 

1) Рп(1) = С; соз(2%Д + а,),
ЛУ„_։ 4-1 

тах <м<мл

м
< 64|И|

;=Mn_i + l

п -

+ 1),А(И.-1 +2)......А(МП)) = {М„_։ + 1,МП_։ +2....... М„};

те.8

9

дли любых натуральных чисел пи].
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Доказательство. В случае X = £₽ (1 < Р < оо) доказательство простое. 

Поэтому МЫ докажем лемму, когда X = 0(0.1]. Построим последовательности 

{Мп}» {^»(0} и {Хп(^)} по индукции. Возьмем

Мо - 1, Мх - 1, Р(*)=1, х։(<) = 1, Яо = 0.

Выберем R] так, чтобы

Предположим, что мы

R.

» —1

£1£2
для любых / > Н}.

уже построили перестановку А, I. {«о;;,1.
(ритгг; и {ыок;,1 со свойствами 1 и 2 Леммы 3. Потребуем также, чтобы

для любых / > #„֊!, 1 < к < п.

Мы можем предположить, что интервалы постоянства функций {х*(0)ь = ! явля

ются объединением конечного числа двоичных отрезков. Меры д,- представляют

ся следующим образом : б/д,(/) = д,($)+^Д,(1), где д, 6 Ь1 (0, 1) и Д, - сингулярные 

меры. Существует множество О С [О, I], тезП = 0 такое, что

|М| |([0,1] \ И) = 0 для любых г 6 /V, (19)

где мера |д։| вариация меры щ.
Пусть п = 2Р + з, 1 < .<։ < 2Р. Возьмем множество Ер^. Оно состоит из 

конечного числа двоичных отрезков. Из (19) следует, что существует множество 

<А4, состоящее из конечного числа двоичных отрезков, для коюрого имеем

где

М(Л4) < «. (20)
п — 1

тез

м с 4։> \ и(/՛՛ 
1 = 1

>
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о 

Выберем полиномы {7,}։-3f' так, чтобы
£2 . _ W

11«. - ».III < С. где е=-й7-;------------- ------------------ . >- 1.2....Я,.,. (23)
4 Е IbilMIIPnlloo + IIPill)

1=1 ՛ ՛ ;
Возьмем • ■

М > max{jVfn_|, deg qly t = 1,2,Rn-1 }• (24

Используя Лемму 2 получаем, что существуют множества A4i,A42, состоящие 

из двоичных интервалов, полином
м'

Рп(1) = 52 с, со5(2тг;Ч + а>), 
>=М + 1

и перестановка А натуральных чисел {М + 1,М 4- 2,..., Л/'} со свойствами

|Рп(01 для любых I 6 [0, 1] \ М,

Ь) mes {t : |Pn(t) — v^(Xà4։(0 - Хлла(0)1 > f
N

max
M <N<M'

< 64л/2р.

Оценим
Лп-1 ’

Л(£) = 5 d/i։)| =

»=1
fin- I

= Е |^(0(Рп,9.)+^(0(я.,».-«о + ¥>.(‘)(Рп,<<р.)1< 
1=1

< ^1(0 + Л2(£) 4- -4з(£).

где
R

Согласно (24), A i (<) = 0. Из (23) имеем
Н»-| 

«=1

11 11 с» 11 11 оо 119» Qi 111

Согласно (22), а) и Ь)
/<п-։

Из(01 < Е lk.ll«

1=1

Рп djii

R п — I
\ llçMloo + 5Z

i=l i = l
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Имеем
Я, 

|=Я,_, + 1
ОО

< Сп£,. I

Так как {<рп) - базис, получаем, что существует такое, что

я,
- 52 ¥>|(Рк,<М»)|1 <Сп€к,

<хА-»+1 1Ь
¥?•(/’*, </р.) для любых / >‘Д,.

Пусть Мп = М\ а перестановка А представляет (Мп~},Мп] таким образом, 

чтобы имело место Ь) . Определим Хп(0, Разобьем множество \ А4 на 

два подмножест ва Л4.з,А4т одинаковой меры, состоящие из двоичных отрезков.

Определим

= А4; О А43, = м, и м<.

Этот шаг индукции доказывает Лемму 3.

§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1, 2

Доказательство Теоремы 1. Для последовательности еп = 4П построим 

полиномы / п(<) как в Лемме 3 и рассмотрим функцию

ОО 
/(։) = У □„/>„(։), 

п = I

где {ат,} - та же последовательность, что и в Следствии I. Докажем, чзх> ряд
I
Е <*пв»(<) равномерно сходится к /((). Оценим

Обозначим

<6 = (У, \ и и,, 
•=։

по 

йх = (0,1)\ и 
1ж1

сли £ е У;, то

п = /У'+ I
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/V"

/V”
> бп < гпах

ян

II ри □о, имеем

/V'
4П

как Е°пХп(0 сходится равномерно, го ряд ^2апРп также сходится равно

мерно к /(х) .

Докажем, что на множестве ряд
ос
Е аа(п)^(п)(<) расходится ПОЧТИ

всюду. В самом деле, при / Е £/«> получаем
ОО ОО

г. -1 3*

Так как ао(п)Ха(п) расходится почти всюду, 

Е <Мп)7 *(»)(*)• Докажем, что

то расходится почти всюду и ряд

/V
(25)

Так как

/V,,,

п = /У

то получаем (25). Переставляя полиномы 1 „ по перестановке Л, получаем, что

еЛ(>)СО5(27гА0)* + аА(>)) (26)

расходится ла множестве почти всюду и

вир С<7(п) СО8[27Гбт(п)г + а^п)]

N Н

п

о

N

П = 1

М

N

п = 1

Нт

г / < 
п — А/т _

>

Георема 1 дли тригонометрической системы доказана.

Для базисов С[0, 1] ряд Е'2'*^п(0 заменим рядом

где

яп
•

1= Я П -I +1

(27)
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Из пункта 3) Леммы 3 следует, что
ОО

ОО ~
поэтому 52 М")^(п) расходится почти всюду И

Так как у?п * базис пространства С[0, 1], то существует В > 0 такое, что

и
яир 

н<Яп ОО •

ОО

Поэтому ряд (27) удовлетворяет условию Теоремы 1. Теорема 1 доказана.

Доказательство Теоремы 2. Для ПОНС }, применяя Лемму 3, получим

многочлены Рп. Т ак же как при доказательстве Теоремы 1 составим ряд
ОО

I ՝п , 
п=1

(28)

где {ап } - та же самая последовательность, что и в Следствии 1. Поступая Так же

как при доказательстве 'Георемы 1, мы можем доказать, что ряд (28) равномерно

сходится к некоторой функции /(<) и
ОО

^<у(п) ^о(п) (О

П= I

(29)

расходится почти всюду и его частичные суммы равномерно ограничены. Наша

дель показать, что ряд Фурье функции /(/) искомый, 1.е. существу ез переела

нивка т натурального ряда такая, что
ои

ат(п)(/)У’г(п)

П = 1

(30)

расходится почти всюду и для его мажоранты имеем

115;(/.{^})112< <*>■

Переставим ряд Фурье функции /(О следующим |

оо ^*(п)
у՝ 5Т ¥м>)(л ^т(՛))’ (31)
П = 1 1 = /4<,(п)- • + 1
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где г([Я„(п)_, + I, «„(„)]) = [К»(П)_| + I, Я«(п)], получаем

(следует из теоремы Гарсиа). Здесь

Докажем, что перестановка т искомая. Оценим

Используя пункт 3) Леммы 3 получаем

ОО

|| /'’п — ап Ргг 112 <

Поэтому

(33)

Следовательно, 22 (Р„ — апРп) сходился безусловно почти всюду. Поэтому ряд

12 Ра(п) расходится почти всюду, так как расходится почти всюду ряд (29). 
п = 1

Оценим мажоранту частичных сумм ряда (31) :

^т(/)= »ир 
/V
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Используя (29), (33) и (32), получаем

и

по

а последние разложение, согласно равенству Парссваля равно D + 1 +
2-

Заключаем, что 11.S*(/)112 конечна. 'Георема 2 доказана.

ABSTRACT. The paper proves, that the trigonometric system (or any 
basis of continuous functions space) has a rearrangement by which almost 
everywhere divergent series exists with uniformly bounded sequence of 
partial sums. It is shown also, that for every complete orthonormal system 
a rearrangement exists, by which an almost everywhere divergent series 
with square integrable maximal function of partial sums can be written.
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