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В работе получены некоторые оценки для мероморфных функций, не 
имеющих полюсов на вещественной оси. Описаны классы функций 
определенных на вещественной оси, которые обобщают классы Бесова

§0. ВВЕДЕНИЕ
֊ •

Изучение наилучших приближений мероморфными функциями началось два де­

сятилетия тому назад. Равномерное приближение мероморфными функциями 

голоморфными в угловых областях и эволюция их веса, были исследованы в [1) 

[2]. Проблема относится как к теории приближений, так и и теории распреде 

лепий .значений обобщенных функций. Первые результа ты, снизанные с наилуч­

шими равномерными приближениями на 1И, получены в работе [3]. В работе [3] 

рассмотрены мероморфные функции, не имеющие полюсов в некоторой угловой 
♦ 

области, содержащей вещественную ось.

В настоящей работе рассмотрены .задачи наилучшего приближения мере* 

морфными функциями с дополнительными ограничениями на расположение их 

полюсов. «де

Наша основная цель - получить неравенства типа Бернштейна для мере 

морфных функций, не имеющих полюсов на вещественной оси. Мы также дадим 

՛шисания новых классов функций, определенных на вещественной оси, обобщи 

ЮН1ИХ классы Бесова Н? . Эти результаты являются мероморфными аналогами 

наилучших приближений рациональными и целыми функциями [4 18].
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Наши результаты основаны на теории рациональных приближений и и в

тгом отношении похожи на работу [19]. В доказательствах применяются методы

и идеи, развитые в работах [16 - 18]. Мы также используем эквивалентность

ралли՝ 1НЫХ определений пространств Бесова, полученную в работах [20], [21].

Работа состоит из двух параграфов. В первом параграфе формулирую гея

основные результаты. Во втором приводятся их доказательства и вспомога- 

1е.1ьные предложения.

J ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Для формулировки основных результатов нам необходимы следующие обозначе­

ния и определения.

Пусть 7 локально спрямляемая кривая в комплексной плоскости. Обозна­

чим через Лр(7), р G (0, оо] множество функций, измеримых на 7, для которых 

||/||рл < 4-оо. Полагаем,что

О Г \
WM , р#оо, 
7 /

||/||оо,7 = esssup |/(г)|, р = оо.

Если 7 = (-оо, оо), то положим 11/||р 7 - 11/1|р, а если 7 = (—R, R), 0 < R < +оо, 

то||Л1р.,= ||/11₽.я-

Мы используем обычное обозначение теории Неванлинны [22]. В частности, 

через T(r, f) обозначаем характеристику Неванлинны для функции f меро- 

морфной в С. п(г,/) = п(г,ос,/) - число ее полюсов в диске |г| < г с учетом 

кратностей, и

Для открытого множества Q С С функции, голоморфные (мероморфные) в 

^-обозначим через .4(Q)(A/(Q)).

Через /Эд, П+, П_ обозначим, соответственно, диск |z| < R. полуплоскость 

I'1’2 > 0 и полуплоскость Imz < 0.

Теперь мы можем сформулировать Георему 1 о мсроморфных аналогах хороню 

• гного неравенства Бернштейна для производных целых функций экспонен

"и^1Ы։аго тина [1 - 6]. Доказательство этой георемы основано на идеях рагют
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110], [18].

Теорема 1. Пусть f E Л/ (/Э$к), 0 > 1, 0 < ft < oo, ||/||ao,0K < +oo и 21, 22> -••» zn

полюсы функции f 

a < ftx/O^ - 1, mo

1Л*)1<С||/11«>,^

e D$r. Если 0n > 0, a > 0, такие, что 1 < 0О < 6,

где Ci = Ci(0,0Q), i = 1,2.

Теорема 2. Пусть f 6 Л/ 0 > 1, 0 < ft < oo, р Е (1, oo], тп £ N, f Е ЕР,вн, 

s = (ш + р՜1)՜1. Если I < 0п < 0, 0 < а < Я\/0? — 1, тп

ll/(m)lls,H < Сз (l + —^) {пт(0Л,/) + X

X ||/||р,|>н ехр с4- + In1 , (2)

где Ci = Ci(0, On, m, p), i = 3, 4.

Через Ci (a,/?...), 6^(0, 0o...) обозначим положительные числа без повторе- 

ний, зависящие только от а, /?, 0, 0|)։....

Теперь перейдем к оценкам производных мероморфных функций из классов Бе­

сова И? . При этом важно, что мы можем определять эти классы с помощью при- 

ближенного модуля гладкости Брудного [23]. Хорошо известно, [23], [21], что в 

случае окружности или интервала это определение эквивалентно стандартному. 

Для формулировки этих результаз'ов нам понадобятся нижеследующие опреде­

ления.

Пусть 7 простая спрямляемая липшицева кривая п комплексной плоскости 

(замкнутая или открытая).

Для функции / Е Ер(у) и арки / С 7 обозначим через Е'т(/,1) наилучшсс 

приближение функции / на множестве / посредством аналитических полиномов 

степени тп, т = 0, 1,....

Пусть А > 0, 7 = и/*, где /* неперекрываюшиеся арки и 6/2 < |/*| < 8. 

Для / £ />р(7). Р £ (0, <Х)] положим -
( 3 1 /р

^т (/, 6)р = ЯЦр < Ет(/, /1)^ 1> , р#ОО,

I к )
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^)оо — Slip \ />т(/։ ^Jt)oo> Р — ОО,
• •

*

где sup берется по всем представлениям кривой у,’ как и выше. Если / £ /^(у),

то положим [21]

где sup берется по всем представлениям кривой у.

Пусть 0 < р < оо, а > ~ — 1, тп = [а] 4֊ I. Обозначим через В? множес тво 

функций f € Lp(y) с конечной квазипормой

НГИ _( Л| , ( Г MX'"
li/ll^o) - ։ /НьрО) + ц, I——I — I । р оо-

нен и г|| suPi>u Wm(/| ^)оо
ll/llfi“ :т) = Н/11л«(7) +----------------------- » р = сс-

Если 7 = [-К, К], ТО ПОЛОЖИМ ||/||в?(7} - П/Нв“(Л)-

Теорема 3. Пусть fEM 0 > 1, 0 < К < оо, р G (1,оо], а > О,

s - (а -1֊ р-1 )՜1. Вели f С Lp,0R, 1 < 0п < 0, 0 < а < К\/9^ — 1, то

Н/|1я«(л) < ^5 (։ +

х Н/Нр.вк ехр се- (тжл + 1п+ц/ц;;я) ГЗ)

где. = С\(л, р, 0, 0n), i — 5, 6.

Георема 3 подсказывает,как, используя мсроморфные приближения, можно опре 

делить и описать некоторые классы функций, определенных на Ш., которые'обоб­

щают пространства Бесова П՞.

Положим f € Аса, € > 0, п՜ > 0, если f мсроморфная функция в комплексной

плос.кргтм и

Т(г,/)<а(г+1)1+։, г > 0.

Если t՝ = 0, то полагаем = Ао

Пусть f е />,Р G (0,оо]: е > 0, <Т > 0. Наилучшее приближение к f в Lp

функциями f 6 Ад обозначим через Затем [24] введем аппроксимативное
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пространство Л/^Дг) (а > 0, р, <7 € (0, оо]) функций / 6 Лр с конечной к в аз и нор­

мой

11/Нм;*,(с) ֊ 11/11/. +
1/9

, Я / оо,

Н/11м;ч(е) — 11/11/Л + 2 " а2к(/)р» д — оо.

Если с = 0, то полагаем Л/£Д0) =

Положим / С К®, о > 0, р > 0, если / 6 Яр (R.) для всех /?., О < Л < ос и

Н/Нк? =' Я>и
Н/Ни;(Я) 
(/?+ 1)а

Теперь мы можем сформулировать обратную и прямую теоремы о мероморфном 

приближении классов К?. Я

Теорема 4. Пусть о > 0, р 6 (1, оо), з = (а + р՜ 1) 1, г > 0. Тогда,

м°, с к; п ьР։

л7“д(Нэ к;п/т

^2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 4

Локазательс гва Теорем I 4 основано на нескольких леммах. Для их доказатель­

ства нам необходимы некоторые обозначения :

1)^ — 1дц ОН4՜, И1( — П П” ; если / ЕЛ/ положим

Лемма 1. Пусть / 6 Л(/Э^Л), 0 > 1, /?. > 0. 'Тогда

х охр <3(0) (вК./)
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Доказательство. Пусть z = re1* Е Положим

т sin <р . (0/()2sin<p
|г - q2 ~ |(0Я)2 ֊ и|2’ I е (-0^,0/?),

(ft ну - г2 
iftRc1* z|2

(ft/i)2 - г2 
|вя«-* - гр ՛ e

И 4 формулы Неванлинны [22] полу чаем, что при z Е l)tR “ л

in !/(*)!<
b ft

֊ [ ln|/(t)|M1(z,t)di + ± [ \в\/(9Кс*)\1Ж,11>)<Н>.
* J-or 2* Jo

(7)

Имени место неравенства

f rSln/2l(2l0 < | _ J I 2 « Z ^&R> 

. „ /л. ini z _ ,МД*, V) < c3(0) —, z c oj.

(’ледова icjo но, из (7) имеем

I feH Im zln|/(2)|<-/ + 2^dr- W
* J-6R

Учи тывая, что
1 1 Г
- fi^z}l)dt+-— p2(z,^)d^ = I,
”■ J—fiR zir Jn

из (8) и неравенства Йенсена получаем неравенство (6) Леммы I.

Лемма 2. Пуг.тъ f е .4(7\+/£), 0 > 1,7 = ^,*2] С П^. Если Hcz const при 

z Е 7< Р £ (1» оо], то

Н/11р(7) < (| + ,т£'_Н/Нмя*

х exp k(ft,^) • (-чоя, /)+1п+ ня-,;„)]. т

где 3 угол между [zj, 22) и вещественней осью

Доказнтольство. Если р = оо, то Лемма 2 следует из Леммы 1. Пусть р 6 (1, оо)

и = 1. Положим

ок

/
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Так как р Е (1, оо), то имеем [25]

/ей

вн

Так как, го при г = ж Т й/ Е , 2?]

|с/г| < л/2| 1ап (1х

получаем

1|и||Р(7)<с1(^) <С(р^)\\Л\р,еи.

Из (6) следует утверждение (9) Леммы 2.

Доказательство Теоремы 1. Пусть 0\ удовлетворяет неравенствам 0ц < 0։ < 

< 0. Обозначим через у+ трапецию с вершинами = 0) /?, О = R \/д) — 1 + ։а, 

С» = -Я\/0? ֊ I + ш, (л = и пусть у՜ = {г Е С: г € 7<А}, 7о = 

7* О 7«՜. Обозначим (]л область, ограниченная кривой 7,,, (7+ — С,п П П+, 

6’՜ = С а Г1 П՜. Сначала рассмотрим случай, когда /(г) не имеет полюсов в 

верхней полуплоскос ти. Если г\, 22,..., гп являются полюсами функции /(г), то

положим
п

2 - 2к
2 - 2к

(10)

Гак как / Е Л(О^Я), , //II, //II2 Е А(ОуН) для любой ориентации кривых 7+, 

7а , то по формуле Коши при т. Е (-Я, R) получаем

1 г /(0 Л ч(ж)У > / Я£1_^ 
З’г։՜/_вк 0 - г)2 \ П(<) / 2тг»/7+ (( - ж)2

П(х) / /(О П2(*) [ /(О = Л
А; П(() (( - т)2 + 2тг1 Л- ГР«) « - ж)2 ^ Л՛

Гак как / Е Л(£)^Л), , //П, //П2 Е А^Иун), го из (9) Для х Е ( — К, R) получаем

|0.(Я)| < С4 11^°^ ехр [с6 (т+(«ш,/) + 1п+ ||/||-’(Я)], 3 = 2,3.4.

Теперь оцепим д\. Но формуле Коши при г Е С+ имссм

■ I /8" (П(<)֊ Н(2))2 . 1 [ 11(0 11(г) [ <и
2»։ Те/, П(0 (< - г)։ 2։г» /,+ (։ - г)7 я։ (/. — г)2

П2(0 /■ (11 П'(։)
+ 2я։ / - 11(0 («- + П(г) ՛
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11/11оо,м ей

2-7Г (11 =

он
- ||/||ао,0Л (11

1т гк

Теорема I доказана в случае, когда /(г) не имеет полюсов в верхней полуплос-

кости. В общем случае, если 2},г-2,. являются полюсами /(г) в верхней по­

а

п

луплоскости, рассмотрим функцию

ГДС

т-г (ОR)2 — г2г 911(г2 — г) 
^Н(г} — г) (ОК)2 —

И моем

!/'(։)!< 1/;(*)1+11/11~,»я|*'н(*)1. X Е (-0К.0Н).

Гак как для функций /։ и Фд Теорема I уже была доказана, мы получаем 

утверждение (I) Теоремы 1

Для доказательства Теоремы 2 нам понадобятся некоторые определения и Лемма 

3 из [!8].

Если <1|, аг. ...։ ап принадлежат 1)\, то положим
п

г - ак
1 -

Пусть С дополнение интервала у’н(С) функции, коюрая является
I

конформным отображением С паС/Р1. Если гп принадлежат С, то 

положим

ак — ——т—7 1 Л — 1,2. •••։ л>

Qa(тl, х) — |Я>(¥’я('))) “ х

X |Нп(^яМ)֊Яп(£а(*))Г+՞ х|г/ —։Г՝1+՞

<ае « > о, ,Л1 (. [-Д.К].
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Лемма 3. ([18]). Пусть а > 0, р € (I, оо], я = (а 4* р ') 1 ( / Е Ар,/.. Кс.ли

/R

■R

то

1ЫЬ.л < С’(п,р)п՝ ||/||р,/<.

Лемма 4. Пусть 7 = [zi.za] С П , Д С ПТ 7 А Д = 0, f Ç а > О, 

р Е {1, ос], 5 = (а + р՜1)՜1. Исли

м к 1^1՛ жед՛ 
■ 

то
||ÿ||,(A)<C(t«.p)f J^L՝)“ ||/||р(7),

где р(Д,7) расстояние между Д i у.

Доказательство Теоремы 2. Мы можем выбрать контур Др — {£ ЕС:

|^л(С)1 — > •} так1 чтобы полюсы 2|, г-2,..., гп функции / по лежали внутри

Др. Пусть 7а контур, построенный в Теореме I и Гр = &риуп. При любой 

ориентации копчура Гр, по формуле Коши для х Е [—Я, Л] имеем

' /» х ' L

(’ледова гельно, если р

Дп(уя(х))У^' / Яп(^н(т)) 
»п(¥>я(О)У к Вп(¥>я(0) t/( =0.

R

-R

Idcl
|5№к(С))1 1С֊Л”'+1

Заметим, что /(О /Н^(у>л«)) е А (р»н/г). Следовательно, применяя Лемму 3 

к <?| и Леммы 2,4 к 02, получаем утверждение (2) Теоремы 2.

Доказательство Теоремы 3. (’начала предположим, что / не имееч полюсов 

н верхней полуплоскости. Пусть 7д , 7а и &+ ֊ контур и область, построенные 

в Теореме 1. По формуле Коши при г Е О’* имеем

/П (С-Д С

I I /«) П(Д / ЛО <К о г,.,2։г» С - г " 2к, У7- 11(0 (С - г) “ + + ’
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гдс П(2) есть произведение (10) для полюсов функции / в Т)в1<

Так как р е (1, оо), то из теоремы Рисса [25] получаем

НМмн < С(р)(|1Л|,.,»я + ||Ы11> + 11л||,).

Отсюда [ 16]

ЦЛп||в?(вя) < С(а,Р)п" (||/||р.вя + |1л11Р + НггНя)-

Из Леммы 2 следует, что /£п(*) удовлетворяет нсравепсзву (3) Теоремы 3. Для 

функции /1(2) имеем

з
/1(^) = П(з

*=1

ДО «
П(С) (<-г)

з

- 52 **(*)• 
4=1

а этого достаточно для оценивания квазинорм функции 02, так как квазинормм

<71, 0л можно оценить тем же способом. Из [20], [21] получаем

Для 02 имеем

тп — [а] -р 1.

к

Согласно Лемме 2.5 из [10] существуют функции АДг), к = 0, ! такие.

что

НМ) < «, Ьк(х) >0, г € Ш.,

П<т-‘>(2) <<;|(*,р)тш(у-',Л։(г))"՝_‘, ։ = ։ + >у€П+. (12)

Следовательно, из Леммы 4 получаем, что существуют Функции чакиё, что

т

92
(13)

Пу’Нр < Сз(о?, р) Н/|1р(К2> <з)),

Ц/.Ц, <с4(«,р)(п I
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Теперь, применяя неравенство Гельдера, получаем

Принимая по внимание Лемму 2, получаем утверждение (3) Теоремы 3 в спсци- 

алыюм классе, где / не имеет полюсов в IV.

В общем случае, если 2у, 22, являются полюсами функции /вП + , положим 

/](2) = Ф/<(■?), где Фк(^) определяются формулой (11). Легко видеть, что 

доказательство Теоремы 3 будет завершено, если получить (3) для функции

/^(т) = <72(т)Фн(х), х € ПТ

И՜1 результатов [20], [21] получаем (3) для А1, если распространить Г на всю

плоскость С

' (1х (1у < 4-сю,

где

янр |я/?(С)|
К-х|<|я(х,1а)

Мы можем представить функцию А' в виде А’(г) = Н(лт) х //(я), где д(г) —

1 асширим А' на всю плоскость, используя формулу

Следовательно

.Ф) £ п<‘)(г)^, 

к=0

П(») (1^1,
к-֊-0

(т- I)! рА’(г)1 <
|9(г)| П(т,(7)| у՞՝՜
|9('">(г)|и|"‘-1

если г С П +

если г 6 П”.

если 2 6 П + 
если г Е П՜

Из последних неравенств и (II), (12) получаем (3). 1еорема 3 доказана.
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Для доказательства Леммы 4 нам необходимы некоторые определения из [20]

Пусть

/(0 = {ieiR: |£-i|<^,< = { + io).

Если / 6 Л|, ТО положим Ет(/.<) = Ет(/, /(()),.

Следующая лемма является модификацией Теоремы 3 из [21].

Лемма 5. Пусть / Е Кр , р > и, а > । € /V. Тогда существует функция

Г, определенная в комплексной плоскости такая, что для любого К > 0

/(*) = Л [ (lr _ I! [[ dh' d*i
J^H (С ֊ *)'+։ п JJbH дс, (с ֊ *)/+1 х е (֊я, /?), (14)

где Лп - квадрат со стороной 2К и с центром и О

Доказательство. Если / Е Ар ■ а > - — С то из результатов работы [21] 

получаем, что / Е />],/? для всех К > (). Следовательно, можем определить 

функцию

[х [*' С*1՜'Е(х) = I I ... I дх.
Л) /о А

Из [20] почучэем, что Е можно распространить наС по формуле

д Е d^drj

дГ (16)

Пусть

дЕ d6,dii

Мы докажем, что у Е где я

дГ

|lmc‘|2

г Е Дк,

пН
г< —

где k = 0, 1 п = -2*, ...,2* - 1. Мы можем выбрать G i^.n гак, ч то 

i !>»><*.,1 = ֊Д_. Предположим также, что « < 1, гак как случай « > 1 можно
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доказать гем же способом, используя неравенство Гсльдера. Из Теоремы из [2|

имеем

получаем, что интеграл (17) сходится почти всюду на 1Я. ПустьВ частности,

Д}? — Дн П 11 +, Д?/( = Лк О П .Положим

7 = 1,2

и рассмотрим эти функции н 11՜ и П + , соответственно. Используя неравенство 

(16), мы можем покачат ь, что /у Е В^(<9Дк). Из [21] заключаем, что /у Е Е'|(Дд), 

где /ч((7) - пространс тво Смирнова в (7. Следовательно, имеем /] Е Н1(П"),

Л С //| (II+). Положим

д Г (1т]

К֊*)'’
Очевидно, что Гу(г), 7 = 1,2 непрерывные функции в 11 и П+, соответственно.

Далее, так как /'((л) = г Е П՜, /^(г) = Д(г), г Е П + , то по теореме 

брат ьев Рисе [25], Гу абсолютно непрерывна па Ш. и Гу (л) = /у (х), л Е 1Н- почти 

всюду на 1И ( /у (я), ; — 1,2 - некасательные пределы /Д-з) при г — ՛ г )• В 

точках сходимости интеграла (1 /) имеем

1 /7 дГ с!^ Аг)
* ./А;< Тс '

Следовательно, при гЕ(-/?, R.)

/(х) Г<0(1) = '1 / ; + + =
(С -х) +

/! Г Г((;) /! [Г дГ (1^(171
2^ ЛДк (7 - х)»+1 с ■ к ,//д„ ОС (С - *)'+’ ’ х Е (-Л, Я)

Лемма 5 д<»качана.
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Доказательство Теоремы 4. Согласно интерполяционным теоремам [26], [17] 

вложение (5) будет доказано, если покажем, что

Пус ть / представляемся в виде (14). Пусть Д2п квадраты со сторонами 2п + 1 и 

центром в О. Положим

г(х}=4[[ аЛ
М} ’/А,.+1/4։. ас (С-*)'*'•

Выберем I гак, чтобы $(/-|֊1) > I, и применим Лемму 2.5 из [17] к функциям /п. Из 

[17] заключаем, что существуют рациональные функции Я^п(г), кп < (тп2/о2п, 

полюсы которых принадлежат Д2п+1 /Да» , такие, что

ПП22ЛП ՛

Докажем, что функции

^(0
п

сходятся к некоторой функции да Е .4^, > 0.

Для любой г €- С мы можем выбрать !У > /, так, чтобы г Е Д2ь . Следовательно

/V /V

1 = /

Очевидно, что

Следуя [2], находим

I

ГО

□и

||/ ֊ у*г||р
п=0

Иложение (5) доказано. Вложение (4) можно доказать так же, как в Теореме 3.1 

из [16], воспользовавшись оценками (12), (13).
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Теорема 4 доказана.

Автор выражает благодарность профессору Н. У. Аракеляну за полезные кон 

сультации.

ABSTRACT. -Some estimates for meromorphic functions which have no 
poles on the real axis arc obtained. Certain classes of functions defined on 
the real axis which generalize the Besov classes are described.
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