
ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ НЕКОММУТАТИВНЫХ АНАЛОГОВ 
РЕШЕТЧАТЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ

В. А. Арзуманян, Б. С. Нахапетян

Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, 
том 28, №6, 1993

В работе рассмотрены некоторые вопросы, связанные с асимптоти
ческой нормальностью некоммутативных аналогов однородных слу
чайных полей со слабо зависимыми компонентами. Центральная пре
дельная теорема формулируется при некотором условии асимптотиче
ской абелевости и условия перемешивания. Метод доказательств су
щественно более прост, чем обычно используемый.

§0. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время заметно возрос интерес к результатам теории операторных ал

гебр, формулируемых в вероятностных терминах (предельные теоремы, условия 

перемешивания, эргодические свойства и т.д.) и которые принято интерпрети

ровать как результаты так называемой некоммутативной теории вероятностей. 

Применение вероятностных методов в операторных алгебрах обусловлено извест

ным сходством основных конструкций, а классическая теория вероятностей рас

сматривается при этом как коммутативный случай. Одним из важных стиму

лов к развитию некоммутативной теории вероятностей служа г модели кванчивой 

статистической механики, описываемые в рамках алгебраической аксиоматики.
• •

Как и в классической теории вероятностей, асимптотические результаты и, 

в частности, предельные теоремы, представляют собой важный раздел иссле

дований. Такие теоремы обычно доказываются в классе динамических систем, 

удовлетворяющих различным условиям перемешивания. Подобными свойства

ми обладают равновесные состояния кван товой статистической механики, 1 акис 

как термодинамические пределы гиббсовских состояний, КМШ состояния (см.



4 U. А. Арзуманян. Ь. С. Нахнигтяи- — - — _ .—   _ _ • ■* л г!

[1],[2'.[:Г'г Одним из первых результатов па эту тему был анонсирован В В. ди. 

шелевичсм р работе 11], где гнила приведена центральная предельная теорема в 

формх лировк» Я ։ ( иная т *я и< kommv i агивного анало/ а стационарного случай- 

ч ՝• > fipniir.il. В дальней шел։ I* I • ольлштсйн. оставаясь в рамках • ». иммернпго 

счучая, у< и.»’« ■՝ эти результаты получив аналоги теорем Ибрагимова

. 7'3 тля ։ 1.зб<> ։зниги\!11Х стационарных случайных процессов

В in.՛» м>ч( й рабозх рассмотрены вопросы связанные с ас.и мп готическом 

нормаль». »v i » к» тля некоммутативных аналогов однородных случайных полей со 

слабо зависимыми компонен тами. Центральная предельная теорема доказывает

ся при условии перемешивания обобщающего известные критерии [8], [9], ^10]), 

выполнялициеся для гиббсовских случайных полей. В применении к одномерному 

случаю оно выделяет формально более широкий класт случайных процессов.

Мспц доказательства, использованный н настоящей работе существенно 

более прос т и обозрим но сравнении» с обычно используемым и восходи т к работе 

>дного и» авторов 'II]. Этот метод вполне эффективен и при рассмотрении 

случайных полей с неограниченными компонентами.

U- ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ И ПОСТРОЕНИЯ

II.։ il Ж" целочисленная решетка размерности //, • // > I, т. г. пространств«» 

НТК Юри»» X = ( Х\, Х-2, ... , Тр), где Г,- t ж. I = I , 2, ... , I/, , С нормой I I || — 

- тах ( т, 1 • 1-1.2,... р )

Оог шачим через И множество конечных подмножеств 7/У. и пусть |/| - 

>(и. ли j.H-.ueij j cü множества / t. »I Через I „ обозначим //-мерный куб с длиной 

с-орспы. равней 2п+ 1, г. с. V’n - Г -n.n]v, где [-п,п| = (»ЕЖ : -п < t < п|- 

при »г < •г.хочимо։ । и пешечка /// будет рассматриваться как алл и » ивпая абелева

।рупли.

1.}с: 1. Л алгебра фон Неймана в сепарабельном гильбертовом простран- 

» » вс V., Л с г՜/ „.՛ н'»рма.тьнии состояние пл А Для представления ’

। р\пны 77. в ; руппу Аи((>1) *-авгомор։|»измов алгебры А введем поня тие траек 

тории i'J Г элемента uÇA вп множестве I Q 7/.^ ■

и(/) = {г(т) и : z С f]



Центральная предельная теорема ... 5

Полная траектория (т. с. при / = Ж/) и обозначается через 7’и, а минимальная 

алгебра Неймана, порожденная подмножеством А С А будет обозначаться через 

А(А).

Определение 1. Состояние о, на А называется г- инвариантным. если 

cj(t(z)u) = uj(u)

для всех и £ Л, х € Ж1՜, т. е. если w(Tu) = const.

Легко проверить, что если и являе тся т-инвариантным состоянием, то оно также 

т коинвариантно, т.е. для всех u, v Е А и всех х, у, z £ 7LV

COV (т(х + z) U, r(j/ 4- z) v) = cov (r(x) u, т(у) v),

где cov(u, v) = u(u, v) — lj(u)u(d), h, v £ A.

т инвариан тное состояние и на А называется центрированным по отноше

нию к системе (Л, т, и), если о;(Т(н)) = си(и) = 0. Для центрированного состояния 

и, очевидно, что соу(и. н) = <ь»(н, в), н, « £ Та.

Напомним лемму [5], которая бу дез՝ часто использоваться в работе.

Лемма 1. Для любых эрмитовых u, v £ А

[ и, и] коммутатор пары С А, [ и, и] = ин — ни.

Обозначим через Ь„ класс последовательностей неотрицательных монотон

но убывающих к нулю чисел, и пусть А С Ьо - множество всех последователь

ностей е из />„ , для которых выполняется следующее условие :

ОО
v — I

п = 1

Очевидно, что это условие эквивалензно следующему :

II СII = С (II X ||) <

«еж՛'



G

Определение 2. Булем говорить, что эрмитов элемент а Е Л удовлетвори 

условию сильного т перемешивания с коэффициентом о Е если для пг«., 

/, V е и; не Л(?;(/)), «е Л(т;(У))

|c«»v(u, v)| < /(I / |)ju|i ||ь|а(р(/, ’/)),

где f - произвольная функция на IN, р(/, Г) — min{ [г - у J, х Е /, у Е V) 

Определение 3. Бу де.м говорить, что эрмитов элемент а^А удовлетворяй 

условию г асимптотической абелевости с. коэффициентом Д Е Lo > если д.д 

всех х, у С 71v

||[r(z)a,7(f/)a] || < 0 (|| x - у ||).

Пусть а фиксированный элемент .4, и пусть си ֊ т-инвариантное цеп 

грированное гю отношению к системе (>4,т, и) состояние. Мы будем использовать 

следующие обозначении . КН

sfi՜) - XL TMa - XL u> v e iv ;
rfV UGTJV) I

Z(l ) = /г՜1 .S’(V'), i де av ֊ /u(S(V)2) ;

Z(n) - Z( Vn) = a~ 1 S(Vn), где an = ov,.

Функция распределения l''u для эрмитова элемеп га и Е А определяется следу

ющим образом : . 1

?u(A) = u;(£a(u)), ՝ . |

1 де Ьд спектральный проектор и,отвечающий интервалу (—oo,A),AGlR 
/ОО

е“А c/Fu(A), удовлетворяет 
•ОО 

соотношению

^ъ(/) “ и)(е'4), ( $- IR‘. I

Определение 4. Пусть си - т֊инвариаптпое центрированное по отношение 

к системе (Л,т,»/) состояние. Будем говорить, что для эрмитова элемента “
Г 

выполнена центральная предельная теорема, если последовательноегь функции 

распределения для операторов Z(n), п Е IN, асимптотически нормальна, т-е>

А

дли нсех А Е П<’.
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Теорема. Пусть ш г-инвариантное. центрированное, по отношению к систе- 

ме (Ж Т и) состояние, и пусть эрмитов элемент а удовлетворяет условиям 

сильного т перемешивания и г- асимптотической абелевости с коэффициента

ми п « А соответственно (с а, /3 Е Тогда ряд

= ^2 сои (а, и) 
ибТв 

Г 
сходится . Если его ф 0, то для а выполнена центральная предельная теорема.

Доказательство этой теоремы приведено в §3.

§2, ДВЕ ЛЕММЫ

Пусть р = р(п), д = ?(п), п 6 1ГЧ - некоторые функции со значениями в ЕЧ. Пара 

таких функций будет называться стандартной, если р(п),д(п) —» оо, р(п) = 

о(п), (] ■= о(р) при п —> оо. Введем обозначения :

/пО) = [֊« + Л>(п) 4֊ ;д(п), -п + (; 4֊ 1)р(п) 4֊ }?(п) ] С Ж, ; = 0, 1, ..., т - 1,

т = т(п) — 2п 4- 1 
р(п) + д(п)

т— I
Очевидно, что /п - декартово произведение и копий множеств и /п(;) является 

объединением г/-мерных кубов с ребрами длины р.

Перенумеруем эти кубы в некотором порядке (общее их число равно к = (т— 1)‘/)

и обозначим ;-тый куб в этой нумерации через /. Тогда

к

Лемма 2. Пусть ш т-инвариантное центрированное по отношению к си- 

сгпеме (.4, г, а) состояние, и пусть эрмитов элемент абЛ удовлетворяет 

Условию т֊асимптотической абелевости с коэффициентом 0 £ Б.

О Пусть для некоторого положительного у 6

и<?п ~ 72| |. пр» оо.

что для стандартной пары функций р, </ таких, что р(п) —
/ ! .

0■ п) при п—» оо, выполнены следующие условия
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/. Для любого I Е 1Л

-♦ 0, при п —> оо,

где = ап 1 5(ДП1>) ;

2. Для любого положительного е Е М

А’ЛГП(А) = О,

|А|>«<7„

где Гп = А’5(Дп։1).

Тогда для а выполнена центральная предельная теорема.

Доказательство. Достаточно убедиться в сходимости соответствующих харак

теристических функций для любого фиксированного I Е Ш.,т.е.

—» 0, при п —♦ оо.

Обозначим

к кТ<*> = II г(п’л - П || ;
;=1

Очевидно

։ = 1, 2, 3 будем оценивать отдельно.Каждое слагаемое Т-к\

Из первого условия Леммы 2 получаем

к< |$| II 7(п) - ^2 £(п,» || < |1|(г՜1 У2 || и | <
> = 1 иЕТ.(^п-/п)

— Я а I |Кг — /п | ~ 0’1 И(7ПР^2) 1 У а || 1 д(п) —► 0, при п —> О°-
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Выделяя ша։ за тагом с.ла! аемыс из 7(п,1с) и используя вторую оценку в Лемме

1, получим

2(п'»с.։г(п,к) сйг(п,*)

1< ъ1 и ■?(«,*)] и + ^‘՜1’

Продолжая этот процесс, получим

т= 1

тп — 1

т= 1

п

хеИ1՜, I ։ I >9(п)

Осталось доказать, что —» 0, где и —• оо.

। Усмотрим схему серий независимых одинаково распределенных случайных 

^.чичин с функциями распределения Гпи = Ги(П|у),где } = 1, ...» Л = £(п), п = 

՝ 1. 2....

^<։я нашей цели достаточно проверить условие Линдеберга :

для всех е >0 АЧГл^(А) = 0.

/
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Так как и; предполагается г-инвариантным, функции распределения R. ..

зависят от 1 и следовательно, условие Линдеберга эквивалентно условию 2

леммы.

Лемма 3. Пусть выполнены предположения Теоремы. Тогда справедливо см.

дующее соотношение :
‘2

Пт
П — ОО IV -

2
о-

Доказательство. Имеем
2

2 _

Следовательно

2 
п

Обозначая V* ֊ { х Е |/п : р( х, Ж" - 1/п ) < <1} для любого с1 > 0 , получаем

/(I) им2
14.1 х-у1)<

< л») 1дР ( 
- । к । I 14?1 £ «(Ы) + |Ц>| £ “(|у|)

уеж- ><*
= /(1)||а||Мг^1 +/(1)|ар £ а(Ы)<

убЖ*՜, | у | ><*

֊ ЯО ИМ IIа II2 “(2П+ /(0 1Ы2 У" а(1!/1)~
V 4 г II 4уеи-,Ы>а

Положив й ֊ 1п п мы завершим доказательство леммы.



§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

|десь мы приводим доказательство теоремы, ко|<>рое с’ми,с> к ’роьеркс 

вий Леммы 2- ' ։ вержление относительно поведении корреляций является сл<.а

। ։циеМ Леммы .՝ *у _ оо^. Лш ко выбрать '] ункдию Г!/*) — оно • при 7* 

чак, чтобы выполнялось условие 2 Леммы '2 Мы завершим показа 1 ельечво Те 

иремы. пока** •։՛ т; некоторой стандартной пары функции д и р ֊ и(п^) 

р -г ли услоки- I Леммы 2 выполнено.

||ус।»» условие Теоремы выполнены Имеем

СОУ

Испольт'я лт<> рекуррентное с ю гногтсвис можно получи ть

Если / тождественный опера гор н 'И, ти положим

Каждое из слагаемых Л/|։ ։ = 1, 2, 3 оценим по отдельности.

Обозначая | к | = (/Г к для любого оператора и, используя

-1смму | (принимая во внимание неравенство |е|( 1 — И ? (*0^1 5

‘Случаем для п. —# 'X:

•41 < С, ГА:и.'(|/(>։,0Ч3) <
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в силу ТОГО, ЧТО ДЛЯ / = 3, 1 ...к и

COV

® е ДП1/

Далее, не теряя общности. мы предполагаем, что на каждом шагу выбираем^ 

номер г гаков, ч то соответствующее множество Апг является ближайшими

Дп /. Применяя условие перемешивания, получаем

t2 p(n)2u fc(n)
</(>)

к
, ft(p(An,() An,2)) < 

/=3
oc

< c212 pCnr 52 52 Q(p

*=l /:(«-! )?(n)</>(△„.!,△„,J )<лд(п)
cc

< р(пУ or (бд(п))л։1/՜ ' <
.«= 1

< c ,2 p(n)1' V 7(-’7) n nn
S ~r~CZ 7 ------- —» 0, при n —» ОС,

1 де функция q выбрана подходящим образом.

COV и и2 al

Таким же путем оцепим Мд :

COV

n’(p(An /, Ап.з))

к I-I
k(n) 

nvnv!^



Г./М")2'՜ 
jT-'M-1)1'

ru'sgfn)) _ z, ,;„p(n)41, (p(n)Y a(s<)(n))
7՜W Г֊;-------- • 0, при >t

ABSTRACT. The paper formulates some results on asymptotic normality 
a many dimensional case for xioncommutative analogues of homogeneous 
random 6» Ills with weakly dependent components. A central limit theorem 
■ obtained under a mixing condition and a condition of asymptotic 
nbelianm ss. The.* method of proofs is essentially simplier than the: standard
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