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В работе рассматривается интегральный оператор с ядром ехр (2rria;т/), 
действующий из пространства £2(7, <5) в Л2(а,/?). Его норма pt, зависит 
исключительно от s = (о — /?) • (7 — Л). Показано, что существуют 
постоянные Ci, С2 такие, что для достаточно больших с справедлива 
опенка схр ( —Cjs) < I — pt < exp (—Cjs).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пуги, Л, В С ПР' - множества конечной лебеговой меры, а / ֊ функция из 

£Р(1ВП), р > I, причем / = 0 на дополнении к В. М. Бенедикс [1] показал, 
л

ч го если Фурье-образ / функции / обращается в нуль на дополнении к Л, то 

/ = 0 почти всюду.

Для измеримого множества Е С ПФ* определим ортогональный проектор Ре 

в Л2(ШП) формулой Ре( = хе • /, где хе ~ характеристическая функция Е} и 

пусть Г - преобразование Фурье в />2(1ЛП).

У. Амрейн и А. Бертье [2] доказали результат М. Бенедикса методами 

। ильбертова пространства. В их работе было использовано следующее важное 

наблюдение. Для множеств Л, В с ПФ‘ конечной меры и функций из £2(1ЯП) 

результаг М. Бенедикса эквивалентен тому, что норма оператора р = 11 Р,\ Е Рв 11 

строго меньше единицы.

Н настоящей работе оценивается норма р — в случае, когда Л и

Н о I резки прямой в ПФ Эта норма - функция площади д, где з - площадь 

прямоугольника Л х В, р ~ ра. Мы покажем, что существуют положи тельные
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постоянные С, и С։ такие, что для достаточно больших » справедлива двусто-

ронняя оценка

ехр (-С, s) < 1 - р, < exp (-Cjs).

§1 . ИНВАРИАНТНАЯ ПОСТАНОВКА

ЗАДАЧИ И ОЦЕНКА СВЕРХУ

в пространстве £2{Ш.) определим следующие унитарные операторы : преобра- 

зование Р, заданное на Ь1 П Ь2 интегралом

Л ОО
exp (lirixy) Цу) dy;

J — ОО

оператор сдвига Tt определяется по формуле TJ(z) = /(z + t); оператор Мх 

умножения на экспоненту ехр (2тгйх) - A/J(z) = ехр (2тг*/х) /(х) ; для А / О 

определим оператор растяжения Лд, Лд/ = |А| 1/2/(Az).

Пусть Е = [а, /?] С IR ֊ отрезок. Положим ХЕ 4֊ I = [Аа + t, Xfi 4- /].

Следующие соотношения между операторами F, Ttl Miy Кх и РЕ проверя­

ются непосредственно :

TtF = FMb M-<F=FTt, ^xF - ^Aj/д,

Mt PE = PeMx, TtPE+t — РеЦ, АхРхе = Pe^x-
(1)

Предложение 1. Пусть A = [а,/?] и В = [7,6] - отрезки из IR. Норма опера­

тора PaFРв зависит только от площади s = (о - /3)(у - 6) прямоугольника

Ах В.

Доказательство. Пользуясь соотношениями (1), можно выписать цепочку ра- 

венс'гв

TtPA+tFPR = PATtFPB = PaFMxPb = PaFPbM^

1аким образом, 1\ (Ра+1ЕРв) = (РдРРв) Мх. Из унитарности операторов 7} 

и следует, что ||Рд+<ГРд|| = ||РдРРв||. Аналогично доказывается, что 

Л/”‘ (РаЕРв+։) = (РАРРВ)Т1 и Ад (РхдРРцхв) = (РаГРв)М/х- Следовдтель- 

н°. НРхР/Ъ-мН = 11^РРв|| и ||РдЛГР1/дв|| = ||РлРРд||.

Площадь прямоугольника А х В инвариантна относительно трансляций 

ЪВм (А 4- I) х В и А х В ь-» А х (В 4-1) и гиперболических поворотов
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Ах В » ХА х 1/АВ. Заметим также, что любые два прямоугольника в П),2 "Л)
сторонами, параллельными осям координат и одинаковой площади могут быТь 

получены друг из друга указанными преобразованиями.

Лемма 1. Оператор РдГРв является оператором, Гильберта-Шмидта и

норма Гильберта-Шмидта равна у/в, где з - площадь А X В.

Доказательство немедленно следует из того, что ядро оператора РдРРв

равное Хд(г) ехр (2тг£хг/) хв(г/), квадратично интегрируемо.

Следствие 1. Имеет место неравенство р, < у/в.

Доказательство вытекает из хорошо-известного неравенства между равномер­

ной операторной нормой и нормой Гильберта-Шмидта.

Лемма 2. Существует функция ф £ /Д(1Я) такая, что ||/|| = 1, \\РдГ Рв/\\ = 

= IIРлГРв\\, при этом и / = Рв{.

Доказательство. Согласно Лемме 1, оператор РАГРВ компактен, следователь- 

но, отображение /Д(ПГ) Э д I—♦ ПРдЛ’РврЦ непрерывно в слабой топологии на 

/?(1И) и но ному достигает максимума на единичном шаре на некоторой функ­

ции / Е Л2(1Н), так что ||Рд/* РдЦ = || РА ГРв/\\. Поскольку ||Рд.ГРв/|| < 

- ПАд/՜ ^в|| • Н/П, то |1/|| = 1. Если при этом / Рв/, то ||Рв/|| < ||/П - 1- 

Тогда, пользуясь тем, что Рв = Рв, получим

П^срв/Н = ||Р^рврв/ц < цр4ррв||. црв/ц < црлррвц,

что противоречит выбору /. Лемма доказана.

Предложение 2. Функция ря обладает следующими свойствами :

а) р3 строго возрастающая,

Ь) Рв < 1,

с) Нт р3 = 1.
Л —ОО

Доказате льство. Докажем сначала Ь). Для заданного л, пусть А и В отрезки, 

для которых площадь А х В равна «. В силу Леммы 2, ря = ||Рд/||, где / = Г/ 

֊ преобразование Фурье функции /. ’г
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'Гак как носитель функции / компактен, то из теоремы Изли-Винера (см. 

[3)) следует, что / - целая функция. С другой стороны, целая функция не может 

быть сосредоточена на отрезке. Следовательно, р, = ||Рл/|| < ||/|| = 1, что 

доказывав! b). Ilycib геперь А интервал, строго содержащий А и s’(s’ > s 

- площадь А' х 3. Согласно вышеприведенному аргументу, ||Рд/|| < ||Рд-/||

Следовательно, pt < ||Ра1^ ^в/|| S Н^А'/^вН — Р»>- Откуда следует а). Наконец,

для любого € > 0 можно выбрать отрезок А՛ такой, что ||Рд'7|| > I - е и, тем 

самым, Е, что доказывает с). Предложение доказано.

Для оценки сверху разности 1 рв1 рассмотрим функцию w(z) = exp (— тгх^). 

Эта функция совпадает со своим преобразованием Фурье u = Fu и ||u|| = 2՜1/4 

(см. [4]).

Предложение 3.

Доказательство. Пусть Е = [-a, a], s = 4а2 и ps = 11РЕFРЁ11. Положим

РЕ՛ = 1 — РЁ- Из цепочки очевидных неравенств

Н«П < ll^ll + ll/’Hl = II^Full + ||/^u|| < \\pefpeu\\+

+ \\PeFP'eu\\4֊ III < WPeFPeW• 1141 + 2||^u||

получаем

I -11 Pe F Pb 11 < (2)

Остается оценить ||P^u||. Пользуясь четностью u(i), получим

г ОО 2 г ОО ]
H^L'u||2 = 2 / exp (-27ГТ2) dx < — / x exp (-2тгт2) dx = -— exp (-2тго2). 

Ja a JQ 2ttq

(3)

Подставляя в (3) значение a = y/s/2 и оценивая с помощью (3) правую часть (2), 

получаем требуемую оценку.

Следствие 2. При достаточно больших s справедлива оценка

1 - р, < ехр
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§2. ОЦЕНКА р, ЧЕРЕЗ НОРМЫ

ОПЕРАТОРОВ КОНЕЧНОГО РАНГА

В данном параграфе-мы получим нижнюю и верхнюю оценки рв для натуральных 

значений $. Поскольку рл монотонна, эти оценки можно будет распространить 

на все значения

Пусть п - фиксированное натуральное число, А = [0, п], В = [-1/2, 1/2], С =

1И\ А, следовательно площадь прямоугольника А х В равна п. Обозначим через

V' образ проектора Рв и определим семейство функций (х)}, принадлежащих

V, формулой

еДт) =
ехр (—2тг։^г), 
О,

если
если

Для заданного т Е П1 функции {е/_т(т)}։ / Е Ж образуют ортонормированный 

базис в V. Пусть №т - пространство, порожденное функциями {е/_т(г)), / =

1,2,..., п, а Ог - ортогональный проектор в Т2(1Я) на 1УТ. Мы будем оценивать

рп через нормы операторов конечного ранга РаГСЭт- Положим

Т]п(т) = ||РдЕ(М|, Г]п = зир Т)п(т).

Лемма 3. Справедлива оценка

Лп < Рп •

Доказательство. Поскольку - подпространство V, имеет место неравенство 

рв<2т = <2т, и, следовательно, т?п(т) = 1|РАГРвС1т 11 < ||Рд ЕРе|| = рПу откуда 

сразу следует утверждение леммы.

Согласно Лемме 2, существует функция / Е V, удовлетворяющая условию 

11/11 = 1, и \\РА Р Рв/\\ = рп- Определим функции дг = Qтf и Лт = (1 - 

Тогда / = дт -|- Кт, дт Е №г и дг ортогональна Лт.

Лемма 4. Разложение дт по базису {е/_т(з:)},/ = 1,2, ...,п в пространстве 1Тт 

имеет вид

Доказательство следует из того, что коэффициенты Фурье разложения функ­

ции / по базису {е/_т(т)},/Е И, равны {/(/- т)}.
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Норму функции V Е £2(П1) на множество Ес Ж. обозначим через ||и||£

= ||Ре«||.

Лемма 5. Имеет место формула

Доказательство. Поскольку

11/|1л = 1/(012 *=Е/ ։ |7(«)1։ <к.

то полагая £ = / — г, получим

п7п’л = Е /'1|7(/-г)|։^= 1'\\дг\\^т.
1=1 ■,а •'О

Следствие 3. Существует т0 Е [0, 1] такое, что ||$То|| > ||/||д. В самом деле,
Л 

полагая д = дТо и К — АТо, получим ||^|| > ||/|| л-

Лемма 6. Справедливо неравенство

Н/11с>||А||.

Доказательство. Поскольку д и А ортогональны, то ||/||2 = ||^||2 4- ||А||2. С 

другой стороны, ||/||2 = ||/||2 + ||/||с- Таким образом, остается воспользоваться 

равенством Парсеваля ||/|| = ||/|| и Следствием 3.

Лемма 7. Справедливо неравенство

П»Пс > 1И1-
Доказательство. Так как дТ £ 1Уг, то д-г = О-гЦт, и, следовательно, ||£г||д — 

= ||РдГС)гдтII < Ч„(т) ||5Т||. Полагая г = тц и учитывая, что т0 е [0,1], получим 

или < ')п(го) 1Ы1 <■»)„ ||9||. Теперь утверждение леммы следует из соотношения 

»’ = 1011’ = Н«1^ + НгН^..

Лемма 8. Справедливо неравенство

||7||с > П9П ֊ 1М1-
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Доказательство. Гак как / = д’ + А, го ||/||с > ||р||с - 1Н|с- Утверждение 
♦ ж

леммы получается теперь из Леммы 7 и того, что ||Л|| > ||Л||с.

Пусть угол между векторами f и д, ф Е [0,7г/2]. Тогда ||^|| = Cos 
^К

||/i|| = sin ф. Поскольку / = Рд/, то Л/||л = Рп- Утверждение Лемм б и 8 можно 

записать так :

\/1 - > max { \/1 - Un cos ~ sin ф1 sin ф

Лемма 9. При <р £ [0, тг/2] справедливо неравенство

Доказательство. При р Е [0, тг/2] функция и(</?) = ^/1 - r/j cos р-sin <p убывает, 

а функция v(<^) = sin ср возрастает. Поскольку ti(0) > u(0) и и(тг/2) < v(tt/2). to 

.минимальное значение max{u,v) достигается при u(^) = v(<p) и равно
а/5-п’’

Лемма 10. Справедливо неравенство

Лемма 11. При х £ [0, 1] справедливо неравенство

Из Лемм 3, 10 и 11 следует

Теорема 1. Величина рп допускает двустороннюю оценку через Т]п :

10^ 1 1 ՛

Следствие 4. Пусть п - 1 < в < п, тогда

ц)(1 - ип) < 1 ֊ рв < 1 - г)п_}.

§3. ОЦЕНКА г)п ЧЕРЕЗ НОРМЫ

СЕМЕЙСТВА КОНЕЧНЫХ МАТРИЦ

Для оценки нормы г)п(т) = ПРлРфтН нам предстоит сделать некоторые приго­

товления.
1
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Лемма 12- Преобразование Фурье функции Сй(х) задается формулой

еИ€) =
вт 7г(£ — 0)

*(€ ֊ ё)
I,

при £ О

при £ = в.

Доказательство. Лемма доказывается прямым вычислением.

Для I С определим бесконечную матрицу Б(1) = (£(£))* ։ :

если < £ 22

если ( Е Ж,
(6)*

где к,1 € К и 6к,1 - символ Кронекера. Подматрицу матрицы Ь(1) в которой

индексы к,1 = 1,2,п обозначим через Ьп(0-

Лемма 13. Матрица £(/) унитарна.

Доказательство следует из лого, что ЦГ) является матрицей перехода из базиса

{е/(ж)) в базис {е* + !(х)}.

Следствие 5. Норма матрицы не превосходит единицы.

Лемма 14. Для оператора конечного ранга РдР(^г существует функция ииТ 6

Е £2(1И) такая, что ||и;т|| = 1 и Ц/’д= т/п(7՜)- Более того, е 1К и 

г/п(г) = ||и)т ||д.

Доказательство аналогично доказательству Леммы 2.

Пусть а = (а| ։ аг,...,ап) - вектор, компонентами которого являются координаты 

и)т в базисе {е/_т(г)}, / = 1,2,..., п, т. е.

п

и>г(х) = Д/С/-т (е)-
1=1

(7)

Очевидно, что ||а|| = 1. Для а € Ш зададим вектор 6(сг) — (Ма)» ••••Мсг)) с

компонентами 6*(я՜) = й)т (к — а).

Лемма 15. Справедлива формула

Ь(ст) — Ьп(т - (т)а.

Доказательство следует из (6), (7) и Леммы 12.
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Лемма 16. Справедлива формула

Доказательство. Согласно Лемме 14 имеем

^(Г) = Ци)т||д = Г 1<м<)12 = £ [к

Уо к=Н*֊1
Полагая £ = к — ст, получаем

Пп(г) = 52/ \йг(к - <г)\2 <1<г = [ Ц6(о-)||2<Й-,
*=1 ֊'о ■'о

откуда следует утверждение леммы.

Предложение 4. Справедлива оценка
л!

Лп < «ИР / ||Ьп(т ֊ сг)||2 да.
тб[о,1] Уо

Доказательство. Так как ||а|| = 1, из Леммы 15 следует ||6(а)|| < ||Ап(т ֊ о֊)||.

Применяя его к Лемме 16, получаем, что

откуда следует требуемое неравенство.

Для I Е ТВ определим функцию «(£) соотношением :

/с(/) =
О

если Ьп(/) обратима 
в противном случае.

Заметим, что для произвольного п-мерного вектора с имеет место неравенство 

'1^п(^)с11 > к(0 1с1|- Ниже мы оценим норму матрицы Лп(2) через функцию к(1).

По вектору с — (с],...,сп) построим вектор с = (с*) , к Е 22, с компонентами

— ск, при к — 1,..., п и ск = 0, при к > п. Пусть вектор <1 = (с1к) , к Е 22 такой, 

чго д = Ц1)с. По этому вектору (1 построим семейство п-мерных векторов, 

зависящее от д Е Ж, <*(д) = (^(д), ...,(/п(7)), полагая ^(д) = дк+чп

Лемма 17. Имеет место соотношение
ос

1Ш112 = Цс||’.
9= —оо

Доказательство. Из унитарности Ь(1) следует, что ||^|| = ||с]|, а кроме того,

||с]| ||с||. ?> тверждение Леммы следует теперь из очевидной формулы ||^||2 —
= Е НФ)Н2. 

д = - оо



0 норме преобразования Фуры? 61

Лемма 18- Справедлива формула

^(<?) — 4- дп)с.

Доказательство проводится непосредственными вычислениями.

Пусть теперь вектор с выбран так, что ||с|| = I и || Ьп($)с|| = 11£,„(*)11.

Предложение 5. Справедлива оценка

II М01Р < 1 — «2(£ 4֊ дп).
9#0

Доказательство. В силу Леммы 18 ||с/(0)|| = ||ЛП(<)|| и ||ф)|| = 11Ьп(14֊дп)с|| > 

> к,(1 4՜ Для завершения доказательства остается воспользоваться Леммой

Для получения окончательного результата нам понадобится более слабая

оценка

||£„(*)||2 < 1 — №(/4-п). (8)

Теорема 2. Справедлива оценка

Чп

Доказательство. Пользуясь оценкой (8) и Предложением 4, получим

л1
п2 < 1 — шГ / к.7(т - ст + п) дет. 

те[о,1]Уо (9)

Остается применить неравенство 1 — х < (1 - г/2)2 к правой части формулы (9).

§4. СТРУКТУРА МАТРИЦЫ Ьп(0 И ОЦЕНКА к(!)

В пространстве многочленов степени, меньшей п, зададим оператор сдвига А(£) 

по формуле УХТ’(г): р(ж) н- р(х 4 /). В качестве координат многочлена р возьмем 

его значения в узлах к = 1,2,...,74. Матрицу, соответствующую оператору Аф), 

обозначим тем же символом Аф). Заметим, что /V *(Ц = У( —/).

Лемма 19. Элементы матрицы У(0 задаются формулой

" £ - } -И 
(^(0)*., = П -угг

^к,1 = 1,2,...,п.
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Доказательство. Для доказательства достаточно воспользоваться формулой 

интерполяционного многочлена Лагранжа.

Лемма 20. При к,1 — 1,2,п и I £76

51п 7г(& — / 4֊ I) Г(/)Г(п+ 1 - /) 
Г(* 4֊ 0Г(п 4֊ 1 - к - I)

Доказательство использует функциональные уравнения Г(г 4֊ 1) = г\'(г) и

Г(г) Г( 1 - г) = я /йп тгг (см. [5]).

Обозначим через £>(/) диагональную матрицу порядка п с элемен тами Г(& 4-/)х 

х Г(п 4֊ 1 — к — £), к = 1,2,п. Заметим, что при I £ 76 матрица /?(/) обратима

Из Лемм 19 и 20 следует

Предложение 6. При I £ 76 имеет место формула

Ьп(1) = I)-1 (/) Ы (0 0(0).

Следствие 6. При I 76 матрица 6п(1) обратима и Ь“1(£) = О՜1 (0)Л^( —1)0(1).

У тверждение Следствия 6 следует из равенства /V՜1 (/) = М(-1).

Предложение 7. При (. Ж имеет место соотношение 
9

= О-1(О)О(-О£„(-0О-|(О)О(1).

Доказательство непосредственно выводи тся из Предложения 6, примененного к

матрице Лп( — I) и Следствия 6.

Лемма 21. Имеет место равенство

||р-1(0)Р(011 = ЦЯ'1(0)Р(-011-

Доказательство. Норма диагональной матрицы [) 1(0)/)(£) выражается фор­

мулой

||£)~1(О)Р(0|1 = гпах
1 <*<п

Заменяя в (11) к на п 4- I — к, получим аналогичное выражение для нормы 

\\О ~ '(0)/Э( — ()||. Отсюда следует утверждение леммы.
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Предложение 8. При I 22 справедливо неравенство

~ < 1Ю-1(0)О(1)|р.

Доказательство. ( °1 ласно Следствию 5 имеем ||ЛП(—£)|| < 1. Пользуясь Пред­

ложением 7, получим

7^ =1|ьп1(ОП = \№ |(0)^(֊0Ьп(-е)Р-1(0)л(1)|| < 

<11^1(о)г>(֊011||п-1(0)Р(оц.

Для завершения доказательства достаточно воспользоваться Леммой 21.

Нам потребуется оценить к(1) при I = а + п, 0 < |о| < 1.

Лемма 22. При I = си 4- п, 0 < |о| < справедливо неравенство

Г(А:-И)Г(п+ \-k-t) 
Г(*)Г(п+ 1 ֊ к) | Б1п 7га| (к — 1 )!&!(п - &)! ' (12)

Доказательство. Пользуясь формулой Г(г)Г( 1 — г) = т /зш тгг , получим

(13)

Подставляя I — а 4֊ п в левую часть (12) и применяя формулу (13), получим

Г(п 4- к 4- а)Г( 1 — к — а)
Г(*)Г(п 4֊ 1 - к)

7гГ(п 4- к 4- а) 
вш 7тоГ(/:)Г(& 4- 1)Г(п 4- 1 — к)

(14)

Отношение Г(п 4- к 4- а) /Г(Ж 4- а) есть многочлен от а. Легко видеть, что он 

монотонно возрастает и положителен при |а| < 1. Поэтому правую часть (14) 

можно оценить выражением

|зттга| Г(Ж)Г(А; + 1)Г(п 4-1 — £)

Остается воспользоваться гем, что Г(гп) = (т — 1)!.

Лемма 23. Для 1 < к < п выражение

*(*) =
(п 4- &)!

(к - 1)!к!(п-к)!

достигает максимума при к = кп таком, что
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Доказательство. Легко проверить, что отношение

и(к + 1) _ (л + А: + 1)(л - к) 
у(к') к(к + 1)

не меньше единицы при к < (, и строго меньше единицы при к > где

з/2л2 + 2л + 1 ֊ 1
2

Поэтому 1/(к) возрастает с ростом к, пока к < а при больших значениях к

убывает, так что р(А:) достигает максимального значения при к = кп таком, что

кп > ( и кп < £ 4֊ 1. Таким образом

ли кп < ֊ + 1. 
з/2

Из полученных оценок прямо следует утверждение леммы.

Лемма 24. Пусть р,д,г ЕЯ таковы, что рп + дкп + г > 0. При п оо имеет о
место асимптотическая формула

Доказательство получается прямым вычислением с использованием Леммы 23

и формулы (см. [5]) :

Лемма 25.

Д™ ֊1пи(А;,։) = 21п(х/2 + 1).

Доказательство следует из Леммы 24.

Сл.дствис 7. Для любого ( > 21п(>/2 + 1) и всех п > л(С’) справедливо 

неравенство

"(кп) < еСп,

где л(С) ֊ некоторая величина, зависящая от С.
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Лемма 26. Пусть |а| < 1 и С > 2 ln(\/2 + 1). Тогда для п > п(С) выполняется

неравенство

к(а + п) > 81П 7ГОС _-2Сп

Доказательство. Пользуясь формулой (11), Леммой 22 и Следствием 7, полу­

чим, что при 0 < |о| < 1 и п > п(С) справедлива оценка

||D-1(0)D(o + n)||< г^ЦеСп 
| ат тга|

Для завершения доказательства остается воспользоваться Предложением 8.

Чтобы оценить г)п с помощью Теоремы 2, нам понадобится следующая

Лемма 27. При С > 2)п(х/2 4-1), п > п(С) и т Е [0,1]

(15)

Доказательство. Отметим, что при <т, г Е [0, 1] разность а = т — а удовлетво­

ряет неравенству |а| < 1. Поэтому, пользуясь Леммой 26, оценим снизу левую

часть (15) интегралом

Лемма доказана.

Лемма 28. Для любого С > 8 ln(\/24֊ 1), начиная с некоторого п, выполняется

оценка
е-Сп

Доказательство. Применяя Лемму 27 к Теореме 2, мы получим, что для

произвольного С > 2 1п(\/2 + 1) и п > п(С/) имеет место оценка

1 ֊ >

откуда с очевидностью следует утверждение леммы.

Наконец, из Следствия 2, Леммы 28 и Следствия 4 получим наш основной

Результат.
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Теорема З.Для любого С\ > 81n(\/2 + 1) и С2 = у, ври достаточно больших s 

справедлива двусторонняя оценка

ехр(-С։«) < 1 -р, <ехр(-С^).

ABSTRACT. The integral operator from L2(7, 6) to L2(a, /?) with the kernel 
exp ('lirixyi) is considered. Its norm p, depends solely on s - (a ֊ /?) • (7 - <5). 
The paper demonstrates the existence of constants Ci, C2, such that for 
sufficiently large s the estimate exp (—C\s) < 1 - pt < exp(-֊C2s) holds.
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