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§1 . АСИМПТОТИКИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

СТАТИСТИК КОЛМОГОРОВА-СМИРНОВА

ДЛЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ СЕМЕЙСТВ

В статистической практике критерий Колмогорова-Смирнова является одним из 

самых распространенных критериев для проверки (простой) гипотезы о принад­

лежности наблюдаемых данных распределению с конкретной функцией распре­

деления (ф. р.) Г(х). Распределения статистик Колмогорова и Смирнова можно 
I

найти у этих авторов в 1933 [2] и в 1939 [3]. Однако довольно часто приходится 

сталкиваться с гипотезой о том, что выборка извлечена из распределения опре­

деленного типа, так что ее ф. р. Г(х,(Г) оказывается заданной с точностью до 

некоторого параметра 0. В этом случае предельные распределения статистик 

Колмогорова-Смирнова уже зависят от ф. р. Г и до сих пор не найдены. Ниже 

мы укажем точные асимптотики этих предельных распределений.

Рассмотрим теперь задачу проверки сложной гипотезы

На: СбЛ={Г(1,9), е = (е1... о,)ебслг’, ген?1!.
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где <7(з;) ֊ неизвестная непрерывная функция распределения, У - семейство функ­

ций распределения 19), зависящих от параметра 0 ֊ (0ь...,0д). Предполо­

/*1(х,0) - плотность распределения. Пред-см. [4], гл. 33), а /(ж, 0) =

жим также, что класс распределений У удовлетворяет условиям регулярности 

по 0 (

положим, что объем -V выбран из ф. р. А*(2;,0о)- Тогда оценка максимального 

правдоподобия 0* параметра 0О является асимптотически нормальной и эффек­

тивной. Обозначим через /'\(х) эмпирическую функцию распределения, и пусть

Г°(2;) — Г(х,30). Хорошо известно (см. [5]), что в параметрической ситуации 

эмпирический процесс (/у(х) = — /?(;г,01')), при справедливости гипо-

тезы Но после замены £ = /?"(г) слабо сходится (при —» оо) в метрике £)[0,1]

к гауссовскому процессу со средним нуль и ковариационной функцией

где

= гтнп(/, .?) — (.$ —

у = Г->(1ЛО)
(1.1)

..., д - д-мсрный вектор-столбец,

- информационная матрица Фишера размера д х д, У՜' - обратная матрица к 3,

а ^-1(г,в°) = шС{։ : Е°(х) = 1}.

Применение статистик Колмогорова-Смирнова

/9/У = 8ир{|<ЛГ(х)|, х е }, Е)+ = зир{^(х), X £ 1И1}

для проверки гипотезы Но предполагает знание предельных (при М —» оо) 

распределений вероятностей Р(2?Л/ > и), Р(£)+ > и). В наших условиях эти 

предельные распределения существуют, но до сих пор неизвестны. Процесс 

и;(^)։ 1 € [0, 1] входит в класс полей, изученных в работе [1] и следовательно 

справедлива следующая

Теорема 1.1. Пусть дисперсия <т2(£) предельного гауссовского процесса ш(£) 

достигает своего максимума <т2 на [0,1] в конечном числе внутренних то­

чек Ь],..., 6/, причем 
с(2р*՜1 ,

ные М’ к

в окрестностях каждой из них существуют производ- 

= 1,...,/ такие, что —1Г2(ЬС) = 0, i = 1,...,2р4 - 1, а
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< 0. Тогда 
di2pk

/V —«ОО [0,1]
= 2Р < sup w(i) > и 

I [0,1]

-։/(2р*) d2Pkи2 их/2
= ехр

2сг2
и2
Тз dt2?k

-1-1/2

где величины а,1,рк,Ьк зависят от вц, а Г( ) - гамма-функция.

Заметим, что для масштабно-сдвиговых и некоторых других семейств зави- 

симость от #о исчезает. Ниже приводятся соответствующие примеры.

Доказательство основано на использовании Теоремы 1.2(1) из [1] с р = п — 1.

Согласно формуле Тейлора в окрестностях каждой точки Ьк имеем разложения

at = сг +
d2pk

2(2р*)!сг dt2Pk
<r2(6t)(l +0(1)), I — bk, k = 1,

Обозначив Я(Л, з) = Еш(£)м(з), при з —* Ьк по формуле Лагранжа получаем

Я2(С з) — а2(/)(т2(з) = —a2|i — з| -1֊ о(|1 — з|).

Следовательно, для корреляционной функции г(1,з) процесса выполнено

r(i, з) = 1 - (2<т2) 11/ — з| + о(|£ - з|), ։ ։<* * Ьк■

Выполнение условия (ill) Теоремы 1.2 из [1] легко проверяется :

Е(ш(£) — и/(з))2 < |t — з|, t, зс [0,1].

I аким образом, вычисляя необходимые константы и применяя Замечание 1.1 и 

Следствие 2.1 из [1] получаем утверждение теоремы.

Перейдем к рассмотрению примеров.

Пример 1.1. Проверка гипотезы о нормальности одномерной выборки.

Пусть

<р(х) - (27г)"1/2ехр[-т2/2]. Ф(*) = / ^(0
</ ֊ОО
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— плотность и функция распределения стандартного нормального закона. От՝ 

носительно неизвестной функции распределения Р(х) проверяется одна из трех

гипотез

а Е 1И1, а Е (0, оо) , оба параметра -

среднее а и среднеквадратичное уклонение <т неизвестны ;

Ь) Н2 : € Уч = , 0՜ Е (0,оо)}, дисперсия ст2 неизвестна;

с) Я3 : /•'(я) Е Уз = {Ф(х - о)» а Е 1И } , среднее а неизвестно.

Пусть оценками а и ст2 выбраны, соответственно, выборочные среднее и дис-

Персия. Пусть / Е [О, 1], г = 1,2,3 - предельные гауссовские процессы, воз­

никающие при проверке гипотез Н,-. Соответствующие ковариационные функции 

определяются по формуле (1.1) и равны :

а) Еи^ (ф^ ($) = пмп(М) - - <^(Ф 1 (£))у?(Ф՜1 (в))( 1 4֊ Ф՜1 (1)Ф՜1 (з)/2),

Ь) — ппп(г, «) - - Ф-1(1)Ф’1(5)</?(Ф՜1 (1))у?(Ф՜1 (в))/2, 

с) Ещ3(1)127з(5)*= тт(1, $) - 1« — <р(Ф 1 (£))<р(Ф 1 (я)). Тогда верны следую­

щие соотношения при и —* оо :

2 7Г
Р < вир 1Д| (1) > и > = ехр---------- и2

1(0,1] I I 7Г-2

1/2

(1 + о(1)), (1.2)

Р < 5ир Ш2(!) 
1(0.11 (1.3)

Р < вир !Д3(1) > и = ехр 
1(0.1] I

Отметим, что здесь дисперсии

2х ,1 ч/и /з \ !/*4-—2и\ (1+о(1»-

°?(С> 1 — 1>2»3 во всех трех случаях достигают

единственного максимума на [0,1] в точке 1 = 1/2. В случаях а) и Ь) вторые

производные дисперсий, равные

^?(0 = -((ф-'(«))2֊1)2.
= ((Ф-'(О)2 - 0(3- (ф-‘(<))2)

строго оIрицательны в точке 1 = 1/2, в то время, как в случае с) дисперсия 

<тз(0 имеет вторую производную —2(Ф՜ 1(1))2, которая обращается в нуль в точке 

максимума 1 = 1/2. Подсчет высших производных дает :

(Р 2, , 
^з(1/2) = 0,
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Теперь остается сосчитать необходимые константы и воспользоваться Тео­

ремой 1.1.

Асимптотики в случаях а) и Ь) впервые были получены Ю. Тюриным в

работах [6, 7]. Результат случая с) впервые опубликован в [8].

Пример 1.2. Проверка экспоненциальности и принадлежности закону Релея.

Пусть проверяется одна из двух гипотез

и

В обоих случаях предельный гауссовский процесс и>4(/) будет иметь среднее нуль 

и ковариационную функцию (см. [11], [12]) :

Еш4(7)ш4($) = тш(/, в) - и - (1 - /)(1 - $) 1п(1 - /) 1п( 1 - «).

Дисперсия процесса 1Д4(/) достигает своего максимума а2 на [0,1] в точке 

1о « 0.3397, являющейся корнем уравнения

—<742(г) = 1-2/ + 2(1 -/)1п(1֊/)(1 + 1п(1-/)) = о.

В силу Теоремы 1.1 имеет место следующее асимптотическое разложение :

где

1
2 с՜2

5Цр 1Д4(/) > и 
(0.4

% 3.351,

= а4 ехр
2 О'2

(1 + °(1))» и — ЭС.

а4 = (Ла4) 1 а2
л2

-1/2

1.344.

Этот результат был впервые получен в [7], см. также [13].

Пример 1.3. Проверка на принадлежность закону Коши. 

Проверяется гипотеза

Нъ : К(х) 6 < ֊ агс1ап(г - 0) + -, |0| < оо
Нг
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о том, что выборка извлечена из распределения Коши с неизвестным параметром

сдвига 0. Ковариационная функция предельного гауссовского процесса ш5(() 

имеет вид (см. [12])

Ew5(/)w5(s) = min(i, в)'- ts - 2тг 2 sin2(?rZ) sin2(?rs).

Дисперсия (т£(/) процесса ™5(£) достигает своего максимума на [0,1] в двух 

симметричных (относительно 1/2) точках 1\ и 0.2280, /з ~ 0.7720, которые 

являются корнями уравнения

= 1 ֊ 2t - 4тг 
al

1 sin(27rt) sin2(7r< ) = 0.

Заметим, что третей корень = 1/2 этого уравнения есть точка минимума

дисперсии. Применение Теоремы 1.1 дает нам такую асимптотику

P < sup w5(Z) > и 
l(o.i]

= сц ехр
2(т2О

а5 « 1.503,
1

2Й % 3.614.(1+о(1)),

Пример 1.4. Проверка на принадлежность гамма-распределению.

Проверяется гипогеза F(x)e{Lm(z/e)t 0>о}

/гп-1е-< dt = 1 - е՜1 х։
ÏÏ х > 0.

Предположим, что гп > 2. Ковариационная функция предельного гауссовского 

процесса равна (см. [12])

Ew6(t)we(«) = min(t,»)-ti-m-1/n։(L-|(t))/m(£-1(«)),

где

Имеют место соотношения

P < sup Шб(<) > и > = а6 ехр 
l(o.i] и —» ОО,

2
где <т6 _ arw6(to), a tn = Z0(m) - единственный корень на (0.1) уравнения 

а) при т = 2, -1 +е-(| + Зх)|։=,-1(1) = 0, („ а 0.5673, аб а 1.118,

5^* 2.436;
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Ь) при т = 3, -1+2с-։(1 + |х + |г2)|г=ъ.1(() - О, 10 « 0.5222, а6 к 1.076, 

' »2.172;

с) при т = 4, -1 + 2е-*(1 + х + |։2 + Дх3)|։=£.-.(1) = 0, 10 к 0.5101, 

аб» 1.046, » 2.091;
6

(1) при т = 5, -'+2«_1(։+®+|։’+Д։3 + ^1'։)|1=1-1(() = 0, 10 а 0.5055, 

а6а 1.031, « 2.057.
6

Аналогичные расчеты могут быть проведены и для т > 5.

Приведем вид оценок максимального правдоподобия для параметров в При-

мерах 1.2 - 1.4 (см. [12]) :
N

Пример 1.2 : 9 = (W - 1)՜ 1 52(х։S(i)), $(i) = min х, ;
»=1

Пример 1.3 : 0 - корень уравнения

Пример 1.4 : 9.= (тЛ/)՜1 52 г,.
։=1

Пример 1.5. Проверка на принадлежность закону Вейбулла Гнеденко ( а так- 

же двойному экспоненциальному распределению).

Проверяется гипотеза

Нт : F(z) G {1 - ехр(-(х/и)*), х > 0, v > 0, к > 0}

о принадлежности выборки распределению Вейбулла-Гнеденко с двумя неизвест­

ными параметрами и (параметр масштаба) и к (параметр формы). Довольно 

громоздкие вычисления по формуле (1.1) дают следующий вид ковариационной 

Функции предельного гауссовского процесса ш7(<) :

Ew7(t)w7(s) =i min(t, я) — /я — бтг 2(1 — t)( 1 — s) In(1 — t) ln( 1 — я)х

х (1-С)2 +7г2/6+(С- 1) Inin

Где С % 0.577216 - постоянная Эйлера. Теорема 1.1 дает следующую асимптоти-

ку :

— а7ехр
2<т7

(1 + ^(1)), и —> ос, (1.5)
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где /о ~ 0.5516 единственная точка достижения максимума дисперсией aj(t) -

= Varw7(t), которая является единственным на [0,1] корнем уравнения

֊£<+«) = 12я 
at

-2 1-С-С2- ^ + ln(l'-0(3C֊3C’- £)- 
и Л

—1п3(1 -t)((l -С)2 + ^֊)-2С1п1п֊-Ц֊ + (3-6С)1п(1 — t) In In 
О 11

+2(1 - С) ln2( 1 - 1) In In

~ 5.852. РазложениеСоответствующие константы имеют вид а7 ~ 2.296,
1

2сг^
(1.5) уточняет Теорему 1 из [14].

Несложно применить Теорему 1.1 и для проверки гипотезы о принадлежно­

сти выборки распределению Вейбулла-Гнеденко с двумя неизвестными параме- 

трами формы k при известном параметре масштаба v. Случай, когда неизвестен 

только один параметр и легко сводится к экспоненциальному (см. [14]). Напо- 

мним (см. [14]), что £ - случайная величина, имеющая распределение Вейбулла- 

Гнеденко, преобразованием 1п£ превращается в случайную величину, имеющую 

двойное экспоненциальное распределение с ф. р. 1 - ехр[-ехр((ж - а)/0)], где 

параметры а и 9 очевидным образом связаны с к и и. Статистики Колмогорова- 

С мирнова при указанном переходе от £ к 1п£ не меняются. В [14] имеются табли­

цы для сравнения асимптотических результатов со значениями, полученными 

методом Мон ге-Карло в [1Ь].

Проверка гипотезы о нормальности многомерной выборки.

Пусть проверяется гипотеза

Но : о принадлежности выборки ху,...,хм п-мерному невырожденному 

нормальному распределению с ф. р. Г(г,а,Е). Математическое ожидание а и 

ковариационная матрица Е предполагаются неизвестными. Обозначим через а* 

и Е оценку максимального правдоподобия параметров а и Е, соответственно, и 

п\сл1. обозначав! эмпирическую ф. р., которая построена по преобразован­

ной выборке у, _ С(х( — а ), г = 1։ , где невырожденная матрица С такова,

что СЕ'С7 = 1,1- единичная матрица. Известно (см. [17], [18]), что эмпири­

ческое случайное поле С„(9) = 7у(^(9) _ Г(9, 0, /)) „осле замены 4, = Ф(9՛), 
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i = 1, п, У = (У1 > •••> Уп) ПРИ гипотезе Но слабо сходится в метрике D[0, 1]п (при 

/V —» оо) к гауссовскому случайному полю W(t) со средним нуль и ковариацион­

ной функцией

где Ф и <р те же, что и в Примере 1.1, a t =± tn), s = (s։,sn).

Рассмотрим статистику Колмогорова-Смирнова Кн = suр{(у)| : у 6 IRn}.

Теорема 1.2. Пусть дисперсия а2(£) предельного гауссовского поля РУ(^) до- 

стигает своего максимума а2 в конечном числе точек ЬЬ...,Ь[, которые явля-

ются внутренними точками из [О, 1]п, причем матрицы \к = (Af )։- .=г^, 
д2 ’
—х--a2(bk), к= 1,...,/ невырожденны. Тогда

lim Р(^ > и) = Р < sup | W(t)| > и > = 2Р < sup W(i) >«>(!+ о( 1)) =
1(о.i]n I I [0,1]” I

= ехр
2 ст2

I п

и՞-1 \Х2<г’-։пя-(՞-1£ Ц(6Н)П՜11 det Л*г|/2( 1 + о(I)),
4=1 1=1

и —* ОО,

где Ьк = (Ьк]......Ькп).

Следствие 1.1. При и = 2 дисперсия а2(£) поля И/(<), / = ($1,^2) достигает 
• •

своего максимума на [О, I]2 R двух (симметричных относительно диагонали 

*1 = <2) точках «о = (0.579;0.800) и 10 = (0.800;0.579). Имеет место следующее 

асимптотическое соотношение :

Р < вир |И/(<)| > и
1(0.1]’

= 309.4 ехр[-4.939и2]и(1 + о(1)), и -* оо.

Доказательство Следствия 1.1 можно найти в [19].

и
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Доказательство Теоремы 1.2. Мы используем Теорему 1.2 (iii) и Замечание 

1.1 из [1]. По формуле Гейлора в точке bkf k — 1,...,/ имеем

<т(£) = а - (4сг) 1 (f - bk)\k(t - ЬкУ + o(|t - b*|2), t —♦ Ьк. (1.6)

В силу Замечания 1.1 из [1] для достаточно малых взаимно непересекающихся 

окрестностей I к точек Ьк справедливо соотношение

{> I , X
sup И’(0 > и > = Р < sup W(t) > и > (1 + о( 1)), и —* оо. (1.7)

(0.1)՞ j * = i t J
Для невырожденной симметрической матрицы Л* найдется такая невырожденная 

матрица Вк, что ВкАкВ1 — /. Рассмотрим гауссовское поле PVjt(i) = W(Bkt), 

определенное на компактном множестве В^ l(V*) = {В^}х : х 6 V*}- Дисперсия 

<т*(/) = cr2(Bkt) of rVjk(t) достигает своего максимума <т2 на ’(14) в единствен­

ной точке ск = B^bk- В окрестности этой точки в силу (1.6) имеем

<Tk(t) = а - |Л(< - ск)|3( 1 + о( 1)), * ск > (1.8)

где А — diag((2v/o՜)՜’1,(2^/гг) 1) - диагональная матрица, а 2 = (2,2) £ IRn.

Таким образом, здесь f} = ■■■ = /„ = 1 и = ••• = /?„ =2 (см. Теорему 1.2 из 

[1]). Обозначив R(t,s) = ElV(J)PV(s), 1 = (!,...,!) е IRn, получим

п п
Л2(М)-<г2(<)<г2(в) = -(г2£|«,-,1.| и 4։>+о(|<-։|1), 

1=1 >=։.>#»
С ледовательно для корреляционной функции г*(^,л) поля И4(^)։ I Е Д“’(р*) 

справедливо разложение при —» ск

гк(1> s) — 1 — \В>к Bk(t — s)|i + o(|i — s|j), (1.9)

где матрица Dk также лиагональна :

/Л = diag I (2а2)֊՛ ......

Отсюда видно, что ej = ... = Cn = 1 и о։ — on = 1 (см. Теорему 1.2 из
[I]). Несложно убедиться также, что для некоторых С > 0 и е > 0 имеет место 

неравенство

E(^*(0-iv*(«))2<c|t-«|1, t,.,e |е-»|<₽,
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т. е. выполнено условие (III) Георемы 1.2 из [1]. Теперь остается использовать 

Теорему 1.2 и Следствие 2.1 из [1], равенство (1.7) для получения доказательства 

утверждения Теоремы 1.2, так как

Р < sup tV(t) > u
I Vk

sup Wk(t) > и 
efc-*(vfc)

и I det Bt\ = I det A* |՜։^2.

§2. ПРОВЕРКА НЕЗАВИСИМОСТИ

Нам понадобится следующий вариант Теоремы 1.1 из [1]. Пусть гауссовское сепа- 

рабельное случайное поле X(t) определено компактом Т С ПТП с непрерывными 

траекториями, удовлетворяющими условиям (I) - (IV) из [1] и следующим уело- 

виям :

(1) Дисперсия ct2(£) поля X(t) непрерывна на Т и имеет место соотношение

»(f) = НОДМШ G(t) —• О,

где > 0, То = {I € Т : (7(£) = 0}.

(II) Функция С7(£) удовлетворяет условиям теоремы о неявной функции : С(/) 

непрерывна на множестве

inf И — sl < е > , 
«GTo J

e > 0, 

Г| 5G(t)
= 117,- такое, что производная —-— суще- 

Oli
» = 1

= 1,...,М, а при t € То C\Tit t °- 
Oli

и имеет место представление

ствует и непрерывна при t £ Т}, i

(III) Выполнено включение То С U С Т для некоторого открытого множе­

ства U с IRn (здесь U - замыкание множества [/).

Из условий (I) - (III) следует, что mn-i(7o) > 0 и mn(7o) = 0, где тп п-мерная 

мера Лебега.

Теорема 2.1. Пусть гауссовское сепарабельное поле, определенное компакт- 
Ля

ныл< множеством Т С IRr‘, удовлетворяет условиям (I) - (Ill) и (I) - (1\-) из

[!]• Тогда, если В > max а.-, то для любой функции Ь(и) такой, что при и ♦ оо 
I <i<k

«(и) i 0, и«д(и)֊«о, u2(lnu) '^(uj — oo, (2.1)
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верно соотношение

Р < sup A'(i) > и = ехр
и
2а5

|detD(M)| dt(l + о(1)), и —♦ ОО,

где Т6 = {I СТ : |С(«)1 < <5(и)}> а постоянная На определена в [1].

Доказательство Теоремы 2.1 можно вывести из доказательства Теоремы 1.1 в

Обратимся теперь к статистическим задачам. Пусть Х\, Л 2,А/у, А\ = 

= (Хи,..., А'։п), : = 1,...,# - выборка п-мерной случайной величины X с непре­

рывной функцией распределения /?(х), х = (Х1,...,хп). Проверяется гипотеза о 

независимости координат вектора X, т. е. гипотеза

п

//о : F(r) =
։ = 1

где Г* - непрерывные одномерные ф. р. . Проверка гипотезы о независимости 

рассматривалась, например, в работах [11], [20]. Обозначим через ?’/у(х) и Г'^х՝)

п-мерную и одномерные маргинальные эмпирические функции распределения,

построенные по выборке. Хорошо известно (см. [20]), что случайное поле
I

€/v(z) = V N
п

^(х) - П ^/v(z։)
։=1

после замены £։ _ /^‘(х*), г = 1,...,п слабо сходится (при /V —» оо) в метрике

О[0, 1] к гауссовскому полю W0(i) со средним нуль и ковариационной функцией

п n п
ElV0(t)Wn(s) = min(ti։s։) - min(i<։ s։) JJ lj s, + (n ֊ 1) JJ 

1=1 »=։ j i=i
(2.2)

(Здесь t — (tj , ..., tn), 5 _ (.5! ։ sn)).

5 лобная для проверки 1 ипотезы Но статистика Колмогорова Смирнова

Г>» = sup{|C/v(r)| : х 6 ПТ1} имеет, таким образом, предельное распределение

(при Л —» оо), совпадающее с распределением sup{|И/о(£)| : t G [0, 1]п}.
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Теорома 2.2. Лиспсрсия <т2(/-) гауссовского поля И/Ло(^) достигает своего мак­

симума (У2 на [О, 1]п в точках Ьк = (Ьк,Ьк) е ПГ‘, к = 1,...,/ < п, где

£ (0,1) - действительные корни уравнения

(2п - 2)уп - (2п ֊ Оу"֊1 + 1= о.

При и —» оо имеет место соотношение

Кт Р(£^ > и) = Р /У-.оо зир |И^о(О| > и > = 2Р < зир 1Уо(О > и
[о.Ч՞ I 1(0,1]"

= ехр
2<т2

и"-|х/2<г'-2п%(п-1)/252б;("-1,(1֊6^-|)"|ае1Л*|-,/2(1 +о(1)), 
*=1

где 1\к — )։^ = ||П|

(2.3)
^2 2

д1-д1 к ~ 1’ “ мебь։Р0Ж^екмь*е матрицы.

Следствие 2.1. а) При п = 2 дисперсия су2(1) поля Ио(<) имеет одну точку

максимума (1/2, 1/2) и справедливо асимптотическое соотношение

Р < эпр |1Уу(01 > и ? = 8х/2тгиехр[-8и2](1 + о( 1)), и —♦ ос.
1(0.1)’ I

Ь) При п = 3 дисперсия 0о(£) имеет на [О, I]3 одну точку максимума 6‘ =

= (6|, Ь\, Ь]), Ь\ « 0.6404 и справедливо асимптотическое соотношение

Р < аир |И/0(*)1 > и > = 183.9и2 ехр[—6.455и2](1 + о(1)), и —* эо.
|[о. И3 I

Доказательство Теоремы 2.2 можно получить, применяя Теорему 1.2 (111) 

из [1] с р = п. Мы выпишем необходимые разложения. Критические точки 

( = (1|,.функции I € [0, 1]п удовлетворяют системе уравнений

(/) = 0, I = 1,..., п}. Решение этой системы ֊ множество точек

у = {/. е[о, 1]п: (2п- 2)уп - (2п - 1)^՜' + 1 = о).

"устьб1 =(>,.......4,) 6 у- точка максимума функции Применяя формулу
»р М
1(1илора, получим

сг0(<) = ет — (4гг) 1 (^ — 61)Л1 (^ — 61 )7 +о(р- б1)2), 61.
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Используя формулу (2.2) несложно показать, что для корреляционной функции 

г0(М) поля 1Фо(0 имеет место разложение 

п
г0(м)= 1 - |<7-3(Мп'1(1 -(Мг'֊1)^1*«-*1 + о(К“в11)> 

1=1

При некоторых С > 0,6? > 0 верно также неравенство

Е(И/о(О ֊ И'оМ)2 <С|*-з|1։

Рассмотрим теперь поле И'и($) = 1Уо(#£)» заданное на компактном множестве 

/У-1(Р’1), где Р’1 - компактная окрестность 61 (см. Замечание 1.1 из [1]), а В ֊ 

невырожденная матрица такая, что ВА\В = /. Применим теперь Теорему 1.2 

(ш) из [1] с р = п к полю 1У1($). В обозначениях Теоремы 1.2 из [1] имеем

/1 - • • • =/п — I, Д1 = • • • = Дп = 2, в1 = --՝ = еп = 1, о?] = • • • = ап = 1.

Для матриц А и О имеем (ср. (1.8) и (1.9)) \

а = о = -<г-г(б,)"-՛(։ ֊ (М՞՜1)/.

Соответствующие постоянные можно вычислить по формуле (2.3).

I верждение а) Следствия 2.1 вытекает из Георемы 2.3, приведенной ниже, 

। ак как при п = 2 соотношение (2.2) принимает вид

2

ЕРГо(Ои/о(5) = Д(т1п(1,,в<) - $։з։].

1=1

Утверждение Ь) легко вывести из (2.3), так как при п — 3 уравнение для точек 

максимума дисперсии а^) принимает вид 4 у 2 - у - 1 = 0 и имеет единственный 

корень Ь1 Е (0, 1), 6, = (| + УЙ)/8 « 0.6404.

Отметим, что при произвольном и нужно будет решать уравнение

(2п֊2Г1֊(Г2 + Г3 + - + 1/+1) = 0.

Численные расчеты по формуле (2.3) могут быть приведены и для п > 3.

->рых задачах < гатистики (например, при проверке той же гипотезы 

о независимости, см. [11, стр. 47), [20, стр. 45], [21, стр. 23]) возникает гауссовское
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случайное поле И'ф)» I = ((1,---Дп) 6 [О, 1]п со средним нуль и ковариационной 

функцией

ЕИ'։(4)1У1(«) = р^[пнп(1։-,.$,) ֊ 
1 = 1

Поле Д 1 (0 является одним из многомерных аналогов броуновского моста, так как 

распределение совпадает с условным распределением поля {Иф)/Иф) = 

= 0,5 € « Де

./ = {.$ = («I , ...,5»։) € [0, 1]П существует I, \ < 1 < п такое, что — 1 },

а Иф), 1 £ [0, 1]п՛- винеровское поле, введенное Н. Н. Ченцовым [22] (см 

также Дж. Исх [23]). Заметим, что Иф) гауссовское поле с непрерывными 

траекториями, пулевым средним и ковариационной функцией ЕИ/’(/)ИЛ(б՛) —
п

— Р] пйп(£|,а։), называемой многопараметрическим броуновским движением.
։ = 1

Теорема 2.3. Илл поля И^ф) справедливо следующее асимптотическое разло­

жение :

Р знр |И/ф)| > н = 2Р < 8ир 1Тф) >« (1+ о( 1)) = 
1(0,1]" I 1[0,1]" I

= ехр(-22"-|и։)и"-'я-<п-|)/г(\^)2п։-п+1(1 + о(1)), и — оо. (2.1)

Доказательство внонь основано на Геореме !.2(») из [I] с р — и. Дисперсия
п

= [֊[ £։( 1 - /։) ноля ГИф) достигает своего максимума ет? = 2-2п п

1 ,1 кв единственной точке ֊1 — Справедливы следующие разложения : для
2 2 2

дисперсии

и для корреляционной функции гф,у) поля И’ф)

«=։
Имеет место также неравенство

п

Е(Щ(0 - IV, (а))2 < У" 1г‘ - •’■1՛ 1'я Е чп- 
1=1

Как видим, здесь О| --••• = лп ~ 1, 0\ — ՛ ՝ ՛ = &п — 2, — (>/2)

Применяя Теорему’1.2(1) из [1], получа<*м (2-4).
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Другой способ проверки гипотезы о независимости Но. В работе [24] (см

также [21, стр.22]) доказано, что при гипотезе Но предельное (при /V —»

распределение статистики

/</У = знр - /*’(х)|, х е пт*}

совпадает с распределением случайной величины ьир{|И/2(<)|, I 6 [О, 1]п}. Здесь

И’2(() другое распространенное в статистике гауссовское поле с нулевым

средним и ковариационной функцией

п п
ЕИ/2(<)И/2(8) = гп1п(«|) 8։) -

1=1 1=1

Это так называемый броуновский (винеровский) лист или многопарамегриче-

ский броуновский мост. Это поле может быть рассмотрено как условное вине

ровское поле вида 1У2(^) — {Г1'(£)/И/(1) = 0). Это гауссовское поле интересно

гем, что его дисперсия достигает своего максимума на (п - 1)-мерном множе 

стве. \ ■4 ' - 3

Теорема 2.4. Имеет место соотношение

Р^Кы > и) - Р ) ։иР 1^0)1 > и > = 2Р < ։ир РГ2(г) > и > (I + о(1)) = 
и0՛1)՞ ) 1(о, 1]* I

= ехр(-2и2)и2п-22(4 1п 2)п՜ *(1 + о( 1)), и —* ОО. (2.5)

Доказательство основано на Теореме 2.1. Дисперсия

п п
а2 (0 - УагИ/2(^) = {р» - П 

։=1 1=1

достигает своего максимума <г2 = 1/4 „а (п - 1)-мерном многообразии Та = {/ € 
п 1

& [0, 1] . Д /., _ 1/2). В окрестности этого множества справедливы разложения

для корреляционной функции г2(/,5) поля 1У2
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Имеет место неравенство

Л

Е(ЗД- 1У2(Л))2 < ^ |«։
<=1

- I, Ме[0,1]п.

Условия Теоремы 2.1 выполнены для поля 1У2 с

ел = ••• = а„ =. 1, 0-2, О(М) = -.(Мп)-'72),

С(0 = П։(֊|.

։ — 1

Для функции 6(и), удовлетворяющей (2.1) с (3 = 2, асимптотика интеграла 

из формулировки Теоремы 2.1 легко вычисляется и равна (1п 2)п՜1 \/тг/2и՜1. 

Применение Теоремы 2.1 завершает доказательство.

Приведем таблицу квантилей статистик £)/у и К/у (н = 2), вычисленных по 

асимптотикам (2.4) и (2.5) и методом статистического моделирования (см. [25,

стр. 30]); Р(£>/у > н7) = 7, > и7) = 7.

7 0.30 0.25 0.20 0.15 0.10 0.05 0.025

Статистики Квантили

Луу
моделир. и7 0.75 0.76 0.78 0.80 0.85 0.90 1.02
асимпт. и7 0.69 0.71 0.73 0.76 0.80 0.85 0.91

моделири7 
асимпт.и7

1.34 1.39 1.45 1.52 1.60 1.72 1.79
1.31 1.36 1.42 1.48 1.56 1.68 1.81

Таким образом, асимптотики являются достаточно хорошим приближением,

начиная с уровня 7 = 0.2.

Наконец, приведем последний результат этого раздела, касающийся много- 

параметрического броуновского движения И'(^), который был установлен В. И. 

Питсрбаргом.

Теорема 2.5. Для гауссовского поля

№(1), *6.(0, 1]", ЕИ^(<) = 0,
п

ЕИ7(^)И'’(б>) = и пнп(^, «։)
1 = 1

имеет место соотношение

Р < яир |Иф)| > н > = 2Р < «ИР И'(«) > и > (1 + о(1)) = 
1(о, 1]п I [[0,11" J

К/у
Я/у
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схр(-и2/2)и-12п + 1(2л֊)-1/2(1 4֊о(1)), и —> оо. (2-6)

п
Доказательство. Дисперсия <т2(/-) — П поля IV (<) достиг аеч на [О, 1]п своего 

1 = 1
максимума, равного 1 в едино венной точке 1, которая является граничной 

точкой единичного куба [О, 1]п. В окрестности этой точки имеет место разложение

1 / л
"(0 = |֊5Ь(|-։0 + <’(|1-М1). ‘-I- 

։=!

Для корреляционной функции г(£,.ч-) поля IV' выполнено условие 

г (2, л) = 1 — -5,1 + о(р - «|1)։ I, 5 —♦ 1.

Справедливо неравенство

п
Е(Иф) - »'(Л)’ <£>. -֊’.1, 

1 = 1
Мб [о, 1]п.

(’ледовачельно, для поля 1У(£) имеем а։ = Д։ = 1,...,оп =/?„ = ! (см. условия 

(I), (II) из [I]). I раничный характер точки максимума 1 требует слет ка изме­

нить рассуждения, связанные с появлением константы //* (см доказательство 

I ։•< »ремы 1.2 (п) и։ [1]). Асимптотика будет зависеть теперь от новой константы 

/7?= Пп> //1։((0,8);/),3 = (,9,...5) : 
5 —• ои

Р 7 ьир Иф) > Л = ехр(-и’/2)и-'/7։1(2։г)-1/2(1 + о(1)). и оо
I [О,1]п I

И» пользуя । ождсс I во (2.4) из [1] и известную формулу распределения максимума 

винеровского процесса (п = 1), получаем Н՝ = 2". Теорема доказана.

При л — 2 соотношение (2.6) было получено в [26] посредством рассмотрения 

броуновскою движения со значениями в банаховом пространстве. 'Теоремы 2.3 

2..) впервые доказаны в [27] в результате непосредственного асимптотического 

анализа. Теорема 2.2 и Следствие 2.1(Ь) новые.
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§3. АСИМПТОТИКИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ВЫСОКИХ ВЫБРОСОВ
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Теорема 3.1. Пусть zY](Q,. V*:(<), t 6 [О, Т] - гауссовские сепарабельные, диф-

фсренЦирУел^Ь1С 0 среднем квадратичные, независимые одинаково распределен­

ные случайные процессы. Пусть дисперсия я,2(£) процесса Х](£) достигает сво­

его максимума а2 в конечном числе точек Ь}} Е (О, Т), причем

= а"(Ь>) < О, Е(х;(6.))2 > 0,

где А'{ обозначает производную в ср. кв. процесса Xj(i). Тогда дЛя процесса

/к \ ’/р
^р,а(0 = ^(0 = J la»^»'(OI₽ I » а* > 0; i = \ k

\։=1 /
имеют место соотношения при ( и —» оо) :

(i) Если р > 2 ufl| = • • • = am > am+1 > ami2 > • • • > ак, k > т > I, то

(ii) Если 2 > р > 1, то

sup Z(t) > u 
te[o,T)

u2
2(72d2

sup Z(J) > и > = exp
»€[0,7] I

201(70]

+ o(l));

i (rd 
и՜1 —=

2 7Г
2*(2 - р)(1՜*)/2

Е(х;(М)’1'/2

где d = 2p/{2-p)
V-p)/2p

Случай p = 2 исследован в работе [28].

Изучение вероятностей больших уклонений процесса Z(t) будем проводить

основываясь на следующем приеме. Рассмотрим обычную норму 

в пространстве /£ = {т = (zi,.... хк) : ||z||p < оо). Из общего вида непрерывного 

линейного функционала на пространстве /J получим

Р ksup Z(l) > и > = Р < sup У(«,т)> и>, 
1(о,Т] J I [0.TJX5 )
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где У(*,я) = £ г»а։Л'»(О - гауссовское поле, заданное на цилиндре [О,?1] х $t

5 = {я 6 IR* : ||r||9 = 1}, р՜1 + <7՜' = 1. Наша цель - преобразовать поле

Y(t,x) и к преобразованному полю применить Теорему 1.2 из [1]. Для простоты

изложения будем считать / — 1, —v Ь (версия Замечания 1.1 из [1] справедлива

и в условиях Теоремы 3.1 из [1]). '

Лемма 3.1. Дисперсия <т2(Сх) = (Т2(<) £ о.г, поля У(Цх) достигает своего 
1=1

максимума а2 б,2 на множестве [0,7 ] х 5 .' 
• • •

(1) при р > 2 в 2т точках (6, у՝+), (6, у1_), » = 1,..., т, где у՝+ =

= (0, ...,0, 1,0, ...,0) (единица на г-том месте), у՝_ = (0,..., 0, — 1,0,..., 0) (-1 на

i-том месте), d = а.] ;

(И) при 2 > р > 1 б 2* точках (6, z), где

z — (^1 ։ •••» ■Zfc ) 1 Zi = ±(ai/d)2^4 2\ d = а2р/{2~р}
^-Р)!2Р

(берутся все возможные 2k комбинации знаков “+" и а 99

Доказательство леммы легко проводится с помощью метода множителей Лагран­

жа аналогично Лемме 1 из [29].

Обозначим через K(t,s) ковариационную функцию процесса Xj(t). Тогда 
, k

ковариационная функция процесса будет иметь вид a2x,Vi. По
' i=l

формуле Лагранжа имеем

- <r(t)<r(s) = (t - s)2[(ff'«,))2 - Е(%;(6))2]

Л.1Я некоторых точек £2, лежащих между I и Отсюда несложно вывести

следующее неравенство :

(3.1)

для некоторого С > 0. Далее, имеем

т(<) = <т + -a"(6)(i - 6)2 + o((t - 6)2), t b. (3.2)

Пусть

Ts = {t 6 [0,T] : <r2-rr2(/)<6),
h

Si = [xfS: ~ Y »?։? < 6}, 6 > ° 
i=l
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и = Тб х объединение непересскающихся (при достаточно малом й)

компактных окрестностей /ц(6, г') точек максимума (6, ?), г = 1,.... /V дисперсии

дсмма 3.2. Имеет место соотношение

Нт Р
и-* ОО

зир У((,г) > и > /Р \ вир У(М) >
[о,т]х$ ( ь6

Доказательство леммы проводится аналогично доказательству Леммы 3.1 из [1].

Принимая во внимание Лемму 3.2, применяя неравенство Бонферрони и

оценивая двойную сумму в нем с помощью Леммы 2.1 из (1], получим

[0,Т]х$

Г 1
= йиР У(4, г) > и > (1 + о(1)). (3.3)

1=1 IММ*՜) I

Перейдем к доказательству Георемы 3.1 и начнем с утверждения (п). Перейдем

к нахождению асимптотики правой части формулы (3.3).

Доказательство Теоремы 3.1(п). Итак, 1 <р <2и У = 2*. Достаточно огра­

ничиться нахождением асимптотики одного слагаемого в сумме (3.3), например.

ДЛЯ ТОЧКИ (6, 2), 2 = (2|

Гб С 5Й точки 2 имеем

= (с//а։)2^2 Ь6(Ь, а) = Т{ х[/й. В окрестности

\ •/?
7 I

следовательно поле У можно локально представить как

к— ։ / \ ։/^
V. а ----- 1 I \ ^7 1 V. (4\

которое определено в окрестности Тб х и б точки (6, г), 2 = 

пространстве точек (/,£), где

(^1,2ь֊1) в ^-мерном

Уб =

малая окрестность точки 2. Применим Георему 1.2 (И) из [1] к полю У1(£,х), 

(11*) € Тб х й6- Дисперсия

ч 2/7՜
Я 1

\ 1 /7

7 I

}

1 = 1
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поля У1(Х,л?) достигает максимума а2(12 в точке (6, г), которая является внутрен

ней точкой множества Т6 х 1/6. Принимая во внимание (3.2), в окрестности точки

(6,7) имеем разложение Тейлора функции <Т1(Ся)

<г։(4, 2) = 6)2 - ^^(5 - ?)Л(2 ֊ ?)т+
Ал Лл\Л

+ о((4 - 6)2 + |2 - ?|2), « — 6, х -> г, (3.4)

где Л = (А,,). ■ г-т■ п֊ - неотрицательно определенная матрица с элементами • •У ® I** •

Для корреляционной функции поля У}(1,х) имеем разложение и(*,£;«, и)

П (*,£;«, г) = 1 - (2а2) 1 Е(Х\(Ь))2(* - л)2 - (2</)՜1 (ж - г)Л(£ - ц)т +

+о((«֊5)24֊|х֊ц|2), х,у-г. (3-5)

Существует такая невырожденная матрица £}, что С}КС}Т ֊ диагональная матри­

ца. Поле У2(/,ж) = У1(Сф£), заданное на множестве Т6 х#՜1^), удовлетворяет 

условиям Теоремы 1.2 (ц) из работы [1] с ск։ = • • • = ак = 2, = ... = @к — 2( 

7 — 2 (см. условия (I) - (III) из [1]). Применяя эту теорему и учитывая (3.4) и 

(3.5), получаем 

= ехр
и՜

2^Р
֊'^=Н

2тг
(С)(1+0(1))и

где
□ 11/2

о
О

В силу неравенства (2.4) из [1] и тождества Н](д) = + д2, д е Щ.1 (см. Лемму

3 из [28)), имеем

НГЧ^) = [1 _(<Т(Т"(6))-1е(х;(6))2]1/2 (1—П(* 1)/2 •

- 2/

л лних двух соотношений и (3.3) получаем требуемое утверждение
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Доказательство Теоремы 3.1(1). Соотношение (3.3) верно и при р > 2. Най­

дем асимптотику одного ела։ аемого из (3.3), а именно, для точки максимума 

(Ь,!/+)| У+ = (Ь0»-«»0) Дисперсии <72(1,х). Поле У(1,х) вновь локально предста­

вимо как поле

заданное в окрестности Т6 х и6 точки (6,6), б = (0,...,0) Е Теперь уже 

дисперсия <т2(^,х) поля удовлетворяет соотношению

гТ1(е,х) = <7(31 4- ^-<7,/(6)(/ - 6)2 ֊ V |х,|? 4-0 ( (I - Ь)2 + V |х,|’ |
4 >=2 \ 1=2 /

при I -> 6, х —* 0 и показа тели равны : 0! = 2, /?2 = ••• = &=$< 2. Разложение 

корреляционной функции Г](*,х;в,в) поля У։(1,х) при £, я -> 6, х, и — б имеет 

вид

х;«,и) = 1 - (2<г2) ’Е(%;(6))2(г - я)2-
к

“ (2а?)՜ ‘ 52 а£ (®1 - V,)2 + о((< - 
1=2

откуда заключаем, что П1 = • • - = ак = 2. Поэтому, можем применить Теорему 

1.2 0у) из [1]. Теорема доказана.

Заметим, что подход к доказательству Теоремы 3.1 применим и в некоторых 

иных аналогичных ситуациях, например, когда процессы Х,(£), » = 1,.... Аг ста­

ционарны, или когда их дисперсии достигают своего максимума на множествах 

ненулевой лебеговой меры.

и. АСИМПТОТИКА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ /£-НОРМЫ

ГАУССОВСКОГО КОНЕЧНОМЕРНОГО ВЕКТОРА

Теорема 4.1. Пусть (X 1,...,Х*) - гауссовский вектор со средним нуль и невы-

Р°^денной ковариационной матрицей В = Пусть г'» -*>2ГП " точки

множества
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где С\։ = / ֊ ((д ֊ 1)<т2) ‘ В </»ад(|гп |2 |3|*|2 ’).

(и) Если 1 < р < 2, то все компоненты векторов я* ненулевые и 

справедлива формула (4-1)-

Доказательство теоремы основано на Теореме 1.2(ii) из [1] и проводится анало­

гично доказательству Теоремы 3.1. Укажем на основные моменты. Имеет место 

равенство
։/р 'j

> и > = Р < sup Y(t) > и > , 
J Ues J

Jt ■ Л ; Ж
где Y(t) = t{Xi - гаус.совское поле, заданное на множестве S, со средним нуль. 

i=l

Лемма 4.1. Пусть дисперсия a2(t) = поля Y(t) достигает своего

максимума ст2 на .S б точке z = (24,Zjt). Тогда координаты вектора z 

удовлетворяют условию 
9 

k к
^bijZ,: = a2!»,!’՜1 sign 2i, i=l,...,k; J2|j,|’=l, (4.2)

>=i .=1

и матрица — С = ((д — Цо՜2)՜1 В |2՜*,|z*|2“?) — / отрицательно

определена.

Доказательство проводится методом множителей Лагранжа.

Палее можно показать, что для поля У(Ц верно неравенство типа (3.3), 

поэтому дост аточно найти асимптотику вероятности Р {эир^ У(Ц > и}, где V С 

С ֊ малая компактная окрестность точки максимума г = лг*). Для

простоты, полагая, что гк > 0 и 1к > 0, при I = (/1։...,и) 6 V, имеем локальное 

представление поля У(Ц :
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гДе Г= (^»•••Л*-1) принадлежит компактной (& — 1)-мерной окрестности

точки 2 = (21,г*֊1). Разложение дисперсии поля У](Г) имеет вид

о-) (?) = а - (2сг) 1 (?֊ 2)Л(?- г)г 4֊ о(|?- г|2), (4.3)I

где Л — (А»>)»,>=1 *-1 “ положительно определенная матрица с элементами

В силу (4.2) можем записать разложение дисперсии Г1(1, в) оГ У։(<) :

г, (Г, 5) - 1 - (2о-2)-։(Г- 3)М(Г- 5)т + о(|7- 5]2) (4-4)

где М = (д — 1 )сг27Г — Л ֊ положительно определенная матрица,

Г = (т.-Д։>=Т7Тр 7и=7? + Ы9 7о=7»7/» 71 = 1^1’ 1 Мп я.-.

Известно (см., например, [30, р. 80]), что найдется такая невырожденная матрица 

У такая, что ЦМ(2Т = / и = diag(^l,^-1), где ..., ^_։ ֊ собственные 
| _ Л*

числа матрицы М~ Г. Гауссовское поле Уз(<) = У1(ф0, I 6 Ф՜ (V) удовлетво­

ряет условиям Теоремы 1.2 (п) из [1] с а, = & = 2, 1 — 1. Применение

этой георемы с учетом (4.3) и (4.4) дает 

где

О = (Уга)՜1/,

Л = (2<т) 1/2 <^(У(д - 1)^10-2Д. 7/2 - 1,...» У(7 ֊ 7/2 - 1).

Несложные вычисления показывают, что

Н}2/а\ОА-') = \/|р֊2| |ае1СГ1/2.

Оценку остаточного члена в (4.1) можно получить на основе метода Лапласа для 

кРатных интегралов (ср. [29]). Теорема доказана.
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В заключение отметим, ч то для диагональной ма!рицы Н 1еорема 4.1 быд^ 

доказана в [29] методом Лапласа, включая случаи 0 < р < 1, р 2. Можно 

доказать, что асимптотика типа (4.1) справедлива и при 0 < р < 1 (подробности 

см. в [31], где найдена асимптотика Р#(иД), и —* оо для гауссовской меры 

Рр в гильбертовом пространстве Н при некоторых ограничениях на множество

A G Н).

ABSTRACT. The article is devoted to applications of the results of [1] in 
the following problems : a) the asymptotics of the limiting distributions 
of Kolmogorov Smirnov statistic, b) the asymptotics of the limiting 
distributions of the maxima of Wiener fields, c) the asymptotics of the 
limiting distributions of maximum of /J norm of vector-valued Gaussian 
stochastic process.
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