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Пусть 11а = {«| 0 < а^« < о < 7г} - угол в комплексной плоскости , а 
Л(£), полиномы от ( Е 1ЯП порядка т. В работе рассматривается
следующая система :

ди(х, t) 
dt

в ИГ X Па,

предполагается бесконечно дифференцируемой по х Е IRn, ана
литичной по t Е По и имеет полиномиальный рост по (z,t). Пусть р(£) 
обозначает число корней Р(£,А) = dct(AÄ(£) — В(£)) 0, принадлежащих
области П^ = {А| ֊ < arg А < |тг —а}. Предполагается, что либо a) detA(£) 
имеет конечное число нулей, либо b) detÄ(^) = 0 и порядок Р(£.А) не 
зависит от В обоих случаях предполагается, что р(£) = const = г за 
исключением, быть может, конечного числа точек. Рассматривается 
граничная задача

где £ Е 1ВП, - матрица размерности г х т. В зависимости от пред
положений Ь) или а) даны некоторые условия на А(£), В(£) и С(£), при 
которых задача (*), (**) либо разрешима для любых /(т), либо для 
ее разрешимости необходимо и достаточно выполнение конечного чи
сла условий ортогональности на /(г). Рассмотрена также однородная 
задача (/ = 0).

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Па = {«| 0 < arg« < а < тг} - угол в комплексной плоскости II, а Д(<), #((),

£ Е ПГ полиномиальные матрицы порядка т с постоянными коэффициентами.

В двугранной области IRn х По рассматривается система вида

Л (i — } = Я (if-} u(x,0. (*Л) 6 ГО" X П
\ дх J dt \ ох /
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где и = (и\,..., ит) 6 М - искомая вектор-функция из класса М. Этот класс 

состоит из функций и(т,,1) Е C°°(IRn х аналитических по t Е 11«, удовле

творяющих оценкам 
%

<е*(1 + |х|)Д1 + |г|)в, J = 0,1; («,4) 6 Г х П„, (2)

где к = ֊ мультииндекс, (։£) = г1*1 g^fg^, < 1*1 = *1 + - + *n,

7, /3 Е R завися!՝ от и. Система (1) была исследована в [1] в предположении, что
• _

det А(0 ф О для любого £ Е IRn. В настоящей работе предполагается, что либо 

del А(() имеет конечное число нулей, либо det А(£) = 0, но в обоих случаях для 

любого фиксированного 4 Е IRn характеристический многочлен

/>«, А) = det(A.4(f) - 0(f)) = 0<,(f)Am + ■ ■ • + атЩ * 0, (3)

что эквивалентно следующему :

m

5Z laj(€)l / 0 для любых £ Е IR" (4)
j=0

Пусть р(£) обозначает число корней /J(^, А), принадлежащих области П* =

= {А| ֊ < arg А < |тг - а}. ’ •

Исследование граничных задач для системы (I) проводится в каждом из 

следующих качественно различных предположений :

a) det А(£) имеет конечное число нулей, а р(£) = const = г, за исключением 

конечного числа точек;

b) det Л(£) = 0, порядок я полинома (3) на зависит от функция р(£) =

= const — г, за исключением конечного числа точек.

Задача А. Найти рещени u Е М системы (1), удовлетворяющее граничному 
/ 

условию

где С(£) полиномиальная матрица размерности г х т с постоянными коэффи

циентами, а /(г) Е М - заданная вектор-функция.

В работе указываются условия тина Лопат инского, при выполнении которых 

Задача А имеет решение для любой у с М в случае Ь). В случае а) для
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разрешимости Задачи А необходимо и достаточно выполнение конечного числа 

условий ортогональности на f(z). Исследуется и однородная (/ = 0) Задача А. 

Задача (1), (5) в случае b) с р(£) = const для всех £ 6 IRn и с Па = = {t \ I >

> 0} была изучена в [4]. •

§1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка вида

=2 - »„(.) =
С/1/

(1.1)

где и Е М - искомая, а / Е М - заданная функции, А ֊ комплексное число. 

Следующая лемма была доказана в [1].

Лемма 1.1. Уравнение (1.1) имеет решение для любых /(£). Если А £ П*, 

то однородное уравнение имеет одно линейно независимое решение, если же 

А Е = П \ П* , то однородное уравнение не имеет нетривиальных решений. 

Рассмотрим теперь систему вида

= в и(1)+ /(։), < е по, (1.2)
С7 С

где А, В - постоянные квадратные матрицы порядка т, а / Е М - заданная 

т֊мерные вектор-функции. Предполагаем также, что (см. (3))

Р(А) = с!е1(АЛ - Я) £ 0. (1.3)

*
Полиномиальную матрицу АА — В представим в виде (см. [2])

АА - В = М(А)£)(А)ЛГ(А), (1.4)

где A'f(A), D(A), 7V(A) полиномиальные матрицы с det Л7(А) = det/V(A) = 1 

и £>(А) = diag(dj(A),dm(A)) ֊ диагональная матрица с элементами d;(A) на 

диагонали. Очевидно, что det(AA —В) = и система (1.2) эквивалентна

следующей, расщепленной

j = 1,..., т, (1.5)

I ДС (tZJj , . . . , Wm ) — W — N ( )li, । • • • > 9m) — M )/•
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Пусть г - число корней характеристического уравнения

ИеЦАА - Я) = О, (1.6)

принадлежащих области П^. Используя (1.5) и Лемму 1.1, легко ус танавливается

следующая

Лемма 1.2. Система (1.2) имеет решение и Е М для V / Е М, а однородная 

система имеет ровно г линейно независимых решений принадлежащих М.

Рассмотрим задачу Коши

д5и^) = и 4 6 По, 
(Н

(1.8)и(0) = а,

где и Е М, а а = (а|,...,ат) - постоянный вектор.

Обозначим через С(р) образ Лапласа и(<) Е М при / Е R*. Пусть I Е Я+, 

а а = 0 в (1.7), (1.8). Применяя преобразование Лапласа к (1.7), получим 

(р А — В)и(р) = 0. Из условия (1.3) и аналитичности и(1) в Па непосредственно 

получается следующая

Лемма 1.3. Решение задачи Коши (1.7), (1.8), если существует, то един

ственно.

Обозначим через А։,...,Ар корни полинома (1.3), а через г։,..., гр их кратно

сти.

Лемма 1.4. Для того, чтобы решение и(1) системы (1.7) имело вид

р
“(«) = 12?4(«)еА*', ։е11о,

* = 1
(1.9)

гс^е т-мерные вектпор-функции с полиномиальными элементами, необхо

димо и достаточно, чтобы начальное значение н(0) удовлетворяло условию

1
(АЛ - Я)՜1 Л (/А и(0) = 0, (1.10)

гс^е единичная матрица порядка т, у замкнутый контур, охватываю

щий только корни Л),..., Ар.
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Доказательство. 1. Необходимость. При I Е R* образ Лапласа (1.9) имеет вид

р г>
^(р) = 1212 

;=1•=]
Яер > О, (111)

где ср - вполне определенные постоянные. Учитывая (1.11) и лемму Жордана, 

прообраз Лапласа и(р) представим следующим образом :

и(0 = / ер'и(р)<1р= [ ер1и(р)(1р, £ > О, I Е Я+. (1.12)

С другой стороны, так как и(<) - решение системы (1.7), то (/(р) = (рЛ- 

-В)_։Ли(0). Следовательно

и(<) = ֊ /(АЛ - Я)-|4ел'<УАи(0), I е Я+. (1.13)
27Г1

Так как обе части в (1.13) аналитичны по < Е Па, то можно заменить на По.

Полагая I = 0 в (1.13}, мы немедленно получим (1-9).

2. Достаточность. Рассмотрим вектор-функцию

»(О = 2тП
(1.14)

с 7, определенной в (1.10). Очевидно, что и(<) удовлетворяет системе (1.7) и 

согласно (1.10) и(0) = и(0), поэтому в силу Леммы 1.3 и(Г) = и(С). Лемма 

доказана.

Следствие 1.1. Задача Коши (1.7), (1.8) разрешима (и(£) Е М) тогда и только

тогда, когда 

(1.15)

где замкнутый контур у содержит те и только те корни многочлена Р(А), 

которые принадлежат области П*.

Доказательство. Предположим, что (1-15) справедливо. Тогда согласно Лемме 

1.4, соответствующее решение и(£) задачи (1.7), (1.8) имеет вид (1.9), т.е. и(1) Е 

Е М. Наоборот, пусть теперь и(<) ЕЛ/- решение задачи (1.7), (1.8). Поступая 

как в Лемме 1.4, представим и(£) в виде

и(0 = и+(0+ «-(<), и±(()= Т / (АЛ - Я)-1 Лел։ </А и(0), 
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где 7՜ определено посредством (1.15), а 7+ - замкнутый контур, охватывающий 

только те корни полинома Р(А) (А,,,..., Х9р), принадлежащие СП^,. Поскольку 

и“(<) Е М, то и+(0 = и(£) — п~(£) также принадлежит Л/. Заметим теперь, что 
ч

каждая компонента и+(£) удовлетворяет дифференциальному уравнению

(^-А'1)'"(^՜ A'’)w(t) = 0’ А‘>есп“’

следовательно, согласно Лемме 1.3, u+(t) = 0. Таким образом, из u(t) = u“(t) 

следует, что н(0) = и~(0), т. е. (1.15) выполнено. Следствие 1.1 доказано. 

Рассмотрим теперь матрицы

Лемма 1.5. Справедливы формулы

rank Р = г, rank Р^ — т — г,

где г - число корней многочлена /3(А), принадлежащих П^,.

Доказательство. Вначале напомним, что число линейно независимых решений 

системы (1-7), принадлежащих классу М, равно г (см. Лемму 1.2). Обозначим 

через и՝1 )(£),.'.., 1?г>(<) соответствующие решения. Имеем

<»(«) = ~ [ (АЛ - й)~'ЛеА| dX u<»(0).
(118)

Согласно Лемме 1.3 векторы г/1 )(0),..., 1/г)(0) линейно независимы. Подставляя

I = 0 в (1.18) , получим

P+u(j)(0) = 0, г.

Отсюда имеем rank Р* < т — г. С другой стороны, если rank = д, то система 

(1.15) имеет т - q линейно независимых решений, которые по формуле (1.13), с 

7՜ вместо 7, определят m-q линейно независимых решений системы (1.7), при

надлежащих классу М. Поэтому m — q < г, т.е. rank > т — г. Таким образом, 

вторая формула в (1.17) доказана. Далее, поскольку rank (£*) — rank (р?) = т, 
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то rank Р > г. Заметим также, что если rank Р = р0, то существуют линей

но независимые векторы такие, что Р а\,..., Р՜ аРо также линейно

независимы. Вектор-функция

2 7ГI -l/leA‘dA а. • • » ро

в силу Леммы 1.3 линейно независима. Очевидно, что иД£) € М и поэтому ро < г.

т. е. rank Р — г. Лемма 1.5 доказана. 
*

Замечание 1.1. Пусть С - прямоугольная матрица размерности г х т такая,

что

(1.20)

Для системы (1.7) рассмотрим граничную задачу

Си(0) = а. (1.21)

Ясно, что условие (1.20) является необходимым и достаточным для существова

ния решения (1.7), (121). Если же условие (1.20) нарушено, то конечное число 

условий вида (а, 6^)) = 0,} = 1,..., р, где М-*) - вполне определенный постоянный 

вектор, гарантируют разрешимость задачи. (1.7), (1.21). Пусть теперь С имеет 

размерность го х т (го < г) и

В этом случае задача (1.7), (1.21) имеет решение для любых а, а однородная 

задача имеет конечное число линейно независимых решений

§2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А, СЛУЧАЙ а)

Предположим, что а) выполнено, и пусть ао(() = det .4(f) / 0 при f 0, 

ао(0) = 0, p(f) = г для любых f / 0. В этом параграфе мы исключаем наличие 

других, отличных от f = 0, точек, в которых p(f) / г, так как эта ситуация 

будет разобрана в §3.

В произвольной точкеf 0 перенумеруем характеристические корни так, чтобы 

A։(f),..., Ar(f) Е П* и Аг+1((),..., Am(f) Е СП;. Используя Следствие А 2.6, из 

теоремы Зайденберга-Тарского |3] легко установить оценки (см. также [1])

|А,(()|<с,|«Г’(1 + |€|)"’. т,<0, (2.1)
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<И51(А>(4),Г»)>сдКГ>(1 + К|)’Л Р1<0, 1 = г+1,...,т, (2.2)

где Го - граница угла П* .

Введем полиномы по А :

Г Т

<жА) = П<А - ма) =А'+Е «К€)а,_< - '
1=1 ]=\

(2.3) т тп-г ՝ '
««, А) = П (А - АД«)) = Хт՜' + Е ’•;(€)Ат-г_< 

>=г+1 ;=1

Из представления

1 г дР^У 
+ + ^°’ <2-4) 

27Г| А-(С)

где замкнутый контур 7~({) содержит только корни А| ({),..., Аг(0, и того 

факта, что множества {А,Аг(£)}, {Аг+1 (£),..., Ат(0) не пересекаются ни 

при каком < # 0 , заключаем, что ду(£) е С°°(1ИП \ {О}). Аналогично г,«) е 

Е С°°(1ВП \ {О}).

Используя теорему о вычетах и неравенство (2.2), из (2.4) получим

дк
<‘*1£1г*(Ч-|£1)։‘, Г* < о. (2.5)

Лемма 2.1. Пусть у(£Л) аналитична по I £ Па и является решением диффе

ренциального уравнения
4

У У«. 0 
дг

У--'у(^Л) 
зг-> — о. £ / 0. (2.6)«6 пв,

Если при I — 0 имеет место оценка

то

в‘у(4,0)
д1> 30 <^*(1 + 1£1Г‘1£1^. (2.7)

д3 дк»(£у1) 
дИ д^к < + |(|)^‘(1 +И|)^‘. (2.8)

Доказательство. Рассмотрим уравнение

<9и(£, <)
֊ А(£)у(£Л) = /«,«). «епо, (2.9)
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где А«) Е П’ удовлетворяет (2.1), и(£,0) - (2.7) а /«,£) (2-8) |*| = 0 и любых 

Функции и(£, £), /(£, £) предполагаются аналитическими по £ Е Па. Единственное 

решение уравнения (2.9) имеет вил

“(С0 = и(4,0)еЛ(О1+ / еА««‘-т>/(С,г)йг, I € П„, (2.10)

где интегрирование берется по отрезку [0, £].

Легко видеть, что и(£, £) из (2.10) удовлетворяет (2.8) при' |к| = 0 и любом

Представляя оператор в (2.6) как произведение операторов первого порядка, 

легко доказать (2.8) и для и(^,4) пРи |£| = 0 и любом Продифференцируем 

(2.6), например, по . Получим 

где /1(С0 удовлетворяет (2.8) при |£| = 0 и любом ;}. Аналогично предыдущему, 

докажем оценку (2.8) для |&| = 1 и любом Продолжая таким образом, получим 

Лемму 2.1.

Пусть 5(П1П) и 5/(1Нп) , соответственно, - пространства основных и обобщенных 

функций Шварца. Включение М С 5'(1КП) очевидно для любых I Е По. Теперь 

рассмотрим и Е М как элемент из 8' и перейдем к преобразованию Фурье в 

системе (1). Получим

л(€)^|^ = В(€)»(€Л). ‘епо> (212)

где н(£, I) = Гг[и(х, £)](£) - образ Фурье и(х, £) Е 5'(1ВП). В силу (2), и(£, £) Е

Е ^г[А7] удовлетворяет оценке

I < й(€, 0,^(4) > I < с||^||р(7)(1 + И/ для любых е 5՛ (213)

где || • ||р(7) - р~ая полунорма 8.

Рассмотрим матрицы функции (см. (1.16))

р-(4) = -Ь/ (АЛ(«)-Н(е))-’Л({)</А,
2” Л֊({)

Р+({) = Ет - Р-({), € # 0,

(2.14)

где замкнутый контур 7 (£) содержит только корни А1 (£),...,АГ(£) Е Пв.



12 А. А. Андрян

Для полинома А) из (2.3) имеем

<Э(€. А,(О) = У«. А) + А)(А ֊ АД«)), } = г+ I,.... т.

к
Используя (2.15), нетрудно преобразовать Р~(£) к виду :

I [ (АА(«)~ В(«))-'Л(«)Р(«,А)
2>п /,_(£) ао(«)О(«, А)(А - Аг+1 (€)) •••(А - Ат(«))

1 [ (АА(«) - В(«))֊՝ А(«)Р(«, А)(<3(«, А) + д.(С А)(А - А,«)))
" 2™ Л-(<) “о(€)<?(С А)(А - Аг+1(«)) • • (А - Ат(«))0«, А,(«))

1 / (АЛ(«) - В(О)֊1 Л(«)Р(«, А)3,(«, А)
2я»<3(4, А,«)) Д-({) <ю(«Ш, А)(А - Аг+2(«)) • • • (А - Ат(«))

1 / а^-Л)
2я։ш({)/,-(() а0(«)<?(«, А)

(215)

(216)

где а(£, А) - матрица, с коэффициентами, удовлетворяющими неравенству (2.1)

и

40 =
гл

•Ж, ад«».. (2.17)

Вычисляя (2.16) по теореме о вычетах в точке А = оо и используя оценки (2.2), 

получаем \Р (£)| < с0|£|гп°( 1 4- |<|)п’.

Аналогичные оценки можно установить для производных Р (4), дифференцируя 

вновь (2.14) по £ и продолжая так же как в случае Р~[£). Получим следующую 

лемму.

Лемма 2.2. Элементы р։;(£) матрицы Р (£) удовлетворяют оценкам

(2.18)

Рассмотрим матрицу-функцию

(АД«)-В(е))-|Л(ОеА<А «/О, «епа. (2.19) 
-со

Очевидно, что любой элемент матрицы удовлетворяет дифференциаль

ному уравнению (2.6). Так как элементы Vх՜(^,0) = Р~(£) удовлетворяют нера

венствам (2.7) (это следует из Леммы 2.2), то на основании Леммы 2.1 получаем

+ + (2-20)дР
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Рассмотрим задачу Коши

и(С.О) = <?(€) (2.21)

для системы (2.12). Здесь д(£) Е S'(IRn \ {О}) и мы ищем й(£Д) Е S'(IRn \{О)), 

удовлетворяющую оценке (2.13) для любого Е S с supp у? С ПТ‘ \ {0}.

Справедлива следующая

Лемма 2.3. Для разрешимости задачи Коши (2.12), (2.21) необходимо и доста- 9
точно, чтобы вектор-функционал <?(£) удовлетворял условию

Р+Ш£) = 0, «/0. (2.22)
/

Любое, решение системы (2.12) задается формулой

*(«.«) = V՜ (С W.o), (2.23)

где !/-(£,/) - матрица из (2.19).

Доказательство. ]. Необходимость. Равенство (2.22) носит локальный харак- «ИВ
тер. Будем считать, что £ Е 14(0) - замкнутая 6-окрестность некоторого / 0. 

Обозначим через образ Лапласа п(£Д) при Е /7+. Если в (2.12) перейти 

к образам Лапласа (I Е 11*) и принять во внимание (2.21), то получим

(р Ä«) ֊ (С р) = Р > 0. (2.24)

Так как а0(£) ± 0 и |АД£)1 < const, то для элементов /„(£,₽) матрицы (рД(О~

— /ДО) 1 имеют место оценки

|/о(«,р)1<с|рГ‘. |р|» 1. (2.25)

где АДО - корень <1е1(рл1(0 - В(£)) = аДОР՞“ + • • • + “-»(()■ Применяя формулу 

обратного преобразования Лапласа, получаем

“(<.*)=“/ ։”'{/(«, Р)<*Р
J'-ioo

для любых £ > о, t Е К+. (2.26)

Пусть е0 > 0 и 6 > 0 такие, что

Не АДО < j - 1,...» г 4- Аг; Нс АДО > €Ot j = r + k+ l,...,m, УДО)-

(2.27)



Выбирая в (2.26) £о/2 < е < £0, принимая во внимание (2.24), (2.25) и на 

основании интегральной теоремы Коши получим

и«.‘) = Л/ (АЛ(С-й({))-'4(С)еЛ1^-9(«). «€И,(«Д (6К+, (2.28) 
27П уг_(€)

где замкнутый контур Г «) содержит только корни А1 (£),..., Ак+Г(£). Заметим

также, что множества {А։(£), .... Аг(£)}, {Аг+։(£), ..., Аг+*(£)} отделены друг *
от друга для всех £ Е Уб(£о) и представим (2.28) в виде 

й(ео = ^1(е<) + «2(ео. (2.29)

где

= (АЛ(4) - В«))-1Л(е)еЛ<^А •»(€). (2.30)

Здесь замкнутый контур 7։՜ (£) содержит только корни А! (£),..., Аг(£) 6 П*, 

а 72՜(О ~ Аг+1(^),..., Аг+к(£) € СП;. Очевидно, что = У”(?ЛМ€) 

и следовательно, аналитически продолжается в область По и в силу (2.20) 

имеет там степенной рост. Поэтому и2^у1) также должна иметь с тепенной рост. 

Представляя иг(£, I) в виде иг(£, I) = Уг(С 2)д(£), заметим, что элементы матрицы 

удовлетворяют дифференциальному уравнению

(֊ - А.+1({)) •■•(֊֊ Аг+*(€)М€,0 = 0 (2.31)О1 01

или в матричной форме

= Ло(Ош> (2.32)С/ V

где и) = (и(С*)> • • •> —а Ао(£) ~ вполне определенная матрица, элементы 

которой принадлежат С°°(|/Д£о)), в силу того, что корни Аг+։(£),..., Аг + к(<) 

отделены от остальных. В работе [1] доказано, что анали тическое в Па решение 

(2.32), имеющее степенной рост, равно тождественно нулю. Таким образом, 

иг(£Т) = 0 и формула (2.23) доказана. Полагая в (2.23) I = 0, получим (2.22).

‘2.Достаточность. Пусть Р+ (£)<?(£) = 0, то есть д(£) = Р“(£)д(£) — У”(€>0)<?(£). 

Ясно, что вектор функционал V՜ (£,^)<?(() “ решение задачи Коши (2.12), (2-21)- 

Лемма 2.3 доказана.
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Рассмотрим систему

л(°)^ = «(ОНО. «еп,,. (2.33)
(У V

Пусть Д1,...,рГ| - корни соответствующего ей характеристического уравнения

такие, что д1։...,рк| Е П; и рк։ + 1, ...,дГ| 6 СП^.

Рассмотрим матрицы

ро = Л [ (W) - B(0))-'4(0)d>, 
Z7TI /-ч,- (2.34)

где замкнутый контур у охватывает только корни ,... ,/х4։. 

Мы накладываем следующие условия :

rank

для любых

Ро+\
<W = т — к\ 4- г.

(2.35)

(2.36)

Рассмотрим алгебраическую систему

^+(4)«;(4) = О, £(«)»,(«) = е>, е, = (0,..., 0,1,0,..., 0), « # 0. (2.37)

Следующая лемма доказана в [1].

Лемма 2.4. Система (2.37) имеет единственное решение в;(£) Е СОО(1К,‘\

\{О}), удовлетворяющее оценке

дк 
дС v>(€) <с*(1 + 1€|)п‘К1т\ (2.38)

Построение решения неоднородной Задачи Л.

В граничном условии (5) вместо /(т) возьмем вектор-функцию Д*/(г), где р > 0 

- целое, а Дг - лапласиан относительно переменных а?],..., хп. Образ Фурье

Задачи А можно представить в виде

и(«,0 = £ HuMOlM«) = £ + °-
,=1 7-1 (2.39)

Выбирая к0 и I/ легко убедиться [1], что прообраз Фурье и({,«) вектор функциона-
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ла и(£, I) есть решение Задачи А с взятой правой частью. Процедурой, описанной 

например, в [1], разрешимость Задачи А сведется к разрешимости следующей 

задачи :
А = в(^)и>+ V ' е Пй,

\ дг' д( дх (2.40)

(2-41)

где Е Л/, Ь} Е /?г - вполне определенные величины.

Решение задачи (2.40), (2.41) будем искать в виде

(2.42)

с неизвестными с}(1) Е М,

Подставляя ш(ж,£) из (2.42) в (2.40), (2.41), для определения сД!) |Д = 2и - | 

получим следующую задачу :

4(0) ^1 = В(0)сД«)+ »,(«). |>| = 2р-1, I € П„, 
■ / Я л

С(О)сДО) = бу, |Д = 2р- 1.

(2-43)

(2.44)

Ре разрешимость обеспечивается условием (2.36). Остальные сД£), |Д < 2р- 

— 1, находятся аналогично. 'Таким образом, неоднородная Задача А разрешима. 

Что касается однородной Задачи Д, то из (2.35) вытекает, что ее решение 

представляется в виде

ц(ж,<)= сД^)а^' (2.45)
Ь1<*'о

с неизвестными су(1) £ М.

Поступая так же как и выше, мы придем к задаче (2.43), (2.44) с аД<) = = 0.

Очевидно, что и(я,£) — 0 при = г (при к} см. (2.33)) и однородная Задача 

А имеет по крайней мере одно нетривиальное решение с с^(1) £ 0, |}| = ^о, при 

к\ > г и ввиду произвольности и о в (2-45) однородная Задача А имеет бесконечно 

много линейно независимых решений. Итак, доказана следующая

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (2.35), (2.36). Тогда

а) Задача А имеет единственное решение для любого / при к] = г,
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Ь) неоднородная Задача А имеет решение для любых /.

с) однородная Задача А имеет бесконечно много линейно независимых

решений при Л, > г.

Нижеследующие примеры показывают важность условия (2.36). В §3 это условие 

мы опустим, при этом разрешимость неоднородной задачи сохранится

1. Рассмотрим систему

а3 \ 
аТ7 ]

О /
ди 
~д1

о 
о (х,о € Ш. X Па,0 < а < тг/2. (2.46)

Имеем, ае1(АД({) - В({)) = А(А£2 4֊ 1). Так как А։ = 0 6 П;, А2 = -X € П' для 

£ / 0, то для системы (2.46) рассматриваем задачу

(2.47)

где С(С) - квадратная матрица порядка г = 2 с 6еСС(£) 0 для < / 0. Пусть

= ^2 - единичная матрица. Очевидно, что Р~(£) = Ег при (^0и 

Р+(£) = Е2 — Р~(£} = 0 при £ 0, т. е. условие (2.35) выполнено. Проверим

условие (2.36). Имеем, с1е€(АЛ(0) — £(0)) = А = 0 6 П’, то есть корень = 1 и 

условие (2.36) не может иметь места, так как т - к\ + г = 3 > 2. Покажем, 

что задача (2.46), (2-47) не всегда разрешима. Пусть / = (0,1), а и(х,1) - 

соответствующее решение. Из условия (2.35) следует, что й(£, I) = 0 для £ 0,

следовательно

'ц(х,^)= У (2-48)

Подставляя и(х,/) из (2.48) в (2.46), (2.47), получим задачу Коши для с/уо(1) с 

No > 1 :
А(0)^и = В(0)с^(1)1 елг.(О) = О.

О1

Отсюда следует, чтсьс/уо(С = 0. Таким образом, и(г, I) — со(^) и получаем задачу

Л(0)^И1 = В(О)со(4), ео(0) = «2 = (°- >)■

Гак как Р+ 0\
1 /

= 0 (см. условие

разрешимости (1.15)) не выполнено.

Р^2то условие0
0
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2. Рассмотрим систему

для которой det(Ay4(£) - 8(f)) = А(-А£՛2 4֊ 1) и, следовательно, Aj = О Е П; и

Аг т֊ € СПд для £ 0. Граничное условие на и возьмем в виде

(2.50)

где О1(С) _ полиномы по £ с постоянными коэффициентами, Я1(£) 0 при ( 0.

Матрицы Р+(£) и Ро+ имеют вид

Условие (2.35) , очевидно, имеет место. Далее, если ai(0) / 0, то условие (2.36) 

также выполнено. Пусть теперь aj(0) = 0, тогда условие (2.36) хотя и нарушено, 

но задача (2.49), (2.50) разрешима для любых f(x). Для этого достаточно 

представить (i^) в виде а} (։^) = ао (*^)» г^е ао(£) # 0 для всех ( и

вместо (2.50) рассмотреть задачу ао (i^) Ui (г, 0) = F(x) с (г^)*° F(x) = /(z), 

для которой условия (2.35), (2.36) выполнены.

§3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А, СЛУЧАЙ Ъ)

Случай Ь) мы разобьем на два существенно отличающихся случая :

1Ь) функция р(£) = const = г для всех £ £ IRn и 2Ь) функция р(£) = const = г 

для всех (^0 и р(0) > г. Отмстим, что полученные выше оценки и естественно 

соответствующие леммы, на которые мы будем ссылаться в этом параграфе, 

имеют приведенный вид и для случая 2Ь). А для случая 1b) в них следует 

исключить множитель |£|ГПк. Единственное, что требует обоснования - формула 

(2.28) при доказательстве Леммы 2.3, так как при det Л(£) = 0 оценка (2 25)

перестает быть верной и принимает вид

1'.,(Ср)1<ФГ’г՞՜'. |р| > 1, Г„ > I, £ G М«о). (3.1)

Ряд Лорана матрицы (р/1({) — /}(£)) 1 в окрестности точки р = оо имеет вид

(рЛ(О-Я(4))-' = /?(р,«) + Y, М&՛ ■ (з2>
; <m — re — 1



Граничные задачи для систем дифференциальных уравнений ... 19

где

Ш=0^/ (АЛ(«)~ Ö(C))-lA->-'dA, J = o,..
J\X\ + = R m - r0 - 1, R > 1.

Так как 4/(С,р) - образ Лапласа, то Птце р-+оо ()(£,р) = 0. Но в силу (2.24) и 

(3.2) это возможно тогда и только тогда, когда

= 0, j = 0, I.

Таким образом

1/(«,р) = (рА(О- ЯЮГ'Д«)?«) =

где элементы матрицы /?(р,<) удовлетворяют оценке (2.25) и, тем самым, форму

ла (2.28) обоснована. Пусть имеет место случай 1Ь) и условие (2.35) выполняется 

для всех £ 6 IRn. Тогда в оценке (2.38) множитель |£|Л1к отсутствует и очевидна

Теорема 3.1. В случае 1Ь), если условие (2.35) выполнено для всех £ £ П1п, то 

однородная Задача А имеет только нулевое решение, а неоднородная Задача А 

разрешима для всех /.

Если же имеет место случай 1Ь, но условие (2.35) нарушено только в точке 

( = 0, то решение неоднородной Задачи А как и в §2 сводим к задаче (2.40), 

(2.41). Частное решение системы (2.40) легко построить, если искать его в виде

U0(M) = 52
I i I <

и для определения с}{1) воспользоваться условием (3) и Леммой 1.2. Поэтому в 

(2.40) правую часть берем равной нулю. Заметим также, что в этом пара! рафе 

условие (2.36) опущено. Но мы покажем ниже, что Задача В, которая подобна 

задаче (2.40), (2.41) слабо разрешима. Рассмотрим следующую задачу.

Задача В. Пусть имеет место случай 1Ь) и выполнено условие

при С # 0. (3.3)
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В классе w Е Л/ найти решение системы

л (i^-) = в (>/-) W, (i.t)eiR-" х по,
\ ох J ot \ ох J (3.4)

удовлетворяющее условию

где р(х) - заданный вектор-многочлен от х Е И1п.

Решение Задачи В. В образах Фурье задача (3.4), (3.5) имеет вид

c(f)w(eo) = p«),

(3.5)

(3.6)

(3-7)

где ш(£,<) 6 5' удовлетворяет оценке (2.13), а р(£) 6 5' сосредоточен в точке 

£ = 0. Заменим р(£) в (3.7) вектор-функционалом ?(£) = (?>(£)..... дг(£)) 6 3'. В

соответствии с (2.39) рассмотрим функционал

Г
*■(«.«) = £>’(£. Ф;(£)9>(£), (3-8)

который регуляризуем по формуле :

Г

< W|(£,O,¥>(£) >= < ?>(£), Г_(£,։)и,(£)^(£) >,
7 = 1

(3-9)

где

*№) =¥>(С ~ «(С 52
li I < «'о

е ^*>(0) 
j! д(_> ՝

> 1> а(£) 6 Со°°(|£| < е), о(£) = 1 при |£| < е/2.

Напомним, что вД£) в (3.8) удовлетворяет (2.38) в силу (3.3). Так как функ- 

ционалы ?j(£) имеют конечный порядок сингулярности, то для некоторого Vo 

функционал u?i(£,£), определенный по формуле (3.9), принадлежит S' и удовле

творяет неравенству (2.13). Очевидно, что W](£,$) - решение задачи (3.6), (3-7) 

для любых £ S} supp у? с HV \ {О}, поэтому имеем

^«)-W'(Ct) =tf(£)w, (£,<)+ У a/t)^)^), 

1> I < ЛГ.
(З.Ю)
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• х

С(С^1(С0) = q(t) + £2 6jÄ0,({), (3.11)
b I <

где 5(£) - функция Дирака, a ay(t) ç М, bj Е /?г определяются по формулам

_ в«)»,(€.<).€').
(_1)1Л (312)

ь> =—f-(cU)'"i(C0)-î((),f ).

1 аким образом, решение задачи (3.6), (3.7) можно представить в виде

w(î,t) = W!«,t)+ £ (3.13)
lj I < N.

где Cj(t) € М произвольны.

Подставляя w(£,t) из (3.13) в (3.6), (3.7), для определения вектор-функций c;(t) 

получим задачу (ср. с задачей (1.7), (1.21))

ôc(t)
>41֊ = Bic(t) 4֊ a(t), Cjc(O) = 6, (3.14)

где A], £?i - постоянные квадратные матрицы такие, что det(A4] - В\ ) 0 ; Ci -

постоянная прямоугольная матрица ; a(f), b вполне определены, с(<) - неизвестная 

I вектор-функция, компоненты которой состоят из всех компонент векторов с} (t). 

I Построив частное решение неоднородной системы (3.14) (это возможно, так как

det(А>41 — В\ ) 0) мы можем считать a(i) = 0. Согласно Замечанию 1.1 конечное

« число условии
I (Mü,) = 0, j=l.......k0, (3.15)
I -v՜ r/vfc ՛ • i ՝ • ՝
I необходимы и достаточны для разрешимости задачи (3.14), где - постоянные 

■ векторы. В силу (3.9), (3.12) условия (3.15) примут вид
Г

I >= о» /=1».«ч^о> (з.1б)
I J=1

■ где wij(^) - вполне определенные функции, на которых функционал 7;(С) опреде- 

|| лен.

I Покажем, что в действительности wij(£) = 0՛ Для этого предположим, что д(£) =

1 = (о,... ,0, *>(€), о.... 0), где 6 S и supp <р С Ш."\{0). Очевидно, что для такого 

Задача В разрешима и поэтому условия (3.16) выполнены и имею։ вид

I / 1P« pi. (« И = 0.
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В силу произвольности <р(£) получаем си/э(£) = 0. Таким образом, условия (3.16) 

всегда выполнены и поэтому задача (3.14) и Задача В разрешимы. Что касается 

однородной Задачи А = 0), то из условия (3.3) следует, что образ Фурье и°((, <) 

ее решения и°(т,£) равен нулю при £ ф 6. Поэтому п°(х,<) имеет вид

(3.17)
Ы<*о

Подставляя и°(х,Г) из (3.17) в (1), (5) и используя неравенство

для случая 1Ь) получим (см. Лемму 1.8 в [1]) следующую теорему.

Теорема 3.2. Пусть выполнено условие (3.3). Тогда неоднородная Задача А 

имеет решение для всех /. При п = 1 однородная Задача А имеет конечное 

число линейно независимых решений, если же п > 2, то - бесконечное число 

линейно независимых решений.

Не вдаваясь в подробности, отметим что случай 2Ь) исследуется тем же методом, 

что 1Ь) при условии (3.3). Сформулируем соответствующий результат.

Георема 3.3. В случае 2Ь) неоднородная Задача А имеет решение для любых 

/, а однородная задача имеет бесконечно много линейно независимых решений 

для любых п.

В заключение рассмотрим следующий пример.

ди] ди2 ди1 д2и2
(г, I) е К X По, 0 < о < 7г/2.

Матрицы /4(£) и В(£) имеют вид

Соответствующее характеристическое уравнение

6е1(АА(£)-£{{)) = А(1 +£2)+ 1 =0

имеет единственный корень А — —(1 + £2) 1 Е П^. Согласно вышеизложенной 

теории стави тся граничная задача

<211/1 (зт, 0) + ^21/2(2:, 0) = /(х), °1 » а2 € Н, / Е М.
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Имеем

Пусть 01^0, тогда

«2
= 2 для всех £ £ R

и условие (2.35) выполняется для всех ( Е R. Поэтому рассмотренная задача 

имеет единственное решение для всех /ЕМ. Если же а1 = 0 и-а-2 = 1, то

= 2 для < # О
<12

с порядком вырождения в точке £ = 0, равным 1. Поэтому однородная задача 

имеет одно линейно независимое решение. Действительно, решением системы

г-^?и1(4,0) + й2«,0) = 0, «*։(€. 0) = О

является единственный вектор-функционал (<5(£),0) с функцией Дирака 6(£). 

Что касается неоднородной задачи, то в качестве частного решения системы 

«(€) = (-£ + «С. О

г-^77’'։ (€) + "2«) = О, 
1 4- с'

^2«) = 1,

возьмем и(£) = (— ^ + , 1). И, если вместо /(г) в граничном условии взять /'(х),

то прообраз Фурье и0(я,£) функционала

У'(€,0(1+еТ‘'”(С)НС)(> + *<>» 1

принадлежит М и является решением этой задачи. Здесь V (С. О " матрица, 
& V

определенная условием (2.19). Пусть Е М удовлетворяет уравнению — и0.

Подставляя и0 в систему и граничное условие, получим

д (ду0 (. д \
#1 дх 7 \ дх /

ду0
дх

— У02(^> 0) = /'(г), Уо = (»01, »ог) 
ох

или, интегрируя

го2(г։ 0) = /(х) + 6,
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d(t) и 6 вполне определены. Остается решить задачу

WiÇx, 0) = Ьо.

Если w(x,l) искать в виде w(x,t) = 4- ci(t), то легко построить решение
%

этой задачи

wi(z, t) = 60ze-t, w2(z,t) = Ьое՜'

ABSTRACT. Let Ho = {/| 0 < argt < a < 7r} be an angle in the complex 
plane and let A(£), £?(£) be polynomials in £ € IRn of order m. We consider 
the following system

/ (9 \ du(x,t)
A\dx) dt = В u(x,t\ in IRn x Па,

where u(z,Z) is assumed to be infinitely differentiable in' x E IRn, analytic 
in t E nQ and having polynomial growth in (xtt). Let p(£) denote the 
number of roots of characteristic polynomial P(f, A) = det(AA(£) — B(£)) 0
which belongs to II* = {A| ֊ < arg A < -tt — a). We assume that either a) 
det/l(£) vanishes in a finite number of points or b) det A(£) = 0 and the 
order of P(£,A) in A does not depend on In both cases we assume that 
p(€) = const = r with possible exception of a finite number of points. 
Consider the boundary value problem

with polynomial in £ £ IRn matrix C(£) of dimension r x m. Depending 
on hypothesis b) or a) we give some conditions on A(£), B(£) and C(£) 
under which the problem (*), (**) either becomes solvable for any /(z) or 
for its solvability a finite number of conditions of orthogonality on /(z) is 
necessary and sufficient. The homogeneous problem (f = 0) is treated as 
well. .

ЛИТЕРАТУРА

1. А. А. Андрян, Общая граничная задача в двугранной области для систем 
уравнений в частных производных”, Изв. АН Армении, Математика, т. 28, 
Я°2, стр. 3-22,1993.

2. Ф.՝Р. Гантмахер, Теория Матриц, М., Наука, 1988.
3. Л. Херемандер, Анализ Линейных Дифференциальных Операторов с Частны

ми Производными, т. 2, М., Мир, 1986.
4. N. E. Tovmasian, Boundary Value Problems for Partial Differential Equations and 

Applications in Electrodynamics, World Scientific Publishing, Singapore, 1993.

8 Декабря 1992 Армянский государственный 
инженерный университет


