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Пусть w(i) - весовая функция, определенная на лучах Lp — {z: |arg z| = 
= -$֊,p > I}, a WA) “ пространство непрерывных на Lp функций, 
удовлетворяющих условию —* 0 при |1| —» сю, t Е Lp- Нормой
элемента f Е CW(LP) назовем число ||/|| = sup w՜1 (f) |/(/)|. Пусть Pw(Lfi) 

означает замыкание системы полиномов в CW(LP), a - множество 
целых функций порядка р и минимального типа, принадлежащих 
CW(LP). Для весовой функции w(t) = ехр{а |f|a}, О < а < р(2р — 
Lpta > 0 в работе доказано, что Pw(Lp) — C^(LP).

Для данного числа р > 1 обозначим через Д(р) и А‘(р) взаимно дополнительные 

угловые области :

Д(р) = {г:
ip'

Общую границу этих областей обозначим через />л. Пусть на Ър определена 

измеримая функция W(0 > 1 такая, что

tnW '(f) —* U при |/| —» +оо, t Е п = 0, 1,.... U)

Обозначим через CW(LP) пространство непрерывных на Lp функций, удовлетво' 

ряющих условию /(t) IV՜1 (t) — 0 при |t| — фею, t Е LP.

Норму элемента f Е ('W(LP) определим по формуле

11/11= sup 1/(01 ^“‘(0.
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Обозначим через (7“(IR) множество целых функций нулевой степени, входящцх 

в CW(IR). Имеет место

Теорема D. ([4]). Пусть PW(IR) / CW(IR). Тогда PW(TR.) С Q(IR).

Обозначим через множество целых функций пулевой степени, для которцх 
А

||(/ ֊ ։)-|/(011 < 1. а и'1(г) = зир{|/(г)|: / б X,}-

Теорема Е ([5]). (Ри, (ПЧ) = С;(Б1)) <=> (Й^) = И', (2), 1т г # 0).

Примером несовой функции, для которой W(z) = VV, (2), может служить весоьая 

функция типа Бернштейна. А, именно, справедлива

Теорема F ([6]). Пусть W(i) - целая четная функция с неотрицательными 

коэффициентами

ОО
IV(t) = ]T«U2‘, ио > 1, «4 >0, t = 1,2.....

о

и пусть /(IV, 1. Л1) < оо. Тогда Ри\11Х) = С*(П1).

При доказательстве этой теоремы применяется следующее свойство : функцию 
п

Бернштейна И’(/) и полином р2П(2) = М0Ж|<° представить как :
о

IV' (z) — си(г) и>(г) (if(/.) = Hz)|2,zeD<),

7'2п(г) = Уп(г)У„(г) (pan(t) - IQn(t)|2.1 С П<).

соответственно, где все нули функций о-'(г) и Qn(z) расположены в нижней 

полуплоскости. Поэтому трудно рассчитывать на обобщение этой теоремы для 

случая аппроксимации в комплексной плоскости.

Если W(/) нормально возрастающая функция, то с помощью 'Георемы F легко 

доказывается, что если /(IV, 1, III) < +оо, то для любого £ > 0 и любой функции 

/ G С" (1R) существует p(t) такой, ч то ||(Г2 + 1) 1 (/(£) - р(0)|| < €.

В работе [7] В Левинсон и П. П. Мак Кин рассмотрели аппроксимацию 
* • ! * . •

в квадратичной метрике и получили аналогичный результат без множителя 

(/? + I)՜1. В специальном случае, когда V-V(t) — exp (2|1|^2) в той же работе 

[7] был доказано следующее утверждение : замыкание множества полиномов Р 

средне квадратичной метрике сонпадает с. множестпом целых функций нул^011

степени.
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В настоящей заметке мы также приводим независимое от Теоремы F доказа­

тельство совпадения /JW(1R) = б-,’(Kl) для весовых функций более общего вида : 

И'(/) ~ ехР(дН*)>  о < а < 1, а > 0. Ilani метод позволяет чакже описать за­

мыкание ! w(Lp)> ко>да О <С о < р < р. Эго дости! астся с помощью применения 

теоремы М. М. Джрбашяна.

Теорема 1. Пусть W(t) - схр (а |(|“), при а > 0,0 < а < 1. Того a f>w(Ul) =

= C"(lR).

Доказательство. Пусть f е С’’(п»). Рассмотрим функцию

lin г > 0.

Имеем

= 1/(*)1  <-хр (-а |г|°) < с, х е ш,

и так как
In тах(ю<|Г |F(re‘ÿ)| 

Inn -------- =—=-------------- < 0,
Г —ОО Г

то по принципу Фрагмена-Линделефа имеем |F(i)| < С, 1m 2 > О или

(»)

Аналогичная опенка верна в нижней полуплоскости :

И')

Таким образом, можем написать, что |/(*)|  < С ехр (а|г|°),а = л ясс ~2,г € 

ЕС. По теореме М. М. Джрбашяна (см. [8], стр. 325) функция /(г) допускае! 

представление

/(։) = -!-;/՛ Еа(г(,-,1)даМИС, г бС.а = амс Кхс'1“, (5)
2**  У|(|=я 1

,де /,;ф; я) функция Миттаг Лефлера, а ^.д(С) ’ обобщенное преобразование 

^°рсля функции /(г) (см. [8], стр. 323). 9
Пусть теперь 'У произвольный линейный функционал, удовле 1 воряюший у< л<»- 

ищи — о |4«։ асимптотических свойств функции /£и(*>1)  следует, чю

1) е б?ш(Ш.) при 1(1 < а1/и (см. [8], стр. 134).
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Следуя Б. Я. Левину рассмотрим функцию • ։< • 4

/
+оо • Hj • < ՛ • ’

£o(ut; 1) ехр(—а |t|“) (6)
•ОО 

• ՛ | * • • г 4 41* • ’ ж •* • 1 * * * •

• ( * J I
Если же -7г < arg7 < 0, то -7г < arg(7/) < 0 и согласно (4') имеем

которая, согласно сказанному, •'оломорфна в круге |и| < a1//Q. 
9 •

Имеем ՝ ՝ к •1 (, » . г’ • ’

^")(0) = С„ Z[* n] = о, 

поэтому <р(и) = 0 и следовательно

• Z[£o(ut; 1)] = О, |и|<а՛/“. (7)

Из (5) имеем
/(70 = ^-/ £а(К7; l)ffa,l(C)dC (8)

2ffl •'1С|=Я

Ясно, что если |-у| < (cos то /(7t) Е CW(IR).

Пусть t € (0, +оо). Если 0 < у? = arg 7 < т, то 0 < = arg (7/) < ir и согласно (4)
» I 3 z г *•՛։> ՛ ’ ■• 1

можем написать, что

I .. . , ( 7Г О
1/(701 < û ехр я sec — cos

1/(701 < Сехр a sec
7га cos [а(^ + ֊)) |7|ü |Z|“) .

Пусть теперь 0 < 6 < 1 - произвольное число, a i/q = ь*о(^)  выбрано так, ч'го

та /
sec — cos û(i/q±

Тогда из (4") и (4"') вытекает, что для всех уу удовлетворяющих (7) < 6, 

|arg7| < //о существует число с(й) > О такое, что

1/(701 < с exp ((а - f) |t|°), t Е (0, +оо).

Такая же оценка верпа и при t Е (-оо,0).

Для таких 7 существует и аналитична функция 
Z

*(7)=/՝(/(7t)] = / e-l'l“ /(7t) d<z(i).
“ОО »



67О полноте многочленов в пространстве целых функций

В окрестности |-у| < (соя /о точки 7 = 0 имеем

Следовательно, на основании (7) получаем, что Ф(7) = 0 в окрестности нуля

Отсюда следует, чю ^(7) _ 0 при |7| < 6, |arg7| < р0. В частности, имеем

= 0, 7 < Æ, и так как 6 < 1 ֊ произвольное число, то Ф(7) = = О, 

0<7 < 1-

Таким образом, получаем, что /(-у*)  е Р«,(т)/ е С”(В1) и для произвольной 

функции / Е С^(1Я) и любого значения 0 < 7 < 1.

Покажем теперь, что / Е Рц,(1Л).

Для данного £ > 0 возьмем А > 0 настолько большим, чтобы

1/(01 exP(-“IO < €, 1/(701 ехр(-аЦГ) < б, 0 < 7 < 1 Id > Л, t G Ар.

Выберем 0 < 7о < 1 так, чтобы

max 
1<1<л

1/(0 ֊ /<7оО1 < е.

Гак как /(7о0 Е /’w (ПЪ), то существует р(0 такой, что ||/(7о0 ~р(01| < £• Палее

имеем 
в

11/(0 ֊ р(0Н < 11/(0 ֊ /(70о 11 + Н/Ы) - р(011 <
max \f(l) - /(7001 exp (-a|i|°) -I- max |/(0 - /(?О0| exp (-а|*Г)  + г < 4e.|t|</i |<|>4

Теорема доказана.

Рассмот рим теперь весовую аппроксимацию на полуоси = (0,-гоо). Классы 
_

Си Put, AAw и функция W(z) определяются аналогично.

Если весовая функция нормально возрастающая, то справедлива (см. [3])

Теорема АР PW(IR + ) = Сш(ШЛ) <=> /(TV, |, ПТ+) = оо.

В общем случае имеет место (см. [G])

Теорема В1։ РШ(В<+) = C^IlV) <=> /(IV, |, ДС) = 00.

Обозначим через С,;(1П+) множество целых функций половинною порядка и

Минимального типа, принадлежащих Cw(IFl+). Справедлива
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Теорема С]. Пусть PW(1R+) C\,(1R +). Т огда /ц,(1В? ) С С^(П1+).
9

Следующая теорема является аналогом Георемы Е.

Теорема 2. Пусть W(l) - целая функция с неотрицательным и коэффициент^

ми Тейлора, т. е.

IV(t) = Ou >1,<U> о, *=1,2,..,

для которой /(IV, |,Ш + ) < оо. TozdaPw(в<д = с;(п*+).
• * J ՝' ’ ' "М

Доказательство. Теоремы А] и В) обеспечивают включение Pw(ВО) с 
• I

С С^ДИ!4՜). Докажем обратное включение, т. е. докажем, что любую функ-
* S

цию f Е C*,(IR +) можно приблизи ть полиномами. Рассмотрим функцию 
. • . J W I *- V • 4 ж ri • J. 1 ’С I i 1՛ *1  Н Л wОО

ИД<) = 1Г(։2) = £О։1«. 
.... и

Пусть /(£) - произвольная целая функция порядка | и минимального типа из 

множества С*..  Положим /](t) = /(/2). Заметим, что /i(t) - полая, четная 

Функция первого порядка и минимального типа и принадлежит прострат iну 

Cw։(IR). Следовательно, по Теореме Е ее можно приблизить полиномами, т. е.

для любого € > 0 существует р(/) такой, что

I/i(Q-p(OI г.
ИДО

Переписав это неравенство в виде

1Л(-0-р(
ИД-0 I Е 1R

и учитывая четность функций /| и ։/)|,

■ 1/1(0-р(-01
՛ ■ • ՛ - iv, (t)

получим

I Е 1R.

Из (4-) и (-) следует, что

1/1(0֊ Др(О^р(֊О)| 
ИД!) tf го,

i е в։

т. с. функцию /։(!) можно приблизить четными полиномами

!/,(t)-Qt/2)!
. ■ ИД<)

а

t G ПТ
* а > f В Л» ' <
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Слодователыю, вспомнив определения функций /։ и 1У1։ получим

l/(i2)֊Q(H|
• W(t2) < г, t G IR

Таким образом
1/(0 - 0(01 

iv(n с е t Е Л<+.

Теорема доказана.

Приведем аналог Теоремы 1 на полуоси.

Теорема 3. Пусть W(t) = ехр(а|1|°), 0 < а < |. Тогда Pw(lR+).= Q(IR+).

Доказательство. Достаточно доказать, что произвольную функцию f Е 

е С‘(Л1՜*՜)  можно аппроксимировать полиномами. Пусть / 6 С’(Л1+). Рассмо­

трим функцию

F(z) = /(г)ехр (-sec атг е“‘°’г za).

Очевидно, что /’’(■г) голоморфна в области 67 =С\ Д<+ и удовлетворяет условиям

In sup |F(re։*)|  
O<0<2*lini 1/2

Нт |F(z)| < С.

Следовательно, по принципу Фрагмсна Линдслсфа

|F(z)| < С. i СС\ Л1+.

Принимая во внимание, что /(г) ~ полая функция из б. ,Р(1К + ), получаем

|/(г с’*)|  < Ссхр (nsec (ал՜) cos(a(0 - л՜) га), 0 < 0 < 2тг.

Отсюда следует, чти /(г) целая»функция порядка а и конечного типа а

“ а кес(атг). Следовательно, по теореме М. М. Джрбашяна /(г) допускает пред-

ставленис

/(*)  = -!_ / .«)</<, *6С,  «г = а ։ес(яа), 11>а‘/а. (5'
/|<|=я

аналогичное предс тавлению (5). Дальнейшая часть доказательства незначи гель

*10 обличается от докалатсльстпа Теоремы 1։ поэюму мы е< .и.
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Рассмотрим теперь случай р > 1. Пусть IV(t) = ехР(а|Пя)» t Е Lp, а > q

Обозначим через C^,(LP) множество целых функций / Е Cw(Lp) порядка р

минимального типа, удовлетворяющих условиям

!/(*)!  < Л ехр {с|*Н  , * € А(^),

!/(*)!  < Л ехр {е , г е А‘(р).

Теорема 4. Пусть IV(/) = cxp(aj£|°), I 6 < о < р С р. I о?()q

Доказательство. Включение Pu\Lp) С следует из сходимости инте­

грала /(И',р*,  Lp). Докажем обратное включение. Пусть J Е ^ü(^p). Применяя

принцип Фрагмент-Линдслефа, получим

а see

cos(atf) re” С Д(р),

|/(г е’в)| < С’ехр cos(q( ж - 0)) Г

Отсюда следует, что целая функция /(z) имеет рост a see и
как в предыдущей теореме, получим

/(*)  = ֊/ £«(։<;i)sa.i(C)rfC, «6С, (ц

Далее, если Z произвольный линейный функционал такой, что J՝[P‘] = 0,п- 
= 0,1,..., то ' ЛзЯл *

1)] — 0, |и| < а}^п.

Из (II) следуе 1, что

Если Ivl < J , to f(yl) E CW(LP) Используя оценки

(12)

(9) и (10)

покажем., что f(yt) Q СЧ.(ЬР) дли более широкого множества 7. С этой целью 

заметим, чю если argi - и 0 < р ֊ arg 7 < то в силу оценки (10) 7/ Е А*(р),
имеем

< С’exp ( и вес ТО

27
С<‘։Я(о(тг - (13)

а sei:
2р- <■<«(<>(—-^))|7р |(|

1>
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Пусть 0 < А < I - произвольное числа. Число р| > О выбс|им так, чтобы при 

1< < И ВЫПОЛНЯЛОСЬ неравенство

СО8 ( ^7 ~ ) НГ < ։•
*Р \2Р /

Тогда существует £։(é) > 0 такое, что для всех 7, удовлетворяющих условию

|7| <6, 0 < arg 7 < рь из (13) получим, что

/(7/)exp(-֊(^fl)|l|“)-U, Ul —՛ + ОО, arg/ =
2/

(14)

Пусть теперь arg/ = — тогда 7t € ^(р) »ри 0 < arg7 < у., а следовательно, в

силу (9), имеем

1/(701 =

Число р2 > 0 выберем так, чтобы при U < р < и?

Тогда ич (14') получим, что при 0 < arg7 < р2, (7I < 1

/(7 0 exp (-(а - £2)U|“) — О, |/| -» +00, arg/ = ֊7֊. 
*Р

Повторяя вышеприведенные рассуждения для |у| < b, arg 7 < 0 заключаем что 

для произвольного 0 < Ь < 1 существует число г.(6) > 0 такое, что для в<сх 7. 

удовлетворяющих условию |arg у| < Ру, |у| < имеет место равенство

[/(7 I) exp (-(u - ï)|t|“)J = О

Э1о означает, что

/(?<)€ Си(Г,), |лг«7| < izn(*)

И что функция Ф(7) = *̂[/(7  <)] аналитична для таких 7.

Доказательство завершае гея как в 1'сореме I.

Рассмотрим теперь случай о = р‘- Имеем

(/(IV,/./,,) = 4֊-ю),
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Л <+°°'' (/(^,р.Др)<+оо). (16)
1 “Г |£| 

» , . • .՛ • •

Из (16) следует, что Ри\Ьр) / С^Ьр). Обозначим через С1“ (/>,) множество функ­

ций / е Си;(Лр), голоморфных в Д(р), непрерывных в֊Д(р) и удовлетворяющих 

условию< < •
|/(г)| < Сехр{е|гГ} * е Д(р). (17)

В работе [5] доказано, ч то Pw(Lp) С C^(LP). Справедлива следующая

Теорема 5. Пусть IV(t) = exp (а |1|°), о = р*  < р, IE Lp. Тогда PW(LP) =

Доказательство. Пусть 7՜ - произвольный линейный функционал такой, что
I — 9

7"[1П] = 0, п = 0, 1,.... Тогда из (15) следует, что (см. [5])

(18)

Из следующего представления ядра Коти ( см. [8])
• V •

ехр (1/ттг)-------  = / ехр ( — ( — z)Q г) Еа(—/г) гм~1 dr,
2 -t Jo

t Е Lp, zE^(p)

и из (18) мы получим, что

7՜[Ео(-и<;р)] = 0, и > 0. (19)

Равенство (19) означает, что для некоторой функции ограниченной вариации 

гг(<), г С Ьр имееч место тождество

Ь՝о(-н i; р) ехр ( — а С) da(l) = 0, и > 0. (20)

Обозначим -t = г, a(t) = сг( —т) = од(т), т £ La и перепишем (20) в виде

В работе [9] доказано, что из (21) следует равенство

(22)
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для любой функции /, голоморфной В △ ’(о), непрерывной в замкнутом угле
Д’(о) и удовлетвори кипой условию

где - ехр (и(г) + । и(г)), а п(г) гармоническая в △*(«)  функция с гра­

ничными значениями а |т| , и(з) ~ сопряженная с и(г) гармоническая функция. 

Легко видеть, что и(г) имеет вид

Пусть теперь / Е С,*  (Ьр). Применяя принцип Фрагмена Линлслефа, полу­

чим неравенство

2/>
атг

(25)

Рассмотрим функцию /•'(г) = /(-«г). Она определена и голоморфна в Д'(а) ֊

= Д‘(р')։ непрерывна в Д*(о) и согласно (25)

Следовательно, /•’(г) удовлетворяет условиям (23). 1аким образом

(27)

Переходя к переменной I = -г и учитывая обозначения <п(т) ֊ а(0, Нт) - /О,

равенство (27) перепишем в виде

или

>՝[/(')) = о для произвольного / € Си,(Ьр

Следовательно, / Е Рц,. Теорема доказана.
Г А Акопяну за полезное обсу- 

Аптор выражает искреннюю благодар

ждепие.
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ABSTRACT. Let w(t) be a weight function defined on Lp = {z: |argZ| = 
— , p > 1} and let Cw(Lp) bo the class of continuous functions on [Jp 
satisfying the condition w-1(t)/(t) —> 0 as |/| —♦ oo, t G Lp. For / 6 CW(LO\ 
we define ||/|| = sup w՜1 (t) |/(t)|. Let Pw^Lp} denote the closure in CW(L.)

I •

of the polynomials and let C’’(/>p) denote the set of entire functions of

, t € Lpy ci > 0 the*  paper proves that
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