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В работе найдена полная характеристика роста субгармонических в 
верхней полуплоскости функций, имеющих там неотрицательные гар
монические мажоранты. Этот результат в специальном случае содер
жит факторизацию Неванлинны в полуплоскости. Доказаны также 
модификации теоремы единственности Неванлинны и теоремы типа 
Фрагмена-Линделефа, принадлежащей М. Хейнсу и Л. Альфорсу, в 
которых общепринятое условие

lirnsup u(z) < 0, —оо < t < +оо 
։—»t, Im j>0

заменено условием менее ограничительным. Использованные методы 
дают возможность установить также теорему о весовых классах Нр в 
полуплоскости.

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1. Как хорошо известно, результат Неванлинны о факторизации класса Д' 

мсроморфных функций ограниченного вида в единичном круге [1] (см. также 

[2], гл. VII) приводи'! к следующему полному описанию роста функций м(г), 

субгармонических в |z| < 1 и имеющих там неотрицательные гармонические 

мажоранты :

/•2”
sup / и՝*՜(гt,lb= lirninf / u+(re'e)d0 < 4֊oo (1-0

0<r<l Jo r-• i — о j(J

(здесь и всюду ниже полагаем riiax{u,O}, u = u+ — u). В отличие от этом 

задача нахождения естественного полного описания роста функций такого же
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типа в полуплоскости ретена лишь частично, ибо пара условий

Кт >пГ — /
Я-*+ОО Уд

— ОО

(1.2)

(1.3)

возникающих из неванлинновской факторизации в верхней полуплоскости 

(;(+) = {г : 1т х > 0} [3], задает полное описание роста таких функций лишь в 

том частном случае, когда они субгармоничны в = {2 : 1т х > 0} (см. 

также [4], п.п. 6.3-6.5, где и(г) в некотором смысле может быть непрерывно 

продолжена на вещественную ось).

2. Основными результатами статьи являются нижеследующие три теоре

мы, которые в частности содержат полное описание роста всего класса функций, 

субгармонических в и имеющих там неотрицательные гармонические ма

жоранты. Кроме того, эти теоремы содержат усиления теоремы единственности 

Нсванлинны ([2], гл. III, п. 38), а также теоремы типа Фрагмена-Линделсфа, 

установленной М. Хейнсом и Л. Альфорсом [5], где общепринятое условие

Ктзир и(г) < 0, 
х—»4, 1т х>0

-оо < < < 4-оо (1.4)

заменено условием менее ограничительным. С другой стороны, основные резуль

таты данной статьи являются усилениями результатов [6] и [7].

Теорема 1. Пусть 5(9) - класс субгармонических в функций и(г) -оо,

удовлетворяющих условиям (1.2) а

Кт тГ Кт тГ 
Я—«+оо у—»4-0

и*(х 4- < 4-оо, (1.5)

где П(х) - непрерывная функция, такая, что 9(х) > С(1 4՜ х ) (—ос < х < 

+оо) при некоторой постоянной С > 0. Тогда :

1°. 5(9) совпадает с множеством функций, представимых в виде

^(0

б(+)

<^а/(С) 4՜ ^у 4*
У
7Г
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где |/(() - неотрицательная Борслсьская мера такая, что

. : . • Ц < +°°' : (1-7)

а(+)

Л ֊ вещественное число, а р(1) - -функция, представимая в виде разности 
*•• • I ♦ ж

/х(/) = я+(0 - А*-(0 двух неубывающих функций, таких что

Г+°° [+°° dii.lt) .
/ П(1)<1/.+ («) <+оо, / . , ,-2- < -ЮО. (18)

1 7-00 3-00 * Т՜ 1 •

2°..Если представление (1.6)- (1.8) имеет место, то функции р±(<) могут 

быть най-дсны из соотношений 4

При таком выборе Д±(0

и

гп

- непрерывной в [а, 6]. Кроме того

(1.10)

(1.11)

для любой функции д(х)

Нги

(1.12)0(я) (1р+(х),

(1.13)

111II

и справедливо соотношение

— ОО

и

Зг°. Если справедливо представление (1.6) - (1-8), то

тг н—

лК ... I

I и±(/£с'в) ят 0(10, 
о

Лат в = Птзир R՜1 я!п 0 = Нтяир [I 1»Л(/^с։в) 
/4—* + оо
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и для любого в С (О, Я-),, кроме, 6ыть>может, множества нулевой внешней

емкости ’ •’,* г 11 I *. < ' с I. ՛ ։ 11

А±з։п(? = Нт /Г^^Ле" 
1 Л—• +о$— Л •<

(1.17)

Замечание 1. Как хорошо известно, класс функций, субгармонических в 67^+) 

и имеющих там неотрицательные гармонические мажоранты, совпадает с мно

жеством функций, представимых в виде (1.6) - (1.8), где Ю(я) = (1 + я2)՜1, т.е. 

этот класс совпадает с 5(( 1 4-ж2)՜ 1). Гем самым, пара условий (1.2) и (1.5) пред

ставляет из себя полное описание роста таких функций, если П(х) = (1 4-х2)՜1. 

Кроме того, очевидно, что если н(х) субгармонична в то условие (15) с 

^(х) = (14- а?2)”1 эквиваленты ограничению на вещественной оси (1.3). Далее, 

необходимо отметить, что соотношения (1.5) (1.7) хороню известны даже в

наиболее общем случае когда ^(х) = (14՜ г2)՜1 (эти соотношения верны для К, 

и А՜, поскольку и(г) и и1 (г) имеют ту же наименьшую неотрицательную 

гармоническую мажоранту).

Замечание 2. Используя результаты Е. Д. Соломснцева [8], .можно убедиться в 
1 ֊■

том, что подмножество функций 5(1) (0(х) = 1), для которых А < 0, совпадает

с классом субгармонических в функций удовлетворяющих условию

/+-ОМ 
(я 4- ։у) йх < 4֊оо. (11$)

' • . • • •
Теорема 2. Пусть ц(з) субгармонична в + \ и пусть существует последов а-

телъность Пц 1 -Ьоо такая, что при любом п > 1
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Замечание. Эта теорема является усилениек теоремы • диь :т jchhoct и Неиац 

линны, гак как рассмотренные им условия (1.1) и

liminf/? ’М(Я) =-оо (Af(R) = sup и(Яе")) 
Я—+ оо ' O<0<ir

более ограничительны, чем условия (1.19) - (1.20).
ч • » .՛ ,», .-.т«, ,.«• ■ • ՝ . ’•• ՛ .......................- ■f ՛* »’ •

Теорема 3. Пусть u(z) субгармонична в и

• * > • 1 л • •
liminf / u+(z + it/) Jz = 0
P- + 0 J-H 1.21)

при любом R > 0. Тогда :

lim
/г-+оо

R-՝M(Jl)= lim /г՜1

2 ... 1
= — lim — 

7Г К—+ оо Л

[Л/ (Л)]

(1 -22)

Кроме того, если с* = snplm z>0(/hi z)~‘u(z), то

о+ = sup (/ш 2) ՝U+(2) = ^. 
irn 2>()

(1.23)

2°. Если 3 — о՜*՜ < 4-00, то для К* — верны соотношения (1.15) -

(1.17). ' • ’

3 • А . 1 < «. г՜. г» •

Замечание. Эта теорема являегся усилением теоремы типа ‘Ррагмена - Линде- 

лефа, ус։ ановленпой М. Хейнсом и Л. Альфорсом [5], так как с использованием 

условия (1.4), более о։ раничительного, чем (1.20), они, ио существу, доказали те 

же самые утверждения.

о. I ехника, использованная для доказательства Теоремы 1, применима также 

для установления теоремы, относящейся к некоторым весовым классам Нр в 

+ \ Вводя класс //p(Q(z) Jz) (0 < р < Too) как множество тех функций /(^)< 

аналитических в для которых
; ‘ . •■ “ ՝ < • 1 <

lim inf
/<— 4-00

I

iminf lim inf / |/(։ + iv)|4i(z) dr. < +oo,
4֊ос у—»fO I u 71 ' 7* /т
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легко видеть, что по Теореме 1, //р((1 + г2)“14г) очевидно совпадает с множе

ством тех функций /(г) аналитических в (7( + ), для кочорых ,/(з)|₽, имеет гармо

ническую мажоранту в (?( + ), т.е. этот класс совпадает с конформным переводом 

р (>’(+) класса Нр Харди для круга. Кроме того, в силу Замечания 2 к Теореме 1, 

совпадает с классом Пр, введенным Хиллс и Тамаркиным посредством 

наложения условия (1.18), где и(г) = |/(г)|р. В обшем случае верна следующая

2 частности

Теорема 4. Пусть 0 < р < Тоо и Щх) “ измеримая функция такая, что почти 

всюду £1(х) > (7(1 4-т2)՜1 с некоторой постоянной С > 0, и ограниченная почти 

асюду в ( — R, R) при любом R > 0. Тогда :

1°. Класс Я₽(П(г)^х) совпадает с подмножеством тех функций из кон

формного отображения класса Харди, для которых /(х) £ Лр(О(т)^х).

2°. Замена условия (1.24) условием

Пт 1пГ — 
R - +оо R

1 1о^ |/(Яе'*)|81п^ = 0 
о

(1.26)

нс меняет класса Нр(Щх)(1х). Кроме того, если /(г) € Нр(<Л(х) (1х), то

1#

/< — + ос R
)|ря։п0с/0 = о. (1.27)

о

3°. Если Щх) удовлетворяет дополнительному условию

— дх + ОО, (1.28)
пи

то

Нр(П(х)с1х) = (П(з)]‘1/₽Я₽(^),

?де
1 -ь 1г 1о£П(0 1

(1.29)

Яр((1 4֊ |г|)՜7^) = (* 4֊ 07/₽//р(^). —оо < 7 < 2. (1.30)
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§2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В ПОЛУКРУГЕ

Основным техническим инструментом, использованным в статье, является те

орема о необходимых и достаточных условиях, при которых функция, cv6r,lD 

моиическая н полукруге, большем чем 6’(к+) = {г : Im z > О, |z| < /{} имеет 

неотрицательную гармоническую мажоранту в G^. Прежде чем доказать т (>, 

рему, устанавливающую эти условия, рассмотрим функцию

’.о . Z» • Xх/'1 / 1 • \ *7<>

1 10 ‘ЛС) н< о । ри нательная иирслев«кая мера в С\(.\ конечная в любой области 

՛ 1 к 41.1« ui.) <(Ъ'п ржашейся в а представления ядра Пуассона

' ;ь.. ...........‘"‘"’le для ду| и {< = Kt՝* :ß <6 < к-ß} (ß =. arc.,in(p//f) = л֊/2- о)

I «я пн н рвала {£ — I + ip : < / < А'р}. Пользуясь известной формулой

Kp֊(+ip J уДр-х+ipy
( w,+»+<О *7° ’

*♦ ։Р / \ Hp—T-ip J

1 де ü < Р < /։’, /{р = \/Й? - р7 и а = arccos (р/Я), и докажем некоторые всио- 

м Hdit_.ibHi.it леммы. Легко видеть, что г) задает конформное, взаимнеюд. 

ц«мначн<»с о । обряжение круюною сегмента G^p — {£ : Im С > р, |£| < /{) 

на ( .типичный круг, и u>p(z, г) = 0. Поэтому, функцией Грина G^p является

• 2) -- — log рДц, г)1, г, С Е Gу/р. Если ц(г) функция, субгармоническая н 

iio.i\круге С’уД (Я* > //), то по теореме Рисса

-)'МО 4 / н(7?е։<>)^к р(//, z) (10+

(2.1)

~Дп w = 7 ‘К
z) ՝

1՛ än операция дифференцирования вдоль внутренней нормали, легко вычи

слить Ж

<2 • г
г) = - - (/<£՛• _ ip)»]’/»-։ J Iln
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и установить, что <рн.Р(#, г) > 0 (0 < 0 < л֊ - 0) и ^я1Р(С г) > 0 (֊ Кр < I < 1(р).

В нижеследующих двух леммах выявлено поведение этих функций при р —> +0.

Лемма 2.1. Если R > 0 и г 6 - фиксированные числа и р > 0 достаточно

мало, то

81П 0 < 0 < 7Г ֊ (2.3)

где. (7|,2 > 0 - постоянные, зависящие. только от г и R. Кроме того

'2lmz R.( R2 — |г|2) sin О
111)) %) — \ i > Уй 12 I / > 1 Гэ

р—+о тг IКс'9 - гр|/се ** - z|2
(2.4)

равномерно внутри (0, тг).

Доказательство. Сначала докажем неравенства (2.3) в случае, когда 0 доста

точно близко к концам [/?, тг — 0\. Затем докажем соотношение (2.4). Далее, оне- 

пиная у?д՝((?,г), распространим неравенства (2.3) на все 0 Е [^, гг — 4#]. Начнем с 

очевидного соотношения

у — Iгп z,

используя которое можно проверить, что для достаточно малых р > 0

— RPR е‘*1ш 
о

я/а б№

7Г

5 «V1

У /
(2.5)

>«е А = sin г/, при 0 < ч < ir/4, и А = sin(r/2 - 9). "Ри т/4 < г; < <г/2. Лли оценки

Замена г ел я в (2-2) сначала заметим, что

1^ + не"-ipi"/՛1 + |«„- иг" +ч>\’1՞ Rfi + * -
Rp - z + ip
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для достаточно малых р > 0. Далее заметим, что

lip 4- z — ip 
lip - z + ip

я /a

+ Не'" - ip\'la - |Я, - Re'* + ip\’la

для достаточно малых p, A > 0 (A՝ > /?) и любых О Е [/?, 6]. Теперь, используя 

(2.5) два последних неравенства (где оцененные величины являются четными 

функциями от 0 — тг/2), получим, что для достаточно малых р} 6 > 0 («>/?) и 

любых О Е [/?, 6] U [л՜ — Л, тг — /?]

«, < |Л* - (Re'e - ip)2\'-’/n.pHtP(0,2) < u։,

где «12 > 0 постоянные, зависящие только оз՝ z и Н.

Поскольку |Я2 - (Яс՛* - гр)21 = 2 Я2 sin [(0 - /?)/2] sin [(тг - /? - 0)/2], заключаем, 

что оценки (2.3) верны для достаточно малых р, b > 0 (6 > /3) и любых 

0 Е [/?, A) U [л- - А, т - 0]. Заметим, что (2.4) легко вывести для любого 0 Е (0, х). 

Чтобы убедиться, что это соотношение имеет место равномерно в [А, тг. - А] при 

любом b Е (0,7г/2), достаточно показать, что пределы числителя и знаменателя 

t?K,p(0, г) равномерно отделены от нуля. Наконец, из (2.4) следует, что при 

любых 0 Е [А, т — А] (0 < А < тг/2) имеем 0 < а* < ¥?я(0>-г) < < +оо, где

постоянная а] зависит только от z, li и А, а постоянная - только от z и II. 

Используя равномерность (2-4) и оценки (2.3) (которые пока что доказаны для 

0 С [»4. A՛ IJ (л- А я ՛■/]) получаем, »ьто эти оценки верны при любых 0 б [/?, я—0]՛

(фиксированные числа и р > 0 достаточно

՛' 'Zt,v/UM) < с;, -Hp<i</ip, (2-6)

только от z и R. Кроме того

I К.՛2 1

-i2)(/€2-|z|2) , ч г /07х
՛>' -ТЙ/՜^ - up s Ы1'г}' у = 2 1

н ичиг) доказательству предыдущей леммы.
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Теорема 2.1 Пусть функция u(z) — оо субгармонична в полукруге 6,*? (О <

II* < +оо). Тогда 0(2) имеет неотрицательную гармоническую мажоранту

в том и только в том случае, если удовлетворены

следующие условия :

u+(R е'в) sin OdG < 4-00,

liminf / (R2-x2)*/a 'u*(u 4֊ iy)dx < 4֊og,
u—+° J-H

(2.8)

(2.9)

где Ry — \/ R2 ~ У2 и а — arccos (у/R). Если эти условия удовлетворены, то

(2-10)

где р(С) “ неотрицательная борелсвская мера в такая, что

/V (R - |<|)/m C</u«) < +00, (2.11)

а p(t) - функция представимая в виде разности — Р + (0 - n-(t) двух

неубывающих функций таких, что
гК

(2.12)
J-n

Функции /л±(£) могут быть определены из соотношений

^±(i) = lim / u^r + iyjdx, -R<1 
у—’+0

(2.13)

Мри таком выборе /1±(<) 

ь

имеем

lim

(2.14)

(2.15)

а

b

/ P-.
а

U
Л ь

а а

любой функции д(т), непрерывной в [а, 6]. Кроме того

10 (2.16)
О

•*» любого Но (0 < П» < R)
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Доказательство. Выберем 0 < ,уо < R так, что и(։Уо) / —оо։ затем возьмем 

г — гу0 и предположим, что р > 0 в формуле (2.1) достаточно мало , чтобц 
* 1

обеспечить справедливость оценок (2-3) и (2-6). 'Тогда, применяя эти оценки

получим

+СГ / (К’-«2)’/“-1и-(< + >»Л < и-(։у0)+

1 к ша я । юс ледова тел ьность.

' Н*'\OblKHK'ИНН I'tHk'JMH

*-Р / ?г(й — /?՝։ \ 1 г,1ри+(«е'’)(*1п^-֊Л <10 + С-2 / (^-/2)’/“-'и+(։ + »/>)Л
\ т - ^Р / У-к,

(2.17)

Далее, предполагая, что Ат { 0 какая-либо последовательность гаках, ччх» 

последний интеграл равномерно ограничен для р = Ат (тп > 1), заключаем, 

что правая часть (2.17) равномерно ограничена для таких р. 1 аким образом

n-(j

sup / 
rr>> i Jem » M rn

811
и

где огн

что первое и 1 . и Y ) I |<

sup 
rn > 1

9н,лт(С, *!/о)^(<) < 4-оо,

81В

J —n

r>... - 1 U

/7г А^. Нетрудно проверить,

»л I rt г f 1 HI 11), а второе, вместе с (2.8), даст

(2 16) для // / I /1

равномерно <»i ранич< hi.i

только rn > A’(n) > I

в любом отрезке [-(Н - 6п),(К — £„)] (п > I), <՝слИ 

< ледоватглгни, по геореме Хелли, существует подп»>

елеловатсльность {А,п 1} 1акая, что соотношения (2 13) верпы, когла

I е [֊(к ֊/>„),(Д’ -\)| I (»» I 
и У Ьт | (I. Поэтому соотношении (2-13) верны ЯД*



суогар*1 ”с неотрицательными мажорннтами 53 

любого I € ( — Я, Я), если у принимает значения из диагональной последователь

ности {/^п) ~ }• Одновременно, по теореме Хелли о предельном переходе

под знаком интеграла, соотношения (2.15) справедливы при у = рп 10. Отсюда 

следует (2.И). Введем теперь неубывающие функции

К-р* _ ЯРж (2.19)

И положим л£>±։(0 = Л^Л,.) (Л,. < I < Л), Л(„±։(։) = (-11 < I <

< -Яря). 101 ^а» соглагно (2-^8), э ти функции равномерно ограничены в (—Я, К]. 

Следовательно, по теореме Хелли, существует подпоследовательность из (рп) 

(которую для удобства изложения будем обозначать снова через {рп}) такая, 

что л!1±>(0 —♦ Л±(1) (— Я < < < Я) при п —» ос, где Л±(0 - неубывающие,

ограниченные функции. Ясно, что

Л±(/) = / (Я2 - х2)с/р±(х), -Я < < < Я, 
Уо

(2.20)

и, тем самым, справедливы соотношения (212) С другой сюроны, но другой 

теореме Хелли, для мер соотношения (2.15) справедливы в любом

отрезке [д,А] С [—Я, Я] . Поэтому

Пт \/ = \/ Л±,
п —сю ¥ ¥

О 4

(2.21)

и, поскольку функция 0д(!, г)/(Ц2 - I2) непрерывна в [—Я, R],

RR
</Л(Л)(0- (2.22)

RК

Пусть

к R

-R

г)
(Л^ - Р)’/» -К

+ о',*’./р - Р ” ' ' ’

Тогда

-12)<
Фн(^г) 
р-е1

г(Л-А)

-(я-6) (Я2

֊Г ֊ 7^77 <1Л"±){‘) Е + 7
К* — *

// (2.24)
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для любого 6 (0 < 6 < R). Полагая, чго с > 0 произвольно, выберем Ь > 0 так

чтобы ■ ՝

(
-(Н-6) R \V +7 Л±<֊.

-R R-6/ 2
\

где С՝2 - постоянная из опенки (2.6). Тогда, согласно (2.21)

£

если только п > 1 достаточно велико. Поэтому, ./(, < е/2 по (2.6). С другой 

стороны, из (2.7) следует, что подынтегральная функция 3՛^ стремится к нулю 

равномерно в [-(/?- Л), (R - 6)], когда л —» оо. Следовательно, по (2.21), 3” < г/2 

для достаточно больших п > 1 и, применяя соотношения (219) - (2.24) получаем

Нт 
п-»оо

М±(^ + ։Рп)0л1Рп(Т -г)^ = V я (Т ?) * У/з ± ) • (2.25)

Далее, как следует из (2.3), 0 < <Р1<։Р(0, г) < С’281г։ 0 для досч а точно малых р > 0.

Поэтому используя соотношение (2.16) (доказанное пока для 7^0 = R), получаем

и* (Не*6) я!п О _______ 1_____ >__________лд 
| R е'в — .г12№е-,0 — г|2

(2.26)

Для следующего перехода к пределу заметим, что функция Ф(г) = ^д((,2)- 

“Уя.рК.^) гармонична в замыкании каково бы ни были ( € С'нр- Кроме 

тою, Ф(Яе‘в) = 0 (/? < 0 < л֊ ֊ /У) и Ф(/ + I» = 0Л«,« + ^) > О (֊Я, < 7 < ЯД 

Поэтому Ф(г) > о в 6’^, и д/<«, г) > дк,р(С, г) при любых г,(£ 6’^. Легко

доказать, что условие (2.1 1) доста'ючно для сходимости интеграла

2 — ( R2 - (г
2 - ( № - (2

Используя это, можно показать, ч го

р^+о/ / = у У !7/<(С ^)^(С). (2 27)

. С#’

( оо । ношения (2.25) (2.27) позволяют совершить предельный переход р — рп 1

н формуле (2.1) и получить таким образом представление (2.16) (2.12). С ДРУ' 

гой стороны, такое представление необходимо и достаточно для существовании 
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неотрицательной I армонической мажоранты и(г) в ибо оно легко может 

быть получено из аналогичного представления функций такого же тина в еди

ничном круге посредством конформного отображения. Таким образок։, и(л) имеет 

неотрицательную гармоническую мажоранту в и, поскольку и(г) имеет гу 

Же мажоранту в в любом полукруге С’(я+) (0 < Ко < Я), соотношение (2.16) спра

ведливо для любого Ко (0 < 11о < К). Наконец, соотношения (2 13) и (2.15) без 

индексов (±) легко проверить пользуясь непосредственно представлением (2 10). 

Однако, и+(г) тоже субгармоническая функция, имеющая ту же неотрицатель

ную гармоническую мажоранту. Отсюда вытекают соотношения (2.13) и (2.15) 

с индексом (4֊), тем самым они верны автоматически и с индексом ( —).

53. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 1 — 4

Доказательство Теоремы 1. Пусть в(г) -сю функция из 5(9), и пусть 

| со - последовательность, па которой достигается нижний предел (1.2).

Тогда условия 'Теоремы 2.1 удовлетворены при любом К = Яь 'Гем самым, 

представление (210) справедливо при любом Я = Я*, и если отнять из (2.10) то 

же самое представление, записанное для меньшего полукруга (0 < Ко < Я), 

подставить г = »у, разделить полученное равенст во на 2у и устремить у —* 4-0, 

го получим следующую формулу типа Карлсмана :

I I (к? - 7?)1т + (А ՛ Й // "п =

При Ц - /{, _ +ос правая сторона этой формулы ограничена сверху, как это

следует ит (1.2), (216) и из соотношения

««ляпщсгося следе, гнием (1.5) и (2.15). Поэтому, лопая сторона (3.1) гоже 01 рани-

ч««». Используя эго, приходим к соотношению (1.7). Доказательство сходимости
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второго ин 1*1 рала (1 Л), а также доказательство справедлив >с ги пр *дс.՝ав (>йио 

! 1.6) анало։ ичны доказательствам соответствующих утверя дений тсор им ։1 це

<ннь1 [3] ( см., также (4), н.п. 6.3-6.5). Предположим теп« ՛։», что н(г _ К а * * • • ~ 1’УНК-

՛ < ) цим.м в виде (1.6) (1.8), Тогда очевидно, что

г = г - г у £

• м I
Отсюда следует (1.2). Далее, легко показать, что для любо։» /-, ^> 0 су1 ествусд

п<в гояИная (' > 0, ։акая что
• I

0 < .V < I,

Применяя теорему Лебега об ограниченной сходимости, отсюда мы п )л чаем

соотношение (1.12) для (/(г). Гем самым, выполнено условие (1.5), и т(«) 
• <• • ։

Следовазельно, меры р£(/) могу г быть определены из соотношений (1.9)

е 5(П).

а (1.10),
। 9 в • . •

(111) вьггскак>г из (2.1 1), (2.15) Теоремы 2.1. Далее, имееМ
* .• • • г+оо

Пгпьир Ншанр / и*{х 4- ։։/)Я(г) (1х < / 0(х)пр + (х), 
/< —+.<3о у — 4-0 У-Н - . J-гю

так как (1.2) верно для (/(г). Это неравенство, вместе с (3.2) даст ?. 2) ( 

другой стороны, м<»жно показать, что если 0 < у < М < д-оо и —1 < ' < !• » ■ • -
любые заданные числа, то существует постоянная С > 0, зависящая то.՛ ько о

Л/ и 7 такая, ч ։х.

Однако, образное неравенство верно для нижнего предела, как это следует из

(3.2). ( ледоназельно, справедливо соотношение (1.14). Для доказательства (11’9

заметим, что функция

принадлежит £(( I } 1х|) 3). Поэтому для пос справедливо соотношение (1.М) с 

9(г) — (14 |х|) 2. Используя это соотношение, мы приходим к (1.13).
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Замечание. Использование рассуждений, примененных н п.казате.п.стне Тео

ремы 1 Дает возможность установить, что класс .S'(Q|,Q?) субгармонических в 

(/-И функций, удовлетворяющих условию (1.2), условию (| з) < <( = »!, a i .«же

уСЛОВИК!

lim inf Гип iuf /<֊— +-ОС у — -fO u (z 4֊ ։</)^2(.г) dx

где непрерывны и таковы, что Q|(2 > С\ 2(1 -4- z‘) '՛ при некоторых 

6’1,2 > 0, совпадает с множеством функций представимых в виде (ч 6) - (17),

ГЛе функции м±(/) удовлетворяю г условиям

Кроме того, пользуясь результатами Е. Д. Соломенцева [Я] можно убедиться в

том, что пол множество 5(1, J) (Q։ ес Q2 = I), для которого Л — 0 и

совпадает с классом тех функций 11(2), субгармонических в которые под

чинены условии! •г

ъпр / |н(г I < -1-ОО.
/ у > Ь У — см •

Дикп ютильстн< • Гедцн мы 2. Предполагая, что »1(2) / со, заметим, что 

условия Теоремы 2.1 удовлетворены при любом /? — /6. Поэтому, очевидно, 

они удовлетворены при любом Л > 0, и кроме того, если ^±(1) определены из 

соотношений (2.13), то формулы (2.15), (2.10) (2.12) и (3 1) справедливы при

любых /?, /?«, (0 < < Н < |оо). Пользуясь (3.1) и (2.15), получаем

гЛс ипте։ рал слева абсолютно сходи а с* согласно (2.16). Чем самым, предполо

жение u(z) ф —оо противоречи т условию (1.20).

Доказательство Теоремы 3. Г1. Пусть limsupA’ А/(/?) — I при А, 4 зо. 

Ч зтом случае для любого К > 0 можно пайги ?-/ + ։.< 1 ако<, нс

“(*) > /<Ы > Ку. Отсюда следует, что а = а+ = +оо. Если одновременно
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имеем lim inf Я”1 Л/(Я) < 4-оо при Н —* +оо, то согласно Теореме 1,

допускает представление вида (1.6) - (1.8), где M+(t) = 0. Таким образом, ц(г

удовлетворяет условию (1.4), и, по теореме М. Хейнса и Я. Альфорса, существует

НтЯ-1Л/(Я) при R —► Ч-оо. Мы, очевидно, пришли к противоречию. Поэтому

если при R —» Ч-оо имеем limsup К 1 M(R) = 4-оо, то при R —» 4-оо существует

предел lim Я ։Л/(Я) = 4-оо, и at՜1՜ = fl = 4՜сю. Кроме того, в рассматриваемом

случае

lim 
R—»+оо

1 Г”— / u*(R е'в) sin OdO = 4-оо, 
Я Jo

поскольку иначе функция и(г) допускала бы представление вида (1.6) (1.8),

где /з+(£) = 0, и, очевидно, имели бы а < h < 4-оо, что есть противоречие. 

Теперь рассмотрим случай, когда при R —» 4-оо lim sup R՜ 1 М (Я.) < 4-оо. В 

этом случае н(г) очевидно представима в виде (1.6) - (1.8) с /*+(<) = 0, имеет 

место (1.4) и существует предел Тип Я՜1 Л/(Я) = fl = о4՜ при R —♦ 4-оо, согласно 

теореме М. Хейнса и J1 Альфорса. Кроме того, из (1.6) - (1.8) непосредственно 

следует, что а < Л. С другой стороны, согласно первому из соотношений (1.16), 

о > limsupу՜ 1 u(iy) при у —» 4-оо. Таким образом, о4՜ = А4՜ = /?, и, к тому же 

справедливо соотношение (1.15).

‘2°. Если fl = а* < 4-оо, то u(z) представима в виде (1.6) - (1.8), а для таких 

Функций соотношения (1.15) (117) с h = fl = хорошо известны.

Доказательство Теоремы 4. 1°. Пусть /(л) E Я₽(Q(z)rix). Тогда |/(-г)|₽

имеет гармоническую мажоранту в б?!4՜) согласно 'Теореме 1. 'Гем самым, /(г)

принадлежат конформному отображению класса Харди и имеют некасательные

граничные значения /(г) почт и всюду на (—ос,4-оо). Согласно лемме ‘Рату

/
н

|/(г 4- iy)|лQ(x)dx < 4-00, Я > О, 
- н

(3.3)

и, таким образом, /(г) 6 £р(9(х)<1т). Пуст։, теперь /(г) - функция, принад

лежащая конформному отображению класса Харди Нр для |г| < ], и пусть 

Дх)е лдп(т)^). 1 огда, пользуясь факторизацией /(г), получим

Z - х 4- iy Е 6’(+\



59Субгармонические функции с неотрицательными мажорантами 

с другой стороны, легко виде ть, что для почти всех Г 6 (-ос, +оо)

У 
7Г (т - ty + у2 < C’Q(t), 0 < у < 1, R > О,

где G постоянная, зависящая только от R и Q(z). Следова։՝ельно

lini sup 
к—4-0 /я

|/(4)|рП(։)л 
•Я

(3.5)

ПО теореме Лебега. Соотношение (1.27) следует из (3.4).

2°. Если /(^) 6 Нр(£2(х)</х), то, очевидно, эта функция принадлежит кон

формному отображению класса Харди. Пользуясь факторизацией этой функ

ции приходим к (1.26). Пусть теперь (1.24) заменено на (1.26). Тогда ясно, что 

1°б+ 1/(2)1 имсет гармоническую мажоранту в 6’1+ \ т.е. /(г) ограниченного ви

да в Поэтому |/(/?.е։в)|₽ непрерывно в 0 < 0 < л почти для всех R > 0.

Одновременно, имеем

liin inf у— 4-0 1/(* + ‘Wt՜֊—i
1 +

< +оо

для любого R > 0. Следовательно, по Теореме 2.1, |/(<г)|р имеет гармоническую 

мажоранту в любом полукруге (R > 0), т.е. в любом полукруге 6(я+1 функ

ция/(г) принадлежит конформному отображению класса Харди. Преобразование 

соответствующей факторизации посредством конформного отображения |г| < 1 

на приводит к представлению

*<>g|/(*)l = log
z — Zk R2 — 2Zk 
z - 2k R2 - 22k

db+— Я(Я
log |/(R. с՝*)I sin 0 

\Re^ — z\2\Rc՜՝60

R (36)

Здесь Zk - нули функции, a a — log |/(t)|</< '/։֊’( 0» гле

"^Убывающая функция такая, что i֊,z(0 — 0 для почти всех t G ( R> R). 

°Дипко, клк ужс доказано, log+ |/(л)| имеет гармоническую, мажоранту н

самым, очевидно, что предельный переход II — +оо h (3.6) приводи 1 к
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факторизации

(3.6)

где d/i(t) = log |/(I)\dt — dut(t) (—сю < I < +оо), lin С — 0, и 
*

Л=- lirn 4-/ log |/(«<?‘e)|sin Odtf < О 
7Г ft—*+оо /t Jq

согласно (1.15) и (1.26). Отсюда следует, что /(г) принадлежит конформному 

отображению класса Харли, и поэтому справедливо неравенство (3.4). Следова

тельно, имеет место неравенство (1.27).

3°. Пусть /(г) £ Пр(П(х)(1х)} где Q(z) удовлетворяет дополнительному

условию (1.28). Тогда очевидно, что функция Q(z) и

[Q(z)]^p = exp 1 4- tz log Q(£) 
t - z 1 4- t2

dt

аналитичны и не имеют нулей в Воспол!ковавшись (3.7), нетрудно полу

чить, что

|/(.>и.>|‘"|'<ЧГ. = » + ч,е<7«. 
(*֊0 +iT

где |/(Z)|₽Q(Z) Е Поэтому /(c)[Q(z)]1 /р Е Hp(dx). Гем самым,

//p(Q(ic)dz)[Q(z)]1/p С llp(dx). С другой стороны, полагая, что f(z) Е Hp(dx)> 

получим /(z)[Q(x)]”^p Е Lp(fi(z)dz). Поэтому /(z)[Q(z)]~1//₽ Е Нр(Q(x)Jx), 

согласно уже доказанному утверждению 1", и Яр(с/х)[£2(г)]՜ |/,р С //р(Q(x)Jz).

Равенство (1.30) является частным случаем (1.29), где Q(z) -(14- х2)՜112.

ABSTRACT. In the paper a complete՝ characterization is obtained for the 
growth of functions subharmonic in the upper half* plane and having there 
nonnegntive harmonic majorants. This result contains, as a special case, 
the Nevanlinna factorization in the half-plane. Modifications of Nevanlinna 
uniqueness theorem and of the Phragmen-Lindelbf type theorem due to 
M. Heins and L. Ahlfors are proved in which the traditional condition

liinsup u(z) < 0, 
i —»Ц Im x >0

— oo < I < 4-сю
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is replaf,'ed by a less restrictive one. The methods used make it possible 
to prove also a theorem on weighted /P classes over a half-plane.
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