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Пусть Т - единичный круг. По теореме Сярасона, + С(Т) являет­
ся равномерной подалгеброй в Эта теорема расширяется для
обобщенных аналитических функций. В частности, доказывается ре­
зультат для почти периодических аналитических функций.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Г - подгруппа 1 руппы рациональных чисел наделенное дискретной то­

пологией. (] ֊ компактная группа характеров группы Г. 11а локально компак тном 

пространстве А, полученном из декартового произведения 6’ х [О, 1] отождествле­

нием слоя (7 х {0} в точку, рассмотрим множество функций {^и}лег4» определен- 

пых посредством • г) — ог(п) • гя, где Г+ = {д Е Г; а > 0}. Обозначим через 0 41. / I * 4 М • •
IIой алгебру ограниченных непрерывных функций на Д° — А \ (6’ х {!}), кого- 

рые локально аппроксимируются в окрестности каждой точки из Дп линейными 

функциями <£“, п С Г+. • ’ ’ ’

Пусть а нормализованная мера Хаара на С. Для каждой / Е //^ суше- ■ вь
стнует (для а почти всех о Е С>) предел

/*(о) — Гш1 /(д • г), (1)
г—. 1

принадлежащий £°°(гг) [1].
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Отождсс։ ним / ЕН с его граничной функцией /*. Пространство ограни­

ченных функций Н°°: является подалгеброй банаховой алгебры /^(а), которую 

мы обозначим также символом /7 ю. Если Г является группой целых чисел, го 

С ~ единичный круг .и алгебра Н ю является алгеброй ограниченных аналити­

ческих функций на открытом единичном диске {/ЕС: |г| < 1} в комплексной 

плоскости. В э том случае, по одной из теорем Сарасона, пространство //ПО+С’(6') 

является замкну той подалгеброй банаховой алгебры £эо((т) (С(С) - алгебра всех 

непрерывных функций на С) (см. [2]).

В настоящей заметке доказывается более общая георема.

Теорема. Пусть Г подгруппа группы рациональных чисел Q Тогда /7 30+ 6’((7) 

- замкнута* подалгебра

§1 . НЕОБХОДИМЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Начнем с некоторых предварительных результатов.

Лемма 1. Пусть а Е 1՝+, « 0. Тогда существует множество {аг}^_п о Г х

такое, что

I) а - а0,

И) ак = • Ц| + 1 дли некоторого Е 2^+,

Ш) Длм каждого Ь Е Г+ существует нп Е {п*Цс_и и т Е 77* такие, что 

Ь — тп • ап .

Доказательство. Поскольку группа Г является счетным множеством, прону­

меруем элементы Г. Пусть Г = {6։}^|. Положим по ֊ а и рассмотрим группу 

' 1 = {^o;6|}, порожденную элементами аи и 6։. Поскольку I । изоморфна целым 

числам, то существует u։ Е Г| Г>Г t такое, что лп — mai и 6( = п<ь, тле ш, п Е IL. 

Возьмем теперь by Е Г, найдем а* Е Г+ и nij.ni Е 2Z такие, ч го ai = mi а? и 

^2 — np*2. Продолжая эзог процесс, мы можем получить послсдовагслынх гь

По теореме двойственности Понтрягина, (> является группой характеров 

группы Г. ||ус гь А - замкнутая в sup норме подалгебра алпч»ры ( (6)։ порожден- 
г| я л ■

иая Характерами из l'+- II рос гране гн< • максимальных идеалов этой ajiieopi.i е< il
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Д, Поэтому мы отрИсдбствим (1 с 4/ х {1}. Обозначим также через 4 преобразо­

вание Гельфанда алгебры А. Эта алгебра в точности совпадает с пространством 

функций из /Г՜*5, которые непрерывно расширяются па Д (см. [1], [3]).

Замкнутое подмножество /՛> из Л называется интерполяционным множеством 
՝

«для /1, если сужение А на Е есть С(Е). • » ՛ »• • •

Лемма 2. Пусть Е — {.ч Е Д : <ра(л) = г}, а 0. Тогда Е интерполяционное

множество для .4.

Доказательство. Для доказательства леммы используем следующее замена- г А • • • .
... ’ • ■ ••'*••• ................*•*’•՝

нис : пусть А - компакт и Н замкнутое подпространство в С(А'). Замкнутое
I ’■ .• .. • • ч-՜ ъ 1 * .-.Л • ' ••• ♦

подмножество /•’ С А' является интерполяционным множеством для Н тогда и

юлько тогда, когда существует с > 0 такое, что ||рг|| < с||/1д-\/.’|| для всех

ц Е Я1՜ - сужение /т на А’).

Напомним, что по теореме Карлесона последовательность {•}7° в диске
• ’I 1 ’» ** * ’ * *

I) является интерполяционной последовательностью для Н°°, если существует

0 такое, ч то * .. к

г (2)

Это условие эквивалентно следующему : существует число с. = с(6), зависящее • < > Г 1 |
только от 6 и такое, чю каждая интерполяционная задача = с;, ] — 1,2,...

, Л-)»*. • . »- » • ... С,

С (э) Е Гх՜ имеет решение / Е Н°° такое, что

(3)

.. с. • ♦ »4

Ввиду дуальное! и банаховых пространств, (3) эквивалент но 
. ч./? • <»•< < „ ь՝ ; л । ч * л . ՛* • .» I ■ I.

Vсловию

. ՝•
1 • (4)

Замет им, что с(<5) = 2е 1од(с^“2)/6 (см. [4]).

Пусть теперь - подмножество в Г+, удовлетворяющее условиям 1), ц)

и т). Для каждого к. Е 26+ определим Ф* : Д —♦ £) (*•) =
, • ;• - ч.; и-г .։. ■, . . / г \ /

Так как ао - < ««« к*«г» I 1
так цля некоторого т Е имеем Ф*(А) = {гп)”‘^()1, । де

г ехр 
н! ч.

. ՝11гк 
I----

г . г). Коночная 119слолопатслыюст||
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т— I
*=0 в |՝очнос । и совпадает с множеством корней уравнения гт — г, и следо­

вательно, для проверки условий Карлссона в этих точках достаточно подсчитать

Так как

получим *

Следовательно

֊2 1о£ г
I — г2

Ь = Нт Ь(т) = 
ТГ\^»6

С помощью отображения Ф* определим для ц Е Дх меру р'՝* ’ на I) так, что

//*>(/֊՝) = /<(♦;՛(/••)), Ес о.

Так как

па> = О, (6)Н Е Ж-| ,
I)

то мера р(к) ортогональна к диск-алгебре. Рассмотрим теперь группу С1к = {о Е

Е С!: <т((2±) = 1} и фактор-группу Нк — С/Ск. Отображение Ф^ порождает 

изоморфизм между I) и - Нк * ВМ]/#* х {0}- Поскольку (> к Э ^а + 1

и А" - {с}, (с - единица гриппы С), существует индуктивный предел

пространств Лк, к — .. Можно показать, что

Следовательно, сели 1՛' борелспо множество в А, ю

где = Ф4(Е).



38

(8)

где И

I

К

7 ’ '[ _l А 2%пФЦЕ’) = < rm exp ։-----
\ m

т — I

п=0

Наконец, комбинируя (4) (7) и (8) имеем
I

Используя теперь вышеуказанное замечание, получим, что /? есть интерполяпи- 
• • • • •

онное множество для Л.

Если /3 6 G и р Е [0, 1] для всех я Е Д, s — о о г, то согласно определению

0s — (/За)г Е Д и ps = а(гр). Следовательно, для f Е А можно определить

//?(*•) = Л^՜) and, Л(5) = f(psY 
* 4

Эти функции принадлежат А. Для каждого к Е пусть /1* ~ замкнутая 

подалгебра алгебры А, порожденная у?ак и единицей. Эта алгебра изоморфна 
■ 

диск-алгсбре.

Пусть i/k - нормализованная мера Хаара на Gt- Линейный оператор Р^ : А — Л*,

определенный следующим образом

• гI'tf = '1 
Jck

t • Ж A . • • 1 » • * •« >• r 1 rf r • .*4

есть ограниченный оператор из А на Л* такой, что Рг = Р. Это означает,

чти Р проекция. Если
; ’• . /;» v«i •֊. - •

на Д°, которая локально

//^ - алгебра ограниченных непрерывных функций

аппроксимируется в окрестности каждой точки из Д’ л • •
функциями из Ak, то мы можем определить проекцию

Pkf = liin / (9)

Очевидно, что последовательность Д - Рк/ равномерно сходи гея к / на Д, когда
• 9

/ £ А п равномерно сходится к / на компактном множестве из Д°, когда / Е Р^°-

Лемма 3. /7°° = А + (ç?au - 0 < г < 1.
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Доказательство. По Лемме 2 множество Е = 6 д: ^»(։) = г) ЯВЛ<1,.,С1(

интерполяционным множеством для А и №. Следовательно для всех / 6 //» 

существует д € Л такое, что / = 9 на Е, и следовательно, /р = д, „а 1/, • Е. 

■Гак как С, х {г'/'") - множество в Е, где 1/т = из (9) имеем д = ца 

Е. Поскольку функции Д и дк являются аналитическими функциями но , и 

д0 = так, то можно написать
А I

А = дк +(д>а‘ - г)/ц, /ц е//£°.

Переходя к пределу при k — сю, получим

f = 9 + (<рап ֊ r)h.O

Следующая лемма опубликована Рудиным [5

Лемма 4. Пусть > u IV - замкнутые подпространства банахова простран­

ства X, и пусть {Ф} множество ограниченных линейных X таких, что

i) Ф(Л )С V и Ф(И') С IV для всех ф £ {Ф},

и) sup ||Ф|| < оо, 
(Ф)

Ш) Для всех у 6 К и £ > 0 существует Ф 6 {Ф} такое, что ||Ф|/ — t/Ц < £.

Тогда Y 4- W замкнутое подпространство от Л'.

§2 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Гак как Г = Г+ и ( —Г+), го , но геореме Сгоуна-Вейерштрасса, алгебра /1 

является алгеброй Дирихле на (7, т. е. Не А = {Ие/;/ € >4} равномерно плотно 

н «(С). Поскольку ('/ - граница Шилова для .4, каждая функция / € С((7) 

однозначно определяет функции / € Ке А 4֊ »Не А С С(Д).

Пусть А' замкнуто по норме £°°(<т) пространства Н™ 4-С(С/), и пусть > = С((7) 

и IV = //«>. Для каждого р € (0, 1) определим ограниченный линейный оператор 

V Д°° 4֊ С(С;) ֊» С(б’) посредством ФД/ 4֊ д) = /р + 9, на С. Очевидно, ч го 

Пфр|| = 1 и Фр(//°°) с А С б’((7). Виду непрерывности у на А, для д 6 С(б’) и 

Для любого е > 0 выберем р С (О, I) так, что ||Фр<7 — £|| < £• (/Ледова 1елыю, но 

Иемме 4 пространство 7/°° 4- С’(б/) замкнуто в



Наконец, покажем,, что Н°° +С(О) является алгеброй. Для этого Достаточно 

показать, что если / 6 //°° и а 6 Г, то //^° 6 /7°° + ^(С). Гак как согласно 

Лемме 3 //°° = /1 + (^>а-г) Н,°°, то функция //(<ра - г) принадлежит Н°°4-С(С;) 

Устремляя г—» 0, получим //<|Ра. €■//30 + С’(С)- * ՝ ՝

§3 . ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В этом параграфе покажем одно применение вышеуказанной теоремы к почти 

периодическим функциям. Нам необходимы следующие определения.

а) Функция / называется функцией класса Аг, если для £ > 0 существует 

{А*}о С Г+ так, что

GC.

Заметим, что класс /1г является классом почти периодических функций на 111

Из основной теоремы почти периодических функций [3] имеем, что Аг банахова 
»» ч ՛ ’■ ■’ "՝ ՝?'• 1 ՛ ‘В

алгебра в зир-норме.

Ь) Пусть //р° - подалгебра алгебры всех ограниченных аналитических 
< I

функций на верхней полуплоскости {1гпг > ()}, так что его сужение на линию

{х+ гТН} принадлежит /1г- По теореме Фату, для / £ Н°° почти всех I 6 1Я 
ч ։ • у 4 •

существует предел

lim/(х + iy) = /’(х).
у ֊ -»О 

* t ‘

Мы отождествляем / с /*.

с) Пусть С г(Ш) алгебра функций, ’которые равномерно на IR аппрок- 
tn

симируются полиномами Дирихле £2 a* exp (iA*?), A* G Г. По теореме Аренса 
и

- Зингера существуют изометрический изоморфизм между Лг,А, //р° , Д°° и

Сг(Ш),С(6’)‘ ՛

Следствие. //£° ф С’г(Ш.) - замкнутая подалгебра £°°(IR, dx).
• 4 • \ • I • л > • / • , ։ г _ , Ь • t ; • • , • » - . ► ‘ - • J

ABS111ACT. Let T be the unit circle. By Samson’s theorem, H°° +C('l) 
is a uniform subalgebra in C ։,(ct). This theorem is extended to generalized 
analytic functions. In particular, we prove the corresponding result for 
analytic almost periodic functions.

f
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