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Основные результаты работы ֊ формулы вида /(г) = /’(/)(*) +Т(5/)(г), 
установленные в следующих двух случаях : (а) /(г) - функция класса
С} в единичном круге ГО и Р - ортогональный проектор простран­
ства £2{Ю; (1 - \г|р)°|г|7(1т(г)} на свое подпространство аналитиче­
ских функций ; (Ь) /(г) - функция класса С1 в комплексной плоскости
(подчиненная определенным условиям роста на бесконечности) и Р - 
ортогональный проектор пространства £2{С; |2|7бйп(г)} на свое 
подпространство целых рункции. В обоих случаях получены явные3£

формулы для ядер интегральных операторов Р и 7'.

“... и возвращается ... на круги своя”
Книга Екклесиаста 1,6

§0. ВВЕДЕНИЕ

В работах [1, 2] автором впервые были введены пространства Нр(а) (1 < р < :ю, 

а > -1) голоморфных в единичном круге ГО функций /(г), удовлетворяющих 

условию

1/Ю1Ф ֊ К1’)“ <+°°. < = « + ՛■')• (0 1)
ю

В этих же работах было установлено, что произвольная функция / Е /7р(о) 

допускает интегральное представление вила

= 0+1 /7 /(0(1 - К1Т ,бЮ. (0 2)
д ; * /7 (1-х)2+о

ю

Более того, интегральный оператор, порожденный правой частью этой формулы, 
тт Идействует в гильбертовом пространстве измеримых в ГО функции с конечным 

интегралом (0.1) с р = 2 как оператор ортогонального проектирования на Н (о).
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Эти результаты уже в у.к<раиных работах (4 ,:2] налили существенные приме֊ 

нения в вопросах построения геории факторизации весовых классов меромор<|>- 

ных в круге Ю функций. В дальнейшем были найдены многочисленные другие

применении ( за подробностями отсылаем, например, к обзорной работа [3]). - < т. • 0 • • ♦ ,
Позднее выяснилось (см., например, [4, 5]), что для гладких в Ю функций

класса Г?1 (ГО) имеет место формула типа (0.2), а именно :

1 +о

(1г)}

(03)

В частности, для аналитических в Ю функций / Е 67'(Ю) отсюда вновь
- л 4 ֊՛֊*•*» - • ■ н *

получаем прсдс гавлени^ (0.2). По-видимому, автор работы [4] не был знаком' с

упомянуты ми вз.ппс исследованиями. Только 1 * • • . •
.1^1 * * • - • •

этим можно объяснить го • * •
я %

обстоя-

।сльхтуОц что В [4] формулы (0.2), (0.3) приводятся в качестве общеизвестного 
.. . . . к - • ' ,«,«»•>.*» *•;

(почти фольклорного) фак га, без какой-либо ссылки.

В §§1,2 настоящей работы для функций класса 67՛ (Ю) (э го условие можно

значительно ослабить!) устанавливаются новые весовые интегральные предсча- 

вления, являющиеся существенными обобщениями формулы (0.3) (а значит, и 
(0.2)). . ■ ; V ЯР ЗЯ

В работах [6, 2} автором были вве/юны весовые классы целых функций

а՜, р > 0), удовлетворяющих условии^

е-‘И’"Г|и,|Р- Ш — и ֊1֊ IV
• ։ »

и для них были установлены интегральные представления вида

-Ф1' |и;|Рг2

г де

4=0

иг

Ц1 + ы/рГ
суть •/г; ; ч •. • - ■ •

целая функция । ипа Ми ггаг-Леффлера. Выло показано такие, что инге-

। ральныи оператор, естественным образом возникающий из (0.5), действуе'1 в . , е г , . —
1 ’ » • > • »՛ • • 4 - ' *

гильбертовом прост ранстве измеримых вС функций, удовле) виряющих (0.4). как 
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оператор ортогонального проектирования на М2(а,р). Заметим, что при р = 2 

формула (0.5) принимает весьма простой вил

/(*) = </иЛ. »ес. (0 6)
ю

В ра6о։с [7] были рассмотрены классы целых функций, удовлетворяющих усло­

вию

|/(ьу)|рс *1“^ |ш|7 йи Ли < оо,
С •

I < р < ос, > 0, 7 > -2,

обобщающему (0.4). Для этих классов было установлено интегральное предста­

вление вида

. О(Т II . л,
/(*) = II Л™)«՜’1“'1 |шрк,/։(а71,1й>-,ц) </и </и, г £С, (0.7)

С
где

ос

Ь’р/2(ш;р) = ^2
4=0

р =
г(р + 2*/р)’

При р — 2 было доказано соответствующее утверждение об ортогональном 

проекторе. Отмстим также, что в рабоче |7] установлены и многомерные аналоги 

формулы (0.7); даны некоторые приложения. В связи с формулой (0.7) возникает 

задача получения ее аналогов для гладких в С функций. В специальном случае 

р ~ 2, 7 = 0 такая формула известна. Л именно, справедливо следующее 

обобщение (0.6), вытекающее из некоторых общих формул работы 8] :

/(г) = ֊ И <1и ^ ֊ '֊ Ц с“* Ли Ли, г £ С

с с
(0.8)

В рабочг [8] подобного рода формулы устанавливаются для функций мног их ком­

плексных переменных.Что же касается той части содержащихся зам результа­

тов, которые имеют отношение к функциям одного комплексного переменного, 

то необходимо отмстить, что в [8] рассматривается весьма общий случай, ко> да 

вместо весовой функции берегся вес вида е *(“'), где ՝р(п;) (ш ՛ диа՜

жлы гладкая выпуклая функция. В этом случае устанавливается формула типа

(0.8), также имеющая в своей правой части два слагаемых. Однако, авторы [8]



G M. M. Джрбашян

отмечаю!՝, что за исключением частного случая y?(w) = <т|ш|2, не совсем ясно, 
.... • , ■ •. .՛ » ••Л . . * . ՝ •......................................................................................................................................................................................................................... .• ■ , .

является ли первое слагаемое полученной ими формулы соответствующим интс-
À Vt ‘ri • ’• Ч** • • •*•«" • . •! ь , *4* . *• I

тральным оператором ортогонального проектирования (см. правую часть (0.7)).
, ՛ 1 _

В §3 данной работы, основываясь на формулах §2 и совершая предельный 

переход от круга к плоскости, установлены новые весовые интегральные форму­

лы, являющиеся аналогами (0.7) для гладких функций С. В §4 дается прямое (не

опирающееся на результаты §2) доказательство этих же интегральных предста­

влений. В частности, получены также далеко идущие обобщения формулы (0.8). 
, с. ։ • . . * * *

В §5 рассмотрены важные специальные случаи формул §4, представляющие са­

мостоятельный интерес.
Ч * е* И» ’ •* ь »» ’ 1 . - > ' • ։ -• • • • \ - ’ • - . ,

В заключение отметим, что результаты этой работы, безусловно могут быть

эффективно использованы при 

в соответствующих областям.

построении минимальных решений ^-уравнения
I 4 и» V • * •

. F » I 4
% * » 

V

1.1. Пространство НрраЛ(Ю). Пусть JD = {г ЕС :

§1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

|z| < 1} — единичный круг

(1.1)

произвольные параметры.
•» . ՛.>՛' i ՛ ՛ • »• ■ • ՝» 

Введем также вспомогательный параметр

и обозначим через Нра 7(Ю) множество аналитических в ID функций /(z) с

конечной нормой

(13)

। де dm(z) — rdr d~p (г = ге1*). Прежде нсего докажем следующую лемму.

Лемма l.i: Если f(z) 6 HJU1(1D) (р > 0, а > -1, 7 > -2), то fx(z) = 

= f(KZ) f(z) к —* 1 — 0 по норме (1.3), т.е.

я11։1пп // ~ - /(«2)ip <bn(z) = о.
©

: • • . L V՛-.-' ; < • 1 ЬНС 1 ' S • • к'
-И* ' Л
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Доказательство. Для данного € > 0 выберем такое 6 € (О, I), чтобы

(i - ЫТИЧ/(*)Г <М*) <

Далее, используя неравенство (н4-6)р < 2р(ар +bp) (а, b > 0, 0 < р < оо), получим

/ = 11(1- |гК)°|2П/(г) - /(kz)|₽ dm(z) < /, + 72 + /3, (1.5)
ПЭ

где
/| = Ц (I -И'Ж1/И-/(«)1’ dm(z), 

l*l<*

/2 = 2V / (1-НТИЧ/(*)1’<М4
«<|*|<1

/.ч = 2” I Л (1 - И-ТИЧЛ«)!'’ drn(z).

£< |*|< I

Очевидно, что < е при к (ко < к < I) достаточно близких к 1, поскольку f 

равномерно непрерывна в круге |г| < 6. Кроме того, /2 < 2рс в силу (1.4). Для 

оценки /3 воспользуемся тем известным фактом, что интеграл

Г՛֊ / |/(rc'*)|” dy>, 0< г< 1
./о

является неубывающей функцией от г, и поэтому /3 < /2 < 2Р£ в силу (1.4). В 

результате из (1.5) следует неравенство / < (I 4֊2p+l)f, к0 < к < 1, и ввиду 

произвольности € > 0 утверждение леммы установлено.

1.2. Интегральное представление. Напомним определение функции типа 

М иттаг-Леффлер а

Г (г• н) = ----- ------ с. Р > Ю» 0*6)

ко1\>рая при любом р € С является целой функцией порядки р и I ипа 1. Испо.п. ՝> я 

условие (1.1), докажем следующую теорему.

Теорем» 1.1. Лю««* функция /(-') 6 (Ю) Спускает интегральное uped-

ставлен нс
(1.7)
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где. ядро
? V Г(1+а + /1 + 2*/р), Фо (2՝л IV) — „ . . / 777 о » у \ (2IV) =

2Г( I + л) “ I (д 4-2*//>) 7

= 2т^/°°е“<£'>/г(‘’/.',г®;р)<а+'‘^’ ։его՛ и’бБ (1.8

по 2 голоморфно о ГО, а по и) антиголоморфно в ГО и непрерывно в Ю

Доказательство. Рассмотрим интегралы

т = 0, 1,....

Переходя к полярным координатам ( = гс**, дгп(^) — где получим

(1.9)1к,тп = о, к / т, к, т = 0,1,...,

2 Г(1 + а)Г(м + 2Ур)
р Г(1 +//+ <* + 2*/р) ’ 0........

1’ * Г ; И 1 . * 41 *» .՛ "*. . ‘ ’ •

Совокупность формул (1.9) (110) может быть записана также в виде

Р
2Г(1 + а)

Г(1 + сх 4֊ р 4֊ 2т/р) 
г(м + 2ш/р)

(1т(О =

при т = к 
при т к

т, к = 0, 1,...

Суммируя эти формулы по индексу т = 0, 1,..., для фиксированного к > О

получаем

(I - К1ТШ‘<М*.<() ^‘(0 = г“, к = О, 1,...

Отметим, что произведенная при эзом перемена порядков суммирования по 

т > 0 и интегрирования по Ю законна, поскольку разложение (1.8) ядра Фа(2> I 

при любом фиксированном г 6 ГО сходится равномерно по переменной ю € (п

этом можно легко убедиться, пользуясь формулой Стирлинга). Далее, если

ОО
/(с) = £«*с‘, < е го,

*=0
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то ряд
оо

52“*«)* = ДО, 
*=0

О < к < 1

сходится равномерно по ( 6 Ю. Поэтому равенства (1.11) очевидным образом

приводят к интегральной формуле

֊ /7(1 ֊ 1С1Т1СГ’<МлС)ДО <НС) = до, 
7Г у у

ГО

гею, О < к < 1. (1-12)

Формула (1.7), которая является основным утверждением теоремы, следует из 

(1.12) путем предельного перехода при к —♦ I — 0 на основе Леммы 1.1. Дей­

ствительно, в случае р = 1 непосредственно, а при 1 < р < оо применением

неравенства Гельдера получаем

- // (1 - 1<1Т1<Т<М*.С)/(С) <МС) - /(«*)

Остае тся установи ть второе из представлений (1.8) ядра Фа(г, ш) :

Ф„(2, ш) Р 
2Г(1 4- о)

ОО

*=0

Г(1 + а + р + 2к/р) 
г(р + 2*//>)

Р у- (*ш)* 
2Г(1 +а) г(м + 2*//>)

Законность перемены порядков суммирования и интегрирования следует из то о 

факта, что р) - целая функция порядка р/2 и I ипа I.

1.3. Минимальное свойство. При прежних ограничениях (1.1) обозначим че­

рез Ь2 (113) множес тво всех измеримых в круге Ю комплекснозначных функций О’ । г V ՛
/(г) с конечным интегралом

- |(П“1СГ1ДС)1г ■НС)
I

ГО I
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Очевидно, что 12р а7(Ю) - гильбертово пространство со скалярным произведе­

нием

[/,»]= //(1 - К1Т1СР/(С)р(<) \ Н ч . ...
И)

Кроме того, пространство //^ (ПЭ) аналитических в Ю функций являемся

замкнутым подпространством в в ^ОЛ(Ю) определим 
■ I .

интегральный

оператор

■՛ = ^(1-ктсрфи(^)/(с)Лт(<:),
аз

Докажем следующую теорему.

Теорема 1.2. Оператор Тр действует л пространстве Гр,ол(Ю) Ка,С "I’- '

тогональнбл/ проектор на замкнутое подпространство II

Доказательство. Пусть / 6 !2р „.ДЮ) . Тогда функция аЛ(/)(г) определена 

при всех 2 Е Ю и аналитична в круге Ю, гак как ядро Фа(г, гл) голоморфно п> г 

и равномерно ограничено по |г| < г, |и;| < 1 (0 < г < 1). Согласно общей теории

। ильбертовых пространств справедливо представление

где Нрп ^(Ю) - ортогональное дополненис к Нр.п,-,№>}■ В час-гности, функция / 

единственным образом представляется в виде

Л2) = Л(2) + Л(2) г е ю,

где /, Е //Р2ОЛ(Ю), Л Е //2ОЛ(Ю)_. Для доказательства 'теоремы нам следует 
Л

установить тождество

• <

Так как /։ Е //ДОЛ(Ю), го из (1.13) и Теоремы 1.1 получаем з

— ^Р,ал(/1 )(*) Т ^/>,а,з(/2)(г) — /1(2) + р.а ,у (А )(2)» 2 € Ю.

Следовательно, нам остается убедиться в том, ч то

'/;.п>7(Л)(2) = 0| г ЕЮ.
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С этой целью заметим, что при фиксированном г Е Ю

л < ’11 ;Л ' ? ♦ • . >' 5*
(1-1С|₽)“1С17Фа(з,С)/2(С)</т«;) = 1(/2(с),Ф^<)]. (1.15) 

7Г

—иве
Но при любом фиксированном г Е ПЭ, Фо(г,^) как функция от очевидно, 

принадлежит пространству Н?а 7(ПЭ). И желаемое тождество (1.14) следует из 

(1.15), поскольку /2 принадлежит ортогональному дополнению Н՞ а 7(ГО).

Из [еоремы 1.2 в качестве следствия вытекает теорема о наилучтем приближе-

НИИ.

Теорема 1.3. Пусть /(г) € Ьр а 7(ГО). Тогда минимум функционала

*>(/.9) = _//(>- К1ТКГ1/(С) ֊ 9«)12 <МС),

определенного на семействе функций д(г) Е Н'* О>7(ПЭ), реализует функция

яМ = е

Иными словами

Ш9)>Р(/,9/), (lie)

Доказательство. Заметим, что Д(/, (?) = [/ — д,/ — р]. Далее, произвольная 

функция / Е Ь^О7(1О) представляется в виде / = <?/+/, где / принад­

лежит //^а7(ГО), г.е. / ортогональна пространству //^>ОЛ(Ю). Теперь, если 

9 € Н’ОЛ(Ю), то

T>(f, д) = (/ - д, f ֊ 9) = [7 + (9/ ֊ д), f + (9/ ֊ tf)J = 

= [7> 71 + (9/ “ 9> 9/ “ 9] + [7, 91 - s] + [9/ - 9՛ /)•

Ho [f,g, - s) = - 9,7] = 0, так как j 6 /^,О,7(Ю), a 9/ ֊ 9 e «?.а,г(^)-

Следовательно
J • r - <• V • , r

• ^(/,9) = [7,71 + 19/ - 9,9/ -91 = [/-9/,/֊9/1 + [9/ “9.9/ ֊ 91 -
• •

= P(/,9/) + P(9/.9)>P(/.9/) • 4» ՝ *

и, таким образом, (116) установлено.
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§2. ТЕОРЕМЫ ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ

2.1. Интегральные представления в пространстве С^Ю). Прежде всего 

напомним определение хороню известных дифференциальных операторов

z = z 4֊ iy.

Отмстим, что для заданной в некоторой комплексной области непрерывно диффе­

ренцируемой комплекснозначной функции / условия Коши-Римана (т.е. условия 

голоморфности) могут быть записаны как />/(л) = 0. Далее, как и выше, Ю 

- единичный круг в С, а / С С!(Ю), если эта функция и все се производные 

первого порядка непрерывны н замкнутом круге Ю. Как известно, для функций 

/ Е С'(Ю) имеет место формула Коши-Грина

Эта формула для аналитических в ИЭ функций переходит в известную формулу 

для единичного круга.1

1 Хорошо известно, что интегральная формула Коши на самом деле справедлива 

для значительно более широких классов аналитических в круге ID функций 

(например, для классов Харди Нр, р > I). Что касается формулы Коши-Грина 

(2.1), то и она остается в силе для более широких, чем С*։(Ю), классов функций. 

Однако, в данной paGoit? автор, избран себе основной целью получение новых 

интегральных формул, счел целесообразным оставаться в рамках класса С1 (ID).

В связи с Теоремой 1.1 мы естественным образом приходим к задаче полу­

чения формулы типа Коши-Грина

I [[ Df(Q-- // г ֊ , геШJ J s * 
ш>

для функций / £ С։1(Ю). Очевидно, для аналитических в Ю функций / £ 

(2.2) переходит в интегральную формулу (1.7) Теоремы 1.1. Мы a priori 
9 

предполагаем, что неизвестное ядро удовлетворяет следующим условиям :
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(а) Функция ^(г,^) определена при г Е Ю,£ Е Ю и, при фиксированном 

г Е Ю принадлежит, например, классу С։(ГО),

(Ь) ФДг.С) = 0 при 2еЮи(Е <910,

(с) Ф„(г, г) = I при любом г Е Ю.

Ниже мы увидим, что эти условия естественны.

Итак, пусть функция /ЕС1 (Ю) произвольна. Для фиксированного г Е Ю введем 

в рассмотрение дифференциальную форму

сеБ\<г>- (2з)

Далее, выберем € > 0 настолько малым, чтобы круг Юе(г) = {< ЕС : К - г| < 

< с} вместе с границей 5Ю<(/) = 7с(г) лежал внутри Ю. Затем применим к 

дифференциальной форме <^2(г) формулу Стокса в замкнутой области Ю\Ю£(г) :

/ л(С)-/ р.(С)= [ [ </^(0 ('֊•։)
Лэпэ У J

ПЭ\Ю<(^)

и заметим, что [дЮ <^,(() = 0, в силу свойства (Ь) ядра Фо. Кроме того 

/
Пт/ ^։(С) = /(г) 

* •»
в силу свойства (с). В результате, устремляя е 1 0 в формуле (2.4), получим 

֊/(г) = Ц 4<рг((). Записав затем </^г(£) в виде (2.3) и принимая во внимание, 
пэ __

что /9( 1/£ - г) = О, С € Ю \ (г), приходим к формуле

/(.) = _1 I/ ЛО-у^О ,,„ю _ 1 [[ ^Ю. .ею.
* Л С. - 2 * 7/ С ֊ гю пэ

•. . (2 5)

справедливой, таким образом, для произвольной функции / Е С1(Ю). Сравнивая 

формулы (2.2) и (2.5), легко заметить, что вторые слагаемые в их правых час гях 

совпадают. Для совпадения и первых слагаемых предположим, ч то соотношение

• й(фа(г.<) = -«- г)(1֊К1Т1СГ*»В.С). сеиэ (-.6)

вынолнясч'ся для каждого <|>иксированного г Е Ю. 3 аким образом, задача на- 

хождения интегральной формулы (2.2) типа Коши-Грина для класса функций 

С‘(Ю) свелась к поиску ядра Фо(г, () (г Е Е Ю), удовлетворяющего усло­

виям (а), (Ь), (с), а также уравнению (2 6)-
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Лемма 2.1. Если существует ядро, удовлетворяющее условиям (а), (Ь), (с) и 

уравнению (2.6), то для него справедливо представление вида

/ \ л|ш| /• оо
Фи(г։м) = I - и>--- -— / (1 - |г|р)иг', + 1 / е“Ч°+р Ер/2(12!рг*г/ы\ ц) д1(1г,

1(1+ а)ш Уо Уо
2 ЕЮ, шЕГО\{0}. (2.7)

Доказательство. Зафиксируем г Е ГО, запишем формулу Коши-Грина (2.1) для

функции Фо(г,С) Е С (ГО) :

ш Е го.

Отсюда, ввиду условия (Ь) и (2.6)

Ф„(2, ш) = <МС) =

= КНаКГ<Мг.С) <йп(О+^ II(I - </т(С),

ю ю
2 Е ГО, щ Е ГО.

Заметим теперь, что первое слагаемое в правой части тождественно равно 1 

(эю .юг ко следует из 1еоремы 1.1, если положим / = 1). Поэтому, с учетом 

(1.8), получаем

г е го, ш Е ГО.

Меняя порядок интегрирования и переходя к полярным координатам, будем 

иметь

। \ р( ю — г} Гж р «7+1Фо(2,ш) =1 + ---- х
1 (։+л)Уо Уо 2тг»
[ рр2 2К\

ХА|=Г—«г֊и>) гею՛ с2-8)
Далее, разла! ая функцию типа Ми г гаг-Леффлера в ряд, из теоремы о выче тах 

получим

Г (/1 + 2к/р) 2тп
___________

(С - ш)
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оо

4г=0

12к/рг2кгк

։՝(я 4- м/р)
если г >
если г <

|ш| 
|о||

О,
-^-1Ь’р/2(12^г2г/ш;р),

если г > |ш| 
если г < |ш|.

Теперь из (2.8) следует, что

х к “7>) 2/уг՝^,1г гею, ։лею\{о)

После упрощений и перемены порядков интегрирования получается формула 

(2.7) и, тем самым, доказательство завершено.

После того, как Лемма 2.1 доказана, естественно определить ядро Фо при 

2 6 Ц ш 6 Ю \ {()} по формуле (2.7) и выявить сю свойства.

Лемма 2.2. Пусть ядро Фа(г, ш) определено формулой (2.7). Тогда при каждом 

фиксированном г Е 1) справедливы следующие утверждении :

/. Функции Ф։»(г,1г) принадлежит классу Сх (Ю \ {()}) и в Ю \ {0} удовле­

творяет уравнению (2.6).

2 При и —♦ О справедливы представлении :

Фа(г, ։/՛) = 1 + О(|и/|> +1), если г / 0, (2-9)

Фи(0,п>) = 1 + О(|шр+2). (2.10)

3. Фп(г, ш) = 0, и> С с/Ю.

Т Ф<։(г. г) = I, если г / 0, (2-1 1)

Гнпа Фи(о,»/») - I. (2.12)

Доказательство. Из формулы (2.7) легко следует, чти Фа(г,и>), как Функ­

ции о г и՛, принадлежит классу С։(Ю\ {0})- По правилу дифференцирования 

сложной функции имеем

=£_ |ш|-)“|шР + 1
()й: Г(1 + ») «•’

Ш е 1.5 \ (о).
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И поскольку ֊-^ = ~т~7> то используя (1.8) получаем (2.6). Тем самым, 
ди> 2|м|

утверждение 1 доказано. Далее, (1.8) очевидным образом влечет оценку

— гру гу + 1 <1г, и> 6 Ю \ {0},

откуда легко следуют (2.9) и (2.10). Затем, если ш С ЭЮ, г.е. |ш| = I, то после

•Л

простых преобразований получаем

, х Р ш — г[ 1 12и1)=‘-Г{1+а) ш Л е ^Г04Т2ШХ

... . I и) — 2- г>’)1։г2* + > +1 (]г (И — 1----- —-------х
(1 + о)

//(I + о, + *2к/р)(гй})к 
Цр + М/р)

ОС- г . V) — 2 I— 5 (2,/;) = 1--------- у—= ֊ о.
и; л—' и) I — 2Ц)

Ч го же касается утверждения 4, то (2.11) непосредственно следует из (2 7), а

(2.12) является следствием (2.10), так как у > —2. Итак, лемма полностью

доказана.

Замечание 2.1. Напомним, что нашей целью являлось нахождение ядра, удо­

влетворяющего условиям (а), (Ь), (с) и уравнению (2.6). А между гем, как эго 

видно из Леммы 2.2, построенное нами но формуле (2 7) ядро Фа удовлетворяет 

несколько иным условиям 1 см не менее легко видеть, что при этих условиях 

проведенные выше эвристические рассуждения (вплоть до получения формулы 

(2 »‘>)) сохраняют силу. Поэтому справедлива следующая основная

Теорема 2.1. //усгль и ФЛ определены, соответственно, по формулам

П Л) а (2.7). / о,‘.да произвольная функции / £ (' (Ю) пр/ дстааляе.гпе.я а виде

(2-2)-

Замечание 2.2. Первое слагаемое в правой части (2.2) - оператор ортогон «а ль но- 

10 и рос к ч и рован и я /^О7(Ю) на свое подпространство Н ,г Г(Ю) (см. Теорему 

1.2). Следова 1ельно, нгорое слагаемое в формуле (2.2) порождает оператор орто­

гонального проектирования (' <ю) с (1О) на НДа.,(ГО).

Следующая лемма дополпяе։ у । верждения 1 4 Леммы 2.2
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Лемма 2.3. /. При каждом 2 Е Ю справедливо предельное соотношение

.. Фа(г,ш) I - е~**хЛ?.. (1 - = 7(2Та) /„ (2.13)

2. Дли произвольного компакта К С Ю равномерно по 2 Е К

= 0{(1 ֊ |и^)1 + о} при |ш| —♦ 1. (2.14)

Краткое доказательство. Используя легко проверяемое тождество

р(ш — 2) Г 
1(1 4֊ й)ш Уо

(1֊г')"г’+1 [“ е-՝1а+“Ер/1(е>1’Г12^-^<11<1г։ 

У о

запишем формулу (2.7) в виде

Ы < |ш| < 1.

01 сюда соотношения (2.13) и (2.14) получаются стандартными рассуждениями, 

которые мы опускаем.

Частный случай Теоремы 2.1. Рассмотрим частный случай Теоремы

1 имеющий принципиальное значение. Пусть р — 2, а > — 1, 7 = 0 (и тогда 

1). В этом случае из (1.8) следует, что

о
гои

(1

(2 15)

при любых 2 Е Ю и н» Е Ю. Далее, из (2.7) следует, что при : С и и'6 Ю \ {0)

имеем

(2.16)

\0

(2 17)

ш — г
о о
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Заметим, что
(2.18)

где
и)

— Лх — ——
211’

Из (2.17) - (2.20) следует соотношение

Отсюда

(221)

Наконец, сравнением (216) и (2.21) получим, что

ш е Ю \ { 0}. (2.22)

о

э

Заметим, что в рассмотренном частном случае ограничение хи 0 оказывается
*

ИЗЛИШНИМ.-.. 1 ' .

Комбинируя формулы (2.2), (2.15) и (2.22), мы приходим к утверждению,

которое, хотя и является час тным случаем Георемы 2.1, целесообразно сформу­

лировать в виде отдельной теоремы.

Теорема 2.2. Ксли / 6 С։(Ю), то при любом о > -1 справедлива интеграль­

ная формула (0.3).

1 аким образом, отмеченная во введении формула (0.3) представляет собой спе-
\и € * • * * • ?• ;’•՝ >

циальный случай (2.2).

§3. ПРЕДЕЛЬНЫЙ переход от круга к плоскости 
» г - - 4

В этом параграфе мы будем опираться на классический результат, принадлежа­

щий Лапласу (см., например, [9], Раздел II, Глава 5, Задача 201), который можно 

сформулировать следующим образом. - ' - . г.9
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Пусть функции ^(х), Л(х) и /(х) — ехр[Л(х)) определены в конечном или бсско- 

ночном интервале а < г, < Ь и удовлетворяют следующим условиям :

1. При всех целых г — 0, 1,... (или просто при всех О г < оо) функции 

^(х)[/(х)]г = ^(х)сгЛ<х> абсолютно интегрируемы в [а, 6] ?

2. Функция Л(х) в некоторой точке < € (а, 6) достигает максимума, причем 
• •

в каждом замкнутом отрезке, не содержащем 8ир/*(х) < /»(£).

3. В некоторой окрестности точки £ существует и непрерывна А"(х), причем 

Л"«) < о-

4. Функция у>(х) непрерывна в точке причем <р(£) 0.

Тогда при г —> оо имеет место асимптотическая формула3

Мы будем рассматривать класс С1 (С) функций /•'(«), непрерывных во всей

«-плоскости С вместе со своими производными первого порядка. Если /-’(«) - 

произвольная функция из С1 (С), то очевидно при любом R > 0 /г(«) € 

где Юд = {г 6 С : |г| < R}. Следовательно, простая замена переменных в 

интегральном представлении (2.2) Теоремы 2.1 приводит к формуле

при любом R > 0, и р, 7, о, д, удовлетворяющим условиям (1.1) , (1.2). Ядра 
< 1 а

ФА и определяются соответственно формулами (1.8) и (2.7). Зафиксировав 

2В упомянутой Задаче 201 эти условия формулируются для значений г = 0, 1,..., 

но нетрудно заметить, что результат остается в силе вообще для всех г > 0. 
'Здесь и в дальнейшем запись н(г) ** Ь(г)} г —* оо означает,что



20 ։ 1 М. М. Джрбашян

произвольное а > 0, положим • • ' * • • • . » I
• •

I

Rp (т!1р = <тг (33)

и введем обозначения

w

I1

R' RJ R-pp<bar Z. W (3.4)

\R' R
w \
"г» I » w е юя \ {о}. (3.5)

w
= Ф

Тогда, с учетом (1.8), (2.7) и (3.3) (3.5), будем иметь

Ф«дг,ц)= Tr/ffr)TT /OO[e‘"։T^^/2(<T2/^'',/^w;M) dx, 
21 (rrr + I) Jo

i де

(3-6)г, w E Юя,

w е юя \ {о}, (3-7)

Кроме того, формула (3.2) принимает вид

1 [ [ Е)Р(и) т , 
~~ 11 г ^гп(ш), г Е Юн- (3.8)

ПЭ н » ’' 1Л ՝ 1 ՝* • ։ . . • I• * ( */
I еперь мы намерены в этой формуле устремить R —» +оо (или, что то же самое, 

к. .. „ >-• Ь "
устремить г —♦ +оо). Для этого, опираясь на сформулированный выше класси- 

» *т ' ‘ А. • г Т 1 * 1 • ՝ • •.
чсский результат Лапласа, выясним асимптотическое поведение ядер Фа>г(2,ш) 

. ■ • > *? • .» * ’ •• • «. •
и '^о,г(г,ш) при г • +ос. В случае интеграла (3.6) положим

^>(z) = ։'‘£p/j(<r2/*x’/'>z®;p), х е (0,оо), 
I

[0,оо),
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а для интеграла (3.7) при тех же возьмем

21

<р(г) = />’р/2(<т2/рх2/рг2г/и;;р), х € [0, оо).

Тогда легко видеть, то в обоих рассматриваемых случаях функция Л(х) до­

стигает максимума в точке ( = 1, А"«) = -а < 0 и <р«) / 0. Таким образом, 

условия, необходимые для справедливости асимптотической формулы типа (3 1), 

соблюдены. Воспользовавшись формулой Стирлинга

Г(Г(7 -р 1) - х/2^(га)га+1/2е-г<т,

получим следующую теорему.

Теорема 3.1. /. При любых г, и/ £С справедливо предельное соотношение

1пп г — ф-оо Фа.г (г. 1л) ~-^р/2(^2/₽г^г,/х) = Фа ос (г, ш).

2. При г Е С и ш Е С \ (0) справедливо предельное соотношение

ш - г /“1Нги Фст г (г, и?) = 1 — рсгр------- / С-°1Т1*'+1 х
г-^ + оо ' ш

х ЕР12(<т71(,т2г/ш\ц) дт = ФО1;5О(2, ш).

Наконец, в (3.8) устремляя Н —♦ 4-ос в формуле (3.8), получаем основную

теорему этого параграфа.

Теорема 3.2. Если функция Е(г) Е С1 (С) подчинена некоторым дополнитель­

ным ограничениям, то для нее справедлива интегральная формула

* Л/ ш - г 
С

(3.9)

Замечание

ограничения

3.1. Упомянутые

на функцию /'(г)

в формулировке Теоремы 3.2 дополни тельные 
V г .

е С*(С) буду։՝ указаны в следующем пара! ра-

фс, где проводится прямое доказательство формулы (3.9), по многом схожее с 
р г .. Л ;: - • • •

доказательством 'Теоремы 2.1.
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§4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

В КОМПЛЕКСНОЙ плоскости

Пусть р,су > 0, у > -2 и р = (у + 2)/>. Обозначим через /,£ ^(С) (1 < р < оо) 

класс измеримых в С комплекснозначных функций /(ш) с конечным интегралом

Г Г 4
// |/(ю)|яе՜*1՝"1’ 1ШГ <1тп(\1)) < сю. 

с
Далее, обозначим через //£ „ 7(С) подмножество целых функций из /,£ ^(С). Как 

уже отмечалось в §0, в работах [6, 7] было установлено, что функции класса 

//^П>(С) допускают интегральное представление

/(г) = - /7 е_<т|и |'’|н;РФоо(г, м)/(ш) с1т(и)), г ЕС, (4.1)
7Г

ГДС •

Ф֊х,(г։ ш) = — 2,шЕС. (4.2)

Кроме того, было доказано, что при р = 2, интегральный оператор, порожда­

емый правой частью формулы (4.1) - оператор ортогонального проектирования 

пространства 1,7рау(С) на свое замкнутое подпространство Нр(Гу(С).

В этом параграфе наша цель установить аналог формулы (4.1) для функций 

класса С1 (С) (удовлетворяющих, конечно, определенным условиям роста на 

бесконечности). Иными словами, мы намерены получить формулу типа Коши- 

Грина

е <7|г|

1 //■ Г ,
~ 7Г // ~11) - 2 2 ес (4.3)

которая для целых функций очевидным образом переходит в формулу (4.1). Ядро

Фцо в (4.3) пока нам неизвестно. Предположим, что

(а) ФОо(֊г1и;) определено при з, и 6 С, при любом фиксированном 2 ЕС, как 

функция от ш, принадлежит классу С1 (С) ;

(Ь) При фиксированном г 6 С функция и>) достаточно быстро убывает 

на бесконечности (смысл этой фразы будет уточнен ниже);
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(с)^по(^|^) — ।, ^ е с.

Для нахождения явного вида ядра Ф^ мы проведем эвристическое рассуждение, 

аналогичное тому, которое было применено в §2. Предполагая, что / е С։(С) и 

точка г ЕС фиксирована, рассмотрим дифференциальную форму

Ш <€С\Щ. (4.4)
4 71 4 Ц — 2

класса С1. Зачем, при 0 < с < Н < оо положим 7с(з) = дЮ£(г), 7я(*) = 

/ЛЛя(г). Далее, применяя к форме ^>1 формулу Стокса в замкнутый области 

Юд(г) \ ГОе(г), получим
•< I г;' <-ь > 1 * ’ ' * * ' ’ * ՝ * *Л Р р л

/ ¥>.«)-/ ¥>«(0= / I (4.5)
Ал(«) А.(*) <_______ д

Юя(ж)\Ю.(х)

Затем заме тим, что в силу условия (Ь) (конечно, пока довольно неопределенного) 

0 при Н +ос’ а н силу Условия (с) А.(л)^(О “* Л2) при

€ о. Поэтому, устремив R —» 4-ос, с — 0 в формуле (4.5) и вычислив ^(С),

на основании (4.4) получим

/В) = I/ - ֊ I/ ֊^^(.,С) </т(0, г ЕС.
* 7./ Ч - 2 * Л Ч - 2С С

(4.6)

Сравнение (4.3) и (4.6) показывает, что необходимо выполнение следующего 

соотношения при любом г£С:

ЛЧ-^(г.С) = -« - ^)<>-‘’1<1"КрФ«,(2,С), с 6С. (4.7)

Итак, мы должны найти ядро Фэу, удовлетворяющее условиям (а), (Ь), (с) и 

уравнению (4.7).

Лемма 4.1. Если ядро Ф«, е требуемыми свойствами существует, то для 

него справедливо представление вида

Ф.А,(2։ш)^-| -р<у'1֊----- / е՜՞1^ гу^1 Ер/2((г2/1,г7 г/ицц) (1г}

г С С, ш€С\{0}. (4.8)
♦

Доказательство. При фиксированном г Е С, в силу обычной формулы Коши­

на, для |м.’| < R. мы имеем

(4.9)
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4-оо, го первое слагаемое в правой частй (4.9) будет стремиться к

нулю, в силу условия (Ь) на ядро Фе». Поэтому, с учетом (4.7) получим

I
<

Далее, если воспользоваться формулой эго представление

можно записать в виде

U) — z

л՜
—- ^т(С), 
U)

w ЕС.

Подставляя сюда выражение (4.2) и переходя в
• I <

интеграле к полярным координа­

там, ПОЛУЧИМ %

ОО

— С
‘2 л i 1<1=г С(С - w)

г,

I

П<> легко видеть, что

|(|=г ' <(С ~ «’)
W

w;

Таким образом, (4.8) следусч из (4.10) и лемма доказана.

Установленная лемма позволяс'1 перейти от эвристических 
• . « • » । ♦. г . i ։ • 4 г рассуждений к

< « pol им выкладкам. А, именно, определив ядро Ф^ по формуле (4.8) можно

иерей । и к выяснению основных свойств этого ядра. Прежде всего, справедлива 

прос гая

Лемма 4.2. Пусть ядро Ф^ определено по формуле (^.8). Тогда при каждом 

фиксированном 2 ЕС справедливы утверждения :

/. Функция Фтс(г, ш) принадлежит классу С1 (С \ {0}) и удовлетворяет

уровне ник> (J. 7)

2. При w — О

Фоо(г, w) = 1 4֊ O(|wp+1), если z ± О,

-А< 1 < « *С 4 * »• * н

Ф^о(0, ш)= 1 +o(|wp+2).

'J'»։(■։, z) = 1, если г / О,
• 1 f , i . ‘ *. V

limU(_0 *«>((), w) ֊ L
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Доказательство по существу повторяет аргументацию Леммы 2.2, и., поэтому, 

мы его опускаем.

Лемма 4.3. Пусть ядро ш) определено по формуле. Ц.Н). Тогда для любого 

е 6 (0, 1) а для произвольного компакта К С С

равномерно по z Е К.
• >

Доказательство. Во-первых, отметим тождество
Г ОО

\ =/>ар —----- / с~пг !?p/-i((T^(,r2z/w։jk) dr, |zl < |w| < oof
1Г J(i

которое легко устанавливается почленным интегрированием разложением в ряд 

функции типа Миттаг-Леффлсра. Следовательно, формула (-1 6) при \z| < |и-| < 

оо может быть записана в виде
, г00

^ос(2. м;) 1 — —) / с“П|Г| г ’ч 1 Ьр/2(/72^г2г/а՛; р) dr =
w J\~\

c-‘’։Ell/2(a2,l,x'ill’z/w:ll)J-'‘-' dx. (I ll) 
J\h> I *

Далее, поскольку Ep/?(w,p) - целая функция порядка р/2 и типа 1, то можно 

подобра ть такую константу А > 0, чтобы во всей плоскости С была справедлива

оценка

Ib’p/2(w;/я)| < Де2||1>| , wGC. (4 12)

Однако, если € 6 (О, 1) произвольно и |z| < Al, a |ir| > (4/f)2^рR, то имеем 

\г/и)\р1* < с/4 (в частности, |zj < [w|). Следовательно, из (4.12) следует, что

|^/2(аа^х2/''г/«.';/<)| < Ле'°г'\ х 6 (0,ос)

раниомерно ни |г| < /? и |ш| > (■1/е)2/''/Г Па основании эпй оценки из (I II) 

следуют сио гн< »ик ния
ос

՝ е. е
|w|*

I

•АО

Лемма ул »казана.
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/»• . »< • -4 л ։։.Г?* * ». *.Kî н > V4 . • • .’■՝■* -, ՛•
> ъ - • ՝* Ъ __
Замечание 4.1. В ито1т мы построили по формуле (4.8) ядро Ф^». Однако, как

I . . •' • IJ »W *• • ? f ' * •• » * 4
• • I -г ■ • - .

это следует из Лемм 4.2 и 4.3, первоначально требуемые от ядра Фоо априорные

свойства несколько видоизменились и уточнились. Но легко видеть, что провс-
, • - .4 ՝ . ‘ ‘ V ч» • • ՝ ►

деннЫе выше эвристические рассуждения (вплоть до получения формулы (4.8))
. ■ • • « k * • I •■ • vi • ' * .

остаются в силе, если должным образом подобрать класс функций f(z). Тем са­

мым, справедлива следующая

Теорема 4.1. Пусть ядра Ф^с и Ф^о определены соответственно по формулам 

(4-2) и (4-8). Тогда интегральное представление (3.9), где Фв>оо = Фсх) и 

Ф„-к, = Фе», справедливо для каждой функции /(г) € С’(С), удовлетворяющей 
» ։ ’ ,՛ : . .. • ՛ 

следующим дополнительным условиям : 
1 4 • ‘ I ’ ♦ ’ • < Н • ՝ ’ ։

(а) для некоторого е Е (0, 1)
। к ; ' 4 г • 11 Ц’1

/(г) — О(со(‘-։)|х|'’) ври |г| —» оо; ' (^З)

(Ь) для некоторого е Е (0, I) 

• ч ։ Л
/}/(г) = ^)(С‘Д1 •£)1г1 ) При |2| 00

г *

В частности, для целых функций /(г), при некотором с Е (0, 1) удовлетво­

ряющих опенке (4.13), мы вновь nu.ivчаем представление (4.1).

Замечание* 4.2. Заменим, чю 1еоре.мой 4.1 вновь устанав.1ивается формула 

(3.9) предыдущего параграфа, но уже՝, с конкретным указанием < <ютнетствуинцс- 

го класса функции.

Наконец, обсудим один важный частный случай Теоремы 4.1. Пусть р — 2.

<т >• О и ~г՝— 0 (слсдонагельно, р = I) В э'гом случае формула (4.2) принимает 
{ । I • ► •

НИД

4*^(2, ш) = /тА'Дагн); I) — acat'u, z, ш Е С.

Далее, из (4.8) при г Е С и w ЕС \ (0) получаем

о
( I.i4)
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Заметим, что в рассматриваемом случае ограничение ш / 0 излишне. Следова- 

тельно, основная формула (4.28) принимает вид (0.8), где функция /(г) £ С1 (С) 

удовлетворяет соответствующим условиям роста на бесконечности.

§5. ВАЖНЕЙШИЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ТЕОРЕМЫ 4.1

5.1. Специальные случаи ядра Фоо. Напомним, что при г 6С, ш ЕС\ {0} 

ядро Фоо(-г, м) определялось по формуле (4.8), где р}а > 0, 7 > -2. В настоящем 

параграфе мы будем предполагать, что указанные параметры не произвольны, 

а выбраны следующим образом :

2 , .«ч 2(1 + «) л 2 + 7
р = - (р = 1,2, ■■■), 7=------------- 2, Р= ------- = 1+к, (5.1)

Р Р Р

где к, > 0 - любое целое число. Ввиду обозначений (5.1) формула (4.8) после 

простых преобразований запишется в следующем виде :

f a |w|2^Fyj _  2 /
Фоо(2, w) = 1---------- / e~zxKE՝!/p(xpz/wt I + к) dx, z £С, wGC\(0).

w Jo
(5.2)

Далее, положим иу = ехр[2лт/р), и отмстим очевидные формулы

Л=0

кк Гр, если k = 0 (mod р) 
₽ (0, если k £ 0 (mod р)

Затем, воспользовавшись разложением

IXJ

р ’
4=0

придем к тождеству

/»=о

Лемма 5.1. В предположении (5.1) относительно параметров р,у и р при

(5.5)

(5 6)
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Доказательство. Прежде всего ог.мс։ им. что при любых а — О, I,... с нраве, «л и

во тождество

Далее, в < И. IV %причем в случае л՛ — 0 сумма՛ но индексу
> ■ • * • * •

к нопдос । у <псу i г . в> с ।.

(5.4) имеем

^1/Р(^Рг/и;; 1 + *) '

t( ледова i елыю, с ՝<н лиево (5.Н) получаем

Наконец, из (5 2) получим представление (5.5). ••• , .
: . - ... ՛. ՛

1 : ' > -"՛ 4։ Г. •’ • V* • ;՛.• 1 , ՝ д,
5.2. Дополнительны«՝. определении. Мы намерены провести дальнейшие

преобразования и упрощения формул (5.5) (5.7). С этой целью необходимо
. -...«5 ։- < Л • > ь Ч . » • '■ *■՛ • .уД

НВ« < I и дополни гсльны«՝ обо значении и уг ганови I ь некоторые соотношения.

11у ։ । ь р — I 2,... и л — Ц, I,.. произвольные целые числа. Очевидно, ч го 
' 1 • А.

а «'динствснным образом можеч бы 1 ь представлено в виде

а = у,лР -у г0, . (5 9)
• • • ; ՝ •. • - * т iц / л . * * в I 

л

। ле /у,, > и и и < ги < р - 1 - также целые числа. Более тою, легко видеть, ч го 

//,t [л /// Далее, вн«՝аем в рассми«рение полиномы от £ 6 С :

/;_ г71(<) =[}(!--՛;/), р > 2, ()<//<р-|. (5.10)
I-1’

* • •• I | 4 Ф » : . • Ч • • I • • Л - / • • 1 -- г •• * * • - • I
Лемм»։ 5.2. Имсе.т место тождество :

1 V" Л сес. (5.11)
’ I Л -И .

■

Доказатс.ль«՝.т во. Прежде всего отметим тождество

1՛ - 1
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В его справедливости легко убедиться, если заметить, что в (5 12) слева и справа 

присутствуют полиномы степени р, имеющие одинаковую совокупность простых 

нулей {^р : 0 < У < р - 1} ив точке ( = 0, принимающие одно и то же значение 

1, Следовательно, ввиду (5.12) и (5.10) будем иметь

Л=0 Л=0
(5.13)

Однако, если ( € Ю, то

(5.14)

С другой стороны, ввиду (5.3) и (5.9), имеем

если к = г0 4֊ пр, п = 0,1,.. 
в противном случае.

(5.15)

Отсюда и из (5.14) следует, что

(5.16)

Наконец, из (5.13) и (5.16) получаем формулу (5.11) при ( Е Ю, а значит, и при 

всех (ЕС. Таким образом, лемма доказана.

Следствие. Справедливы следующие формулы :

1
Р

С€С,

С6С, С#1. (5.17)

5.3. Основная теорема о представлении ядра Фоо-

Теорема 5.1. Н предположении (5.1) относительно параметров р, 7 и р при 

г 6 С, ю ЕС \ {0} имеет место следующее представление :

г де

(5.18)
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Доказательство. Сперва займемся 
: и в ՛••'. . 3 ՝ ‘ ' г> • ’ ՛.

представлении (5.5) . Очевидно

упрощением выражений для и} и в

(5 21)

Кроме того, последовательным интегрированием но частям получаем

к = О, I,...

Поэтому величина может бы ть представлена в виде • • < 4

(5.22)

Комбинируя (5.21) и (5.22), получим

£/, -и2 = ֊ (/;, (5.23)

где

(5.24)

(5.25)

Далее, согласно (5.17) и (5.24)

(5.20)
Кроме того, из соотношений (5.10) и (5.12) следует, что

Л = 1|
(5.27)
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Наконец, преобразуем величину :

՛ । Ний м *- ‘
С учетом (5.15) и (5.9) последнее соотношение принимает вид

=Р

(5.28)

Тем самым, комбинируя (5.23), (5.25) - (5.28), получим

(/, ֊ и2 =
4 * | э

(5.29)

Наконец, формула (5.18) легко следует из (5.5) и (5.29). Этим завершается

доказательство теоремы.
А

В заключение рассмотрим некоторые специальные случаи обшей формулы

(5.18). % •
Случай р = 1, к > 0 целое. Очевидно = 1, кроме того, в этом случае

Ро,о(С) = 1 и рп = к, го = 0. Следовательно, согласно (5.18) - (5.20)

ш
1’1 (г, ш) =-------см — г

(5.30) 

Заметим, что если к — 0, то второе слагаемое в правой части (5.30) отсутствует, 

и мы получаем

Ф<ю(-г. ю) = ехр(агй! - а|м| ],
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что вполне согласуется с формулой (4.14).

Переходя к рассмотрению случая р = 2, предварительно отметим, что roi да

Ldp = и2 = с։я — -1 и, кроме того Р\.р(<) = 1 + G ^i.i(C) = 1 ~ G

Случай р = 2, к > 0 - четное. Очевидно к - 2i/0 (р0 > 0) и г() = 0. Поэтому
ч 

1

V\(z,w) — — V л( Уг/Ш) ехР[а ] =
■ w — 2

Л=0

2ы Г . 7՜= /~/— I ÆTZ]=------- ch ax/zw + \/z/w sn a\/zw\,
uj — z 1

12(2, w) =2

Следователь но, получаем представление

^00(2,1»)=—----•(֊) e £,|u/|[Vi(2» ьи) - V2(2, ш)] =

(Z \ ~ | | f /------ y y w
— ) ch <rv zw -h x/z/w sh <tv 2ÏÛ1 —
w / J

В частности, при к = 0 (т.е. при i/q — 0) получаем следующее простое выраже­

ние :

Ф<»(г, w) — с 1 ■ ch сг\/zw -1֊ \/z/w sh <т\/ТТй].

Кстати, в этом случае ядро гоже записывается прости

Фоо(2, tu) =
а I— ch (j\Jztu. 
2

Случай р — 2, к > 1 - печатное. Очевидно к, = 2^о + 1 (//и > 0)и г0 — I.

(’ледова le.iLiio
1 ___

Л /*| л(\/г/tu) expfax/HÎL'J] =
Л=11

Отсюда получаем
. , . W — 2 / 2 \ -«'0-1/2 . .

ао(г,’") = \й) е-’’“1[Ц(г|») - V։(*.w)) =
/ Z \ - «'О _ | . ---------- -------

= ( — ) е |u/| ch a\Jzw 4- xjw/z sh (rvzwl — \ w/ 1 v J

m=0
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в частности, при к ±= 1 (те. при и{, = ()), имеем

^ои(ш) — с 11 ' [ ch гту/zw 4֊ \/w/z sh гтх/ггЛ՝,

и

ABSTRACT. Tho main results u( the paper consist in the establishment 
of formulas of the form /(z) = P(f)(z) + T(df)(z) in the following two cas< s : 
(a) /(■?) is a function of class Cl in the unit disk ID and P is the operator 
of orthogonal projection of the space /?{ID; (1 - Iz^)0 |zpdm(z)} onio its 
subspace of analytic functions; (b) /(z) is a function of class C} in I he 
complex plane (satisfying certain growth conditions near infinity) and /’ is 
the operator of orthogonal projection of the space /?{C; |zpdm(:)} 
onto its subspace of entire functions. In both cases explicit formulas for 
kernels of the integral operators P ami T arc obtained.
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