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Оценки логарифмических производных играют важную роль в теории распреде 

ления значений мероморфных функций (см. [I]).

Опенки для величин

1г/(гс‘*’) 
и>(ге|՝р)

ш/(ге‘’’’) 
и^ге1*1)

где 1д(֊г) - мероморфная функция в |г| < оо,

Д(г, а) = Д(г, а, ш) — {г : |ш(г) - а| < I}

и

А(г, ос) = Д(г, оо, се) — {г : |и>(г)|М = г;

были получены в [2]

Однако оценки логарифмических производных рассматривались как про­

стые вспомогательные технические средства. Между тем в [5] было установлено,

Что для ин теграла 

м(ге‘^) — а

имеют место некоторые аналоги второй основной теоремы I .Нсваплинны и 

соотношения дефектов, характеризующих уже новые исключи тельные значения 

Функции 1д(г). Другим примером приложений логарифмических производных 

является следующее простое предложение, связывающее характеристику / (г, л)
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с классическими величинами : если мероморфная в |z| < оо функция w(z) имеет 

по крайней мере два исключительных значения в смысле В. П. Петренко, т.е 

существуют значения а։ и а? такие, что /3(а}) > 0 и /?(аз) > 0, где

0(а) = /?(а, w) = lim - - • I max In4՜ -———------ ) ,
г~*°° ‘ (r) \kl=r |w(z) ~ al/

и T(r) - характеристики Нсванлинна, тогда для любого a 6 С и г мы имеем

Ф^ + О(1), г —• сю, z = ге’Л

Заметим также, что результаты работы [5] и неравенство (1) позволяют обоб- 

шить некоторые результаты В. Фукса [3] и В. П. Петренко [4]. В настоящей 

работе мы рассматриваем величины

Pk(r,a)=^r | ln(i)(w(z) - dp, kQN, к > 1,

зависящие от производных высшего порядка мероморфной функции w(z). Для 

этих величин мы устанавливаем аналоги второй основной теоремы Р. Неванлин- 

ны и соотношения дефектов.

Теорема 1. Пусть - мсроморфная я |z| < оо функция конечного нижне­

го порядка А > 0 и пусть ЕС (i/ — 1,2, ...,g) - конечный набор попарно 

различных комплексных значений. Тогда на некоторой неограниченной после- 

довательности значений гп выполняется неравенство 
я ,

У г / | ln^*\w(z) — av)| dp < K(k, X)T(r), r —» oo, (2)
l/ ZZ l v )

где K(k,X) - постоянная, зависящая от. k и X.

Замечание. При к - 1 неравенство (2) было установлено н [5] ([5], Теорема I).

Из Теоремы 1 мы получаем некоторый аналог соотношения дефектов Г 

Нсванлинны.

Следствие. Для мероморфной в |z| < оо функции w(z) конечного нижнего 

порядка А > 0 множество

s a : D*(a) = w) = lim —> ol
( г-«по Т (г) J



Исключительные значения мероморфны х функций

не более чем счетно, и имеет место неравенство

Теорема 2. // предположениях Теоремы
\/2

Ъ < К(Х)Т(г),

K(k,X).

1 справедливо неравенство

(3)

И)

а

где. К(А) - постоянная, зависящая от X.

Приведем теперь вкратце доказательство 'Георемы 1. Сначала докажем

существование значений Ь» (и - 1,2,...,7) , для которых величины

△ (r,/Jv)
“малы”. Оценки для Р*(г, а„) будут близки к оценкам следующих величин

(5)

Л алое, к последнему интегралу применяем “свойство близости п-точек” меро­

морфных функций (см. [6]).После представления подынтегрального выражения 

(5) формулой Неванлиины, получаем разности однотипных факторов, завися- 

ших от аи-точек и би-точек функции м(г). Учитывая тот факт, что «„-точки и 

б^-точки близки в среднем, заключаем, что указанные разности “малы”. Таким 
<7

образом, мы получаем “малость” суммы £ /*(г, а„) в том смысле, что правая 
«/ = 1

часть (2) не зависит от д.

Теорема 2 непосредственно выводи гея из Теоремы I.
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