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Для функций (и;(т),о;(т)), определенных на единичной сфере 5”՜’ п- 
мерного евклидова пространства ПР1, найдены необходимые и доста
точные условия, при которых выполняется следующее неравенство

где Л7(/, х) - максимальная функция Харди-Литтлвуда, определенная 
на 5П՜1.
Аналогичный результат доказан для максимальной функции Харди- 
Литтлвуда, определенной в ПР*.
Эти неравенства дают возможность обобщить некоторые результаты 
теории гармонических функций и доказать весовые интегральные 
неравенства для класса Кальдерона- Зигмунда.

Н. ВВЕДЕНИЕ

В 1930 Г. Харди И Дж. Литтлвуд [1| определили максимальную функцию

где /СП!1- произвольный интервал, и доказали что для р > 1

(1.2)

։ де Ср > 0 зависит только от р.

Максимальная функция Харди-Литтлвуда и се модификации имеют важные 

приложения в гармоническом анализе, эргодической теории и в теории кратных 

интегралов (см. [2] - [4]).
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В работах Г.Рауха [5], К, Смита [6] был доказан аналог теоремы Харди-

Лигтлнуда для единичной сферы .S’՞՜1 п-мерного евклидова пространства Ш.’*,  

п > 3.

В 1972 Б. Макенхаупт [7] нашел необходимое и достаточное условие на 

весовую функцию в , при котором выполняется интегральное неравенство 

типа (1.2) . При этом в определении (1.1) supremum берется по всем кубам 

из пространства IRn, содержащим точку z. Этот результат послужил толчком 

для получения многочисленных результатов в различных областях современной 

математики. *

На сфере 5П՜ 1 максимальная функция Харди-Литтлвуда определяется сле

дующим образом :

A/(/,z) = sup —L֊ [ |/(01^ь (1.3)

ieq ՛ q

где supremum берегся по всем сферическим сегментам Q, содержащим точку z, 

а cr(Q) мера множес тва Q. Отмстим, что сферический сегмент с центром в t и 
■I

радиусом г есть множество : Q(/., г) — {у Q Sn՜' : |у — 1\ < г}.

Используя результаты работ [8], [9] и [10], в [11] была доказана следующая 

■
Теорема А. Пусть w(z) > 0 - весовая функция, определенная на Пп~}. Для 

того, чтобы при всех f Е L^(Sn~ 1), 1 < р < оо выполнялось неравенство 

|/(01М0^.

где Ср > 0 - постоянная, не зависящая пт f, необходимо и достаточно, чтобы

для u(t) выполнялось бы условие /1£, т. е. для любого сферического сегмента 

QC5”՜1 

tr(Q) Jq <Q) Jq

где. (' > 0 не зависит от Q.

В. Керман и А. Торчинский [12] распространили результат Б. Макенхаупт»

на классы Орлича. Ими была доказана следующая теорема (см. §2 после необхо

димых определений). 
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Теорема В. Пусть функция Юнга Ф(4) и ее дополнительная функция ф(<) у։)„. 

влетворяют условию Д2. Тогда следующие условия (1), (II) и (Щ) эквивалент- 

ны : .

$(/(z))w(x)da?, 
ш.՝

(I)
[ Q(Mn(f,z))u(x)dx < С 
JIRn

где. постоянная С > 0 на зависит от f ;
9 . I

ill) неотрицательная, локально-интегрирусмая функция u(z) принадлежит
• • >

классу Аф : для всех кубов Q с IRn и любого с > О

где К > 0 не зависит от Q и произвольных чисел с ;

(!!!) и>(я) Е Ар*,  где р*  - нижний индекс функции Юнга Ф(£) :

• •
Теорема С. Пусть функция Юнга Ф(/) и Лтоинитмьиа* к ней Ф(()

удовлетворяют условию Д2. Пусть р„, Р\ - нижний и вгрзний «к֊ гхии функции 

Ф(1), « Ч-, Ч-, - нижний и версний индексе, функции ♦(<)• Тогда следующие 

утверждения эквивалентны :
(а') локально-интегрирус.мая функция w(z) принадлежит классу Нь. т.е. для 

любых кубов Q С Ш-п а ь >

для всех кубов Q С IRn.

В работе [13} был доказан подобный результат в случае, когда весовая 

функция находится внутри метрики функции Юнга Ф.

Следующая теорема была доказана в [13].

Для любой локалыю-интсгрируемой функции м(х) определим соответствующую

максимальную функцию : 
• ։ •
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где Оф > 0 нс зависит от С} ие.

(Ь') и)(х) Е Вр*, » = О, 1, т.е. для любого куба С П<п справедливы неравенства 

]^11х<?'«ць1>;||^||£<.. < ор;, 

• - / • * 1 •• *’ • •* • ? •
^Нхо^Пь’:П^Пь’; ֊^-

Л •

(сх) Существует некоторая константа Сф > 0 такая, что для любого £ > 0 и 

произвольной функции / 6

\\hMl։ <^ф11/11ьг
' • • # , •• * ՝ • - V• •

(г/7) Существует постоянная Сф > 0 тпака^, что для произвольной функции

( ф(//ш(/,х))(/х<с; / ф(/(х)Их.
1Я"

(ех) Существ уст постоянная Оф > О такая, что для всех кубов 0} С Жп и 

любого £ > О

[ ^.(еЩх^х р (֊ [ *(^֊7֊

где

5»(А)
1>о Ф(г)

(/') Справедливы неравенства

1|Я»(/)11^: < СР- П/П,,;, 
• • • г • #

где Ср* >0, 1 = 0, 1 не зависит от /. Ш • •

Нам необходимы следующие определения.

Определение 1. Скажем, ч го пара функций (и)(х), и^(х)), х Е 5п ^(х) • • ■ * •
принадлежи ։ классу 4Вф(5п՜1), если для любого сферического сегмента С

С՜ 5П՜ 1 и £ > 0

и у <Д/

где 1)ф > 0 на записи г от Q.
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Определение 2. Скажем, что пара локально-интегрирусмых функций (тд(х 

и|(л))» х £ принадлежи! классу ЛДф(ПТп), если для любого куба

УО|11х<?'^11ь* ы(П<-)||—< Лф, (1.5)

где О'ф > о нс зависит от Ц.

Для любой локально֊ин зегрируемой функции 1д(х) определим соотвстству

юшую максимальную функцию на 5П 1 следующим образом :

^и(/,*)  = 5ир—— |ш(г)| /хб<^(0) Л
до 
ш(<) 1^։.

где С] С 5П - сферический сегмент.
• • • •

В $3 доказывается следующая

Теорема 1. Пусть функция Юнга Ф(£) и дополнительная к ней функция Ф(!)

удовлетворяют условию Дз. Тогда следующие утверждения эквивалентны :

(л) (и)(х), и’(я)) € Л /^ф(5'п ').

(Ь) (щ(х),ш(х)) 6 Л НР'($п '), ։ = 1,2, пг.е. для любого сферического сегмента

фс 9”՜’ справедливо следующее неравенство :

(1.6) 

(1.7)
• • • ' •

где По > 0 и П\ >0 на зависит от (}.

■ (с) Пусть «>(г) и ^(г) > 0 интегрируемы на 9П ՛. Тогда существует посто

янная Сф > 0 такая, что г *

/ Ф(Нш(/,։)р(։)а<т։ <Сф / Ф(/(։))ы(։)^х. (>•«)
/ л . IСп-1

(<4 Пусть т(г.) и и,(г) > 0 интегрируемы па У՛՜1. Тогда существует поста-

՛ янная С’ф > 0 такая, что

(1.9)

а теорема позволяет полупить ряд результатов теории гармонических фупк-

Ций на сфере 5п”1.

^»алогично Теореме 1 доказывается следующая
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Ф(/)Теорема 2. Пусть функция Юнга Ф(() и дополнительная к ней функция

удовлетворяют условию Д?. Тогда следующие утверждения эквивалентны : 

(ai) (u>(x),u>(z)) € Л #ф(1Г1п).

(u’(j-), ц?(х)) Е Л /?p»(IRn), ։ = 1,2, т.е. для любого куба Q С IRn :

где ßn > 0 и /?։ >0 нс зависят от Q.

(с\) Пусть ц>(х) и а»(х) > 0 локально-интегрирусмы на ВПП. Тогда существует

постоянная B\, > 0 такая, что

Ф(/(х))и>(т)(/х. (1.12)

(д) Пусть ։г(х) и ^(т) > 0 локально-интегрирусмы на 1ЛП. Тогда существует 

постоянная Вф > 0 такая, что

П^ш(/)Н/,* >(1Я’») < £ф|1Лк*,(пт»)-  (, ։з)

Теорема 2 обобщает 'Теоремы В и С. * ь •

<|2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть <р - функция на (0, оо), удовлетворяющая условиям : 9?(0) = 0, <р(т) > О» 
՛ 9

при т > 0, не убывает и непрерывна справа Нтт_00 <^(т) = +эо.

Обозначим через 

соответствующую функцию Юнга.

(’кажем, что функция Ф удовлетворяв! условию Д^, если Ф(2/) < ЛФ(<) лля 

некоторого В > 0.

Функция

Ф(() = / 
ди

■V
। де ^9՜ (г) янр{я : у?(л) < т), пазыпается дополнительной к Ф. 11Ус1Ь 

х € 1 — {х 6- 11<" : |х||2 + •••+ |хп|2 — 1}. Весовое пространство ОрлиЧ'1



)» г^е и;(^) — итерируемая функция на .8'п состоит из функций 

на $п~] таких, что

u(z)v(z)u(z)c/z| < оо

для любой и(х), удовлетворяющей условию

v(z))u(z)dz < оо.

Пространство />ш(֊8 ) - банахово пространство относительно нормы Люксем

бурга, которое определяется следующим образом :

ПЛк*($ —») = inf к, k>Q. 
fsn-l ♦(Цг11Мг)<<«<1

В дальнейшем сферу S” 1 будем обозначать через S.

Мы будем использовать следующее свойство функции Юнга (см. [14], стр.37) :

... ф(А0 
ф(А) ~ <>? Ф(П ■ (2.3)

С՜1^) < Ф(£) < (2.2)

• • к *
В. Матуссвска и В. Орлич в [15] рассмотрели функцию

5

Справедлива следующая лемма (см. [16], стр. 35). 
- ■ •

Лемма А. Функция З'ф(А) ограничена на любом компакте, и существуют числа 
*

Рп м Р1 (ро < Р1) такие, что

Л>.(А) = О(։пах(АР0, Ар')) (2.4)

при А —» 0 или А —» оо.

Положим Pq = sup ро, р’ = inf pi, тогда

. , 1п.9ф(А) . 1п.8’ф(А)
„• — inf ----- - - — hm —;—;—* 1<А<оо In А А —оо In А

(2.5)

pj - sup 
()< А<

1п5ф(А) .. 1п5ф(А)
------- —- = hm —:—г—

In А а—«и In А
(2.6)

Изопрслслспия функции 5ф(А) следует, что существует постоянная С > 0 такая

'"'° "Ри Р(| < р'} И Р1 > р՝\

Ф(А0 < С maxfA”“, АР| )<»(«), Ро <Р1- (2.7)
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Пусть
С М>- :֊Л(Л') 
5Ф(А) _ 1пГ . (28)

Справедливы следующие соотношения (см. [17]) :

1п5ф(А) .. 1л5ф(А)
Ро = ։иР ■ . = Ьт , .

1<А<оо *п * Х — сю 1ПА

. . . 1п5ф(Д) 1п5ф(А)
Р| = 1пГ ---- :--- г---  = Нт --- :--- г--- .

о< а< 1 1п А а-»о 1п А

Числа Ро и р\ называются нижним и верхним индексами функции Ф(£). Из работы 

[18] следует, что верхний и нижний индексы и д\ дополни тельной функции

удовлетворяют соотношениям

и (2.11)

КЗ. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказательство Теоремы 1. Используя неравенства (2.2) условие (1.8) можно 

переписать в следующем виде :

' Ф(Х))ш(х)(1ах 
я

< / Ф(С'/(х))си(г)с/сгх,
•/.4՝

(3.1)

где С > 0 не зависит оз՝ /.

Из определения нормы Люксембурга следует, что

поэтому в условии (3.1), заменяя / па /։ получаем

ЦН,Л/)||,<(5) < РХ11/11(.«.(5). (3.2)

Таким образом, импликация (с) (с/) доказана.

Согласно определении։ максимальной функции //ц,(/, г)

Поэтому, используя (3.2). получаем
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откуда следует импликация (г/) ==> (п).

Докажем теперь импликацию (а) => (6). Пусть Ц - сферический сегмент и

= {х : |ш(։)| > Г>1}П(). Согласно условиям (2,8) и (2.10) для произвольного

е! > 0 можем выбра ть такое > (), ч то

< ^ф((/я|н'(л)|), *6(4, = р\й«.

где Р| ■ верхний индекс функции И)н։а *! ’(£). Для сферического сегмента и

• Де 7՛ - верхний индекс функции Юнга Ф(/<). 

Используя неравенства (3.5), (3.6) и условие 

Условий (1.6) и (1.7). Импликация (и) => (Л) 

Теперь докажем импликацию (Ь) => (г).

Положим

любого числа № имеем

(3.3)

Из определения нормы Люксембурга и неравенств (3.3) получаем

(3.1)

тле (' > 0 не зависи т О1 Ц и /V.

ОIсюда при /V —» эо следует, что

(3.5)

Аналогично находим, что

(3.6)

(а) устанавливаем справедливость

доказана.

при |/(г)| > А 
при |/(х)| < А, 

при |/(ж)| < А 
при |/(т)| > А.
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Согласно условиям (1.6), (1.7) и неравенствам (3.5) (3.6), существуют числа

Г1 < Ро и г2 < р‘ такие, ч то си<(х) = (<*/( х)|м(т.)|г•) удовлетворяют условию А0 г» ’
։' = 1,2. Поэтому, так как //„,(/, г) = и»(х)Л/(/, х), то из Теоремы Л получаем

17/ц;(/1х)| ‘и)(х)(1<тх СГ։ / |/,(х)| ц?(х)(/гтх, 1. — 1,2.
5 75

Отсюда следует, что

1 •с) > А})

аф({ г) > А})

Используя свойство (2.2), находим

(3.7)

(3.8)

(3-9)

(3.10)

\эк как

!«.(/,*)>  А} С {//„,(/,,х)> -)и(//,„(/2,г)> ֊},
£

то из (3.8)- (3.10) следует, что

Ф(А) /I С —-—ал <ст<}( { ^и՛ (Ау/. > ^})

(3.11)

Положим г _ и г — > тогда ич (3.1 I) и (2.7) вытекает

Подобным образом получаем, что

Г Г ФГА} \ Г!/(х)Г։ ( / т—ттс/А I <д(х)с/ах < СГ‘ / Ф(/(х))и(х)с/(Тг.
\7|/(г)| Л 5+ /

Импликация (/>) —> (с) доказана и доказа I ельеч во Теоремы 1 завершено.

Эта теорема позволяет доказать ряд георем, обобщающих результаты бра 

гьск Рисе [19], Г. Рауха [5] и других.
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Теорема 3. Пусть функция Юнга Ф(() и дополнительная к ней ф(£) удовлетво

ряют условию Лг- Пусть и(г, х), |х| — 1 - гармоническая функция в п- 

-мерном шаре Нп с граничным, значением /(х) на единичной сфере Я. Если и 

ц|(т) > 0 интегрируемы на Я и м(х)/(т) £ ^(Я), тп интегральное неравенство

Ф(ш(х)и(х))и(х)<1ах < Сф / Ф(ю(х)/(х))и>(х)Ж7г, 
75

(3.12)

где Сф > 0 »с зависит от /, а I. (х) = яир0<г<։ |и(г, х)|, имеет место тогда и 

только тогда, когда (и։(х), и(х)) С /1 Дф(5).

Доказательство, Достаточность следует из Теоремы 1 и того факта, что 

//(х) < АпМ(/, х), Лп > 0 (см. [5]).

Необходимость. Допустим, что неравенство (3.12) имеет место. Тогда, так

ж<‘ как при выводе (3.2) ит (3.1), для любого с > 0 получаем

Отсюда следует

11“’и1к♦,(5) < С’||и'/|к»Д5).

Возьмем произвольный сферический сегмент (д\ С Я. Пусть неотрицательная

функция /(х) > 0 равна нулю вне (2|. Используя представление ։ армонической

Функции м(г,х) через ядро Пуассона, получаем

п(г. х) > (7 (--- —; / (г)<
\а(^1)7^| /

Следова п’льно

Положим /|(х) ~ ։д(х)/(х). Гогда

и1куда сразу следует условие (1.4). 1 сорома 3 доказана.
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Теорема 4. Пусть функция Юнга Ф(<) и дополнительная к ней Ф(£) удовлетво

ряют условию А?. Пусть и(г,х) - гармоническая функция в шаре Нп такая, 

что

/ Ф(и>(х)и(г, г.))и(х)(1ах < Сф, 0 < г < Г. (3.13)
Л

Если (ш(з:), о>(я)) Е А Вф(5), то

[ Ф(1/)(г)(/(х))ш(1)г/<т։ < СЦ. (3.14)

Доказательство. Пусть

ик(г)= яир
0<г<Н<

|и(г.т)|.

Тогда согласно Теореме 3 имеем

Ф(и»(т)Тк(г))ш(т)дах < С / Ф(»/>(т)н( Н, х))^(х)(1гтх < СС*.

Используя теорему Леви о предельном переходе под знаком интеграла получим 

неравенство (3.14).

Теорема 5. Пусть функция Юнга Ф(/) м дополнительная к ней Ф(/,) удовле

творяют условию Аз. Предположим, что гармоническая функция и(г,х) удо

влетворяет условию (3.13), где (ц/(х),см(х)) Е А Тогда на сфере. Я суще

ствует функция ф(х) такая, что

Нт / Ф( 1л(т:)(н(г, х) — /(х)))и^(х)</аг = 0. (3.15)
г-> Фч

Доказательство. Канторовским диагональным процессом из последовательно- 

г.ти функций н(гт,х), удовлетворяющих (3.13), где г,а —* 1 при т оо, м’՛1 

можем выделичь гакую подпоследовательность и(г,П),х), чз՝о для всех функции
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Согласно условию (3.13) ||ю(-)и(ггп>> •)||/ поэтому предел (3.16) суще

ствует для всех 6’ 6 *̂(5).  Следовательно, существует функция /(г) такая, что 

ы(*)/(*)  е £*($)  и

= / ^у(х)и}(х)/(х)ш(х)с1аг 
5 (3.17)

для всех С Е Ь*(5).  Положим

Тогда ик(|х|, ) - гармоническая функция в открытом шаре Вп = {у Е 1ИП :

г}, следовательно

|у| = г,

где

- ядро Пуассона для единичного шара ПГ1. Зафиксируем произвольное уС Пп и

возьмем

Тогда

Т(6\) = 1ш1 / /’(г,.7)и*,(1,։)</а г = 
> —ос 1с

У

(3.18)

По определению

Кт и»,(||/|, А) ~ «(!«!>
ы'։

поэтому из (3.18) следует, что

’*(Ы»  А

Так как (ш(г),и(х)) Е Л /^(5), то ш(л) почти всюду конечна и отлична оз нуля.

Отсюда легко получаем, что функции вида ш(х).у(х), 1 д(х) непрерывна 

\ всюду плотны в пространстве ^(‘Ь), откуда, нс нарушая обшнопи, м.жнз 

"рс.дпиложить, что граничная функция /(я) непрерывна на 5.
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Обозначим через 5Дя) множество точек х' Е 5, для которых р(г,я') <

Тогда для г = |։/| и г = имеем

о/(х)г/гг г,р(л?» х,)|/(х') -

։ дс 5^(г) = 5՝ \ 5Дх).

Для произвольного £ > 0 существует & > 0 такое, что

/’(*.  ։')!/(։') - /(։)|^г < с-

Обозначим через Л/ верхнюю грань функции |/(у)|- Тогда

2 Л/ / р(х, х')(1(тх< < £, 
^(г)

• *
если |х| достаточно близко к единице. 'Таким образом, справедливость соотноше

ния (3.15) доказала. 
• ••

Далее в работе будем рассматривать общий сингулярный интегральный

опера тор Т : / —» К в ПТ1 с ядром, удовлетворяющим с тандар тным условиям :

(И |/<(х)|<^_,
1ХГ

(с") \К(х) - К(х - у)| < О’г4֊֊т при |у| < 
• 13/1 ан *

Для таких интегральных операторов справедлива следующая теорема, обобща

ющая теорему I*.  Койфмана и Ч. Феффсрмана [20].

Теорема 6. Пусть функция Юнга Ф(<) и дополнительная к ней Ф(£) удовлетво

ряют условию Д^. Ке.ли (ш(т),^(^)) С Л Д<|>(ТПП), ?.дс. ш(г) и и(х) > 0 локально 

интегрируемы, то

Ф(ш(г)7’(/, х))о;(т)(/а: < С’ / Ф(щ(г)/(х))и(г)с/т. (3.19)
Щ.'*  7 пт՞



Оценки максимальных ср ункции в пространствах Орлича 77

Доказатсльстио повторяет доказательство импликации (а) (с) Теоремы

I. При этом сферический сегмент заменяется кубом в Шп. 

Для преобразования Гильберта

Л(/,ж) = У.р.

справедлива следующая

Теорема 7. Пусть функции Ф(£) и дополнительная к ней Ф(1) удовлетворяют 

условию Аг- Тогда для локально-интегрируемой на Ш 1 функций ш(х) ии(х) > О

интегральное неравенство

Ф(1г(т)7’1 (/, х))и(х)<1х < С / Ф(м(х)/(т))си(х)с/т
-/пт

(3.20)

имеет место тогда и только тогда, когда (тл(г), о?(т)) С Л Дф(Ш ’).

Доказательство. Необходимость. Возьмем произвольный интервал 1О С

С 1К1. Обозначим через /] и /2 половины интервала /о. Пусть функция /(г) > 0 

равна пулю вне 1\. Тогда

/1

Следуя рассуждениям, проведенным при доказательстве импликации (с) —> (</) 

Теоремы 1 или импликации (с|) ---> (^|) Теоремы 2, из условия (3.20) получаем, 

Е ЧТО для любого € > 0

(3.22)

Отсюда, учитывая (3.21), имеем

Или

вставляя /(/) = Х/.(0^(0 п (323)> получаем

(3-24)
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Аналогично

llx/iwllL?w(nv) < )• (3.25)

Г< Iicph из (3.23) (3.25) следует

1/11
|Ix/։w||l*w(ijv)

Следовательно

Необходимость доказана. Достаточность следует из 'Георемы 6.

Подобным образом доказывается • * •
• • • * •

Те орсма 8. Пусть функция Юнга Ф(^) и дополнительная к ней Ф(1) удовлетво

ряют условию Дг. Если w(r) uw(z) ’> 0 - 2тг-псриодические измеримые функции, 

то интегральное неравенств о

<t>(u>’(z)/(i))u;(i)dz < С / $(w(x)J\x))w(x)dx 
Jr

'■ f(z) = -v.p. £ f(t) cot « Г - [-Я-, 7г) имеет место тогда и только 
• ՛ • •

тогда, когда (w(x),U)(x)} € А Вф(Т).
• • • * •. • •

Отмстим, что весовые неравенства для потенциалов Рисса в классах Орлича

были получены в работах [21], [22].

ABSTR ACT. For the pair of functions (w(z),u'(x)) defined on the unite 
sphere S’՞՜1 of the n-dimonsion Euclidean space IRT‘ necessary and 
sufficient conditions are found for which the following inequality

<l>(w(x)Af (/, r.))aj(x)dx < C <t>(w(x)f(x))u;(x)dx

is satisfied, where is the maximal Hardy-Littlewood function
lefined on the .S’՞՜1. Analogous result is proved for the Hardy-Littlewood 

maximal function defined in IRH. • *
With the help of these inequalities some results of the harmonic function 
theory are generalized and weighted integral inequalities for the class of 
Calderon-Zygmund operators are proved.

• • < • 
JIHTEPATYPA

1. (J. H. Hardy, J. E. Littlewood, “A maximal theorem with function theoretic 
applications”, Acta Math., vol. 54, pp. 81-1 16, 1930.



Оценки максимальных функций ^пространствах Орлича 79

2. N. Wiener, “The ergodic theorem”, Duke Math. J., vol. 5, pp.1-18, 1939.
3. A. P. Calderon, “A general ergodic theorem”, Ann. Math., vol. 8 pp. 182-191 

1953.
4. A. P. Calderon, A. Zygmund, “On the existence of certain singular integrals” Acta 

Math., vol. 88, pp. 85-139, 1952.
5. H. C- Rauch, Harmonic and analytic functions of several variables and the maximal 

theorem of Hardy and Littlewood”, Canad. J. Math., vol. 8, pp. 171-188, 1956.
6. K. Smith, “A generalization of an inequality of Hardy and Littlewood”, Canad. J. 

Math., vol. 8, pp. 157-170, 1956.
7. B. Muckenhoupt, “Weighted norm inequalities for the Hardy maximal function” 

TAMS, vol. 165, pp. 207-226, 1972.
8. A. P. Calderon, “Inequalities for the maximal function relative to a metric" Studia 

Math., vol. 57, pp. 297-306, 1976.
9. IL. Macias, C. Segovia, “A well-behaved quasi distance for spaces of homogeneous 

type”, Trab. Mat. Inst. Argcntino, vol. 32, pp. 1-18, 1981.
10. H. Aimar, R. Macias, “Weighted norm inequalities for the Hardy-Littlewood 

maximal operator on spacees of homogeneous type”, Proc. Amer. Math. Soc., 
vol. 91, pp. 213-216, 1984.

II. К. С. Казарян, “Задача Дирихле в весовой метрике для шара в IRn, п > 3”, 
ДАН СССР, том 301, Х«-5, стр. 1044-1048, 1988.

12. R. Kerman, A. Torchinsky, “Integral inequalities with weights for the Hardy 
maximal functions”, Studia Math., vol. 71, pp. 277-284, 1982.

13. С. С. Казарян, “Неравенства в пространствах Орлича для одной максималь
ной функции”, Изв. АН Арм. ССР, Математика, том 22, ХМ, стр. 358-377, 
1987.

14. М. А. Красносельский, Я. Г>. Рутипкий, Выпуклые Функции и Просч ранства 
Орлича, Москва, 1958.

15. W. Matuszewska, W. Orlirz, “On certain properties of functions", Bull. Acad. 
Polon. Sci., vol. 8, no. 7, pp. 439 443, 1960.

16. J. Gustavsson, J. Pcctre, “Interpolation of Orlicz spaces", Studia Math., vol. 60,
pp. 33-59, 1977.

17. E. Хиллс, P. Филине, Функциональный Анализ и Полугрунпы, М., ИЛ, 1962.
18. D. Boyd, “Indices of functions spaces and their relationship to interpolation , 

Canad. J. Math., vol. 21, pp. 1245-1254, 1969.
19. А. Зигмунд, Тригонометрические Ряды, том 1, Москва, 1965.
20. R. Coifman, С. Fcfferman, “Weighted norm inequalities for maximal functions 

and singular integrals’, Studia Math., vol. 54, pp. 221-237, 1974.
21. В. M. Кокилашвили, “Весовые оценки для классических интегральных опе

раторов”, Нелинейный анализ, Функциональные прогiрапсiна и ириложе-
ния, том 4, Х“119, стр. 86 103,1990. ։։

22. В. М. Кокилашвили, “Сингулярные интегралы в весовых классах Орлича , 
Труды Тбилис. Мат. Инет. Размадзе АП Груз. ССР, том 89, стр. 12 50, 1988.

7 Апреля 1991 Институт математики 
АН Армении


