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В работе получены результаты о возможности равномерно-касатель­
ных приближений на кривых из комплексной плоскости целыми или 
голоморфными в круге функциями, представимыми лакунарными сте­
пенными рядами.
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§0. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе исследуются некоторые вопросы о возможности равномерно­

касательных приближений на кривых из конечной комплексной плоскости целы- 

ми (голоморфными в круге) функциями, представимыми лакунарными стспсн- 
♦ 

ными рядами.

Исчерпывающее решение проблемы комплексной полиномиальной аппроксима­

ции, полученное в 1951 году С. И. Мер геля ном [1], послужило основой для раз­

вертывания исследований о возможности равномерных и касательных прибли- 
•• • 

жений в комплексной области целыми функциями. Такие приближения впервые 

рассмотрел в 1927 году 'Г. Карлеман [2]. Фундаментальная теория возможности 

равномерных и касательных приближений целыми и голоморфными функциями 

была детально разработана в работах М. В. Келдыша, Н. У. Аракеляна и других 

авторов (см. [3], [4]). Решение проблемы комплексной полиномиальной аппрокси 

мадии, с другой стороны, способствовало активизации исследований с начала 

70-ых годов вопросов о возможности равномерных приближений на компакта* 

комплексной плоскости многочленами с пропусками. В этом круге вопросов 

лучен ряд законченных результатов как для специальных классов компактов (с*1, 

(5 Ю]), так и для общих компактов (см. [11], [12]). Мы перейдем к исследований
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аппроксимативных свойств целых или голоморфных в круге функций, предста­

вимых лакунарными степенными рядами.

Работа состоит и։ трех частей : в §1 приведены формулировки полученных 

результатов, в §3 - их доказательства, а в §2 доказываются вспомогательные 

леммы, имеющие самостоятельный интерес.

§1 ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
♦

Введем сначала некоторые обозначения. Для множества е из комплексной конем- 

ной плоскости С будем обозначать через с и дс, соответственно, его замыкание 

и границу. Пусть С(с) - множество всех непрерывных на е комплекснозначных 

функций. Для компакта е С С пусть Л(е) - банахово пространство всех непре­

рывных на с. и голоморфных на его внутренности комплекснозначных функций с 

нормой П/П = sup [/1(e)- 

Положим

l)r = [z ЕС: |г| < г} при 0 < г < +оо;

при этом счи гаем /)п = 0 и 1)^ - С. Пусть II(/)г) - множество всех голоморфных 

в круге /)г, 0 < г < +оо функций.

Для подпоследовательности натуральных чисел ГМ через Л1П1п(С?), 

будем обозначать, соответственно, ее минимальную и максимальную плотности 

в смысле Г. Полна ([13], стр. 26).

Пусть Го - жорданона дуга из круга Од, О < II < +оо, соединяющая начало 

координат с. д!)ц и состоящая из конечного или счетного числа гладких дуг 

7*:(А՝ ~ 1,2,...), удовлетворяющих следующим условиям :

а) ду 1 а Го пересекается с любой окружностью < г < II, один раз , 

Ь) в любом круге /)г,0 < г < /?., содержится лить конечное число дуг 7* I 

с) каждая дуга ук в любой точке ? 6 с пересекающей ее окружностью 

образует угол, который больше некоторого числа о € (0, я-/2|, где а не 

зависит от г С и от

Для дуги Г» и числа гп Е положим

>Г| - 1
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где

Для подпоследовательности Q =■ {qn}™'G IN обозначим

Qk = {qn€Q - qn = k(vnod т)], к = 0, 1,.... т - I.

Теорема 1. Пусть f и € > 0 - произвольные функции из С(Ет), Q - подпосле­

довательность из IN, удовлетворяющая условиям

У 9П 1 = ОО при к = 0, 1,т - 1. (2)
<?пЕ<2к

Тогда существует функция д Е Н(Г)^), представимая степенным рядом вида

ОО * . .

$(г) = У" 0п2п. где ди = 0 при п^С2и(0) (3)
п=о • ՛ * /

и такая, что

1Л2) - я(г)1 < е(г) «Р« г Е (-1)

Замечание 1. Множество вида (!) с Г1։ = [О, Я) удовлетворяет условиям Тео­

ремы 1. В этом случае для справедливости Теоремы 1 выполнение условий (2) 

необходимо. Это легко следует из теоремы Мюнпа. Колее обшие кривые подобно­

го типа получаются использованием комплексных аналогов теоремы Мюнпа (см. 

|6], |7|).

Замечание 2. Частный случай Теоремы 1, когда R. = 4֊оо, т = 2 и Л? ~ 

( —ос,+ое), обобщает и усиливает известную теорему 'Г. Карлемана [2].

В следующей теореме рассматривается более широкий класс кривых аппрок­

симации.

Рассмотрим множество Нт вида (I), где (к = О, I,..., тп - 1) - жорданова 

дуга из круга Г)ц, соединяющая начало координат с ()Df<, Г* П I j = {0} при 

J и удовлетворяющая следующему условию : существует последовательность 

окружностей {()L)rп }такая, что rn | R, при п —♦ оо и любая НГ)Гп пересекает 

I к только один рал. Пусть 0(1) - максимальный раствор тех откры тых дуг, из 

которых состои т множест во (1)н \ Ь'гп) П dDt} 0 < « < Л.
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Теорема 2. Пусть / и е > 0 - произвольные функции из С(Ет), 0} - подпосле­

довательность из НМ, удовлетворяющая условию

△тт(О) > О 
2^’ т( Н(0,/?) 0(4).о =

Тогда существует функция у е Н(1>н), представимая степенным рядом вида 9
(3) и удовлетворяющая (4).

В заключение параграфа отмстим, что Георемы 1,2, выявляющие аппрок- 

симативные свойства целых или голоморфных н круге функций с лакунарными 

степенными рядами, можно использовать для построения таких функций, имею- 

тих наперед заданное асимптотическое поведение вдоль определенных кривых.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ

Для множеств /<т> фигурирующих в Теоремах 1 и 2, и для чисел г, а, где 

0 < г < а < R, положим

Ст(г,о) — [дг и (Ет О Г),։) .

Лемма 1. Пусть Ет * множество из Теоремы I, - подпоследовательность из 

Г\', удовлетворяющая условиям (2), и / - произвольная (функция из Л(ст(г, а))> 

представ имая в окрестности нуля степенным рядом вида

ЛО
/(г) = £/„ г", где /„ = О при п£<^и(0}. (5)

пзО

Тогда для любого числа £ > 0 существует многочлен

а
р(г) = сп г", сп = 0 при п^^и(О), (6)

П=О

такой, что

\/(г) - р(г)\ < € для ^ет(г,а). (7)

Доказательство. Докажем сперва лемму в том частном случае, когда т - I. 

Пусть - подпространство пространс тва .4(е), 1 де е — И (г, и), порожденное 

Всеми многочленами вида (6). 1 ребустсн докажи ь, что / 6 7Г(^?)՛ Сс гла
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теоремам Хана Банаха и Ф. Рисса достаточно доказать, что для произвольной 

комплексной меры Бореля /1 на де, удовлетворяющей соотношениям

(8)

будет выполняться также условие

/(г) dp(z) = 0. (9)

Рассмотрим преобразование Коши

G(£) = /. ес\дс.

Функция (1(1) голоморфна по I 6 С\де (С - расширенная комплексная плоскость). 
• •

В силу соотношений (8) в окрестности бесконечности она разлатается в рял

Лорана
ОО г

<7(0 = ^2 ГРп՜’ I 2Рп ^(г), |1| > а, (Ю)
п = 1 ^ае

тле Р = {Рп}'Г - подпоследовательность, дополнительная к Ц относительно ЕМ.

Лекажем, что ряд (10) сходи гея для всех I, |1| > г.

С этой целью введем функцию

/г(0 = / _ exp (f logz) ^/1(2), I. GC, 
Ja'\D,

где log z — log |z| + i arg z - однозначная ве твь логарифма, для ко торой | arg z| < я.

Очевидно, что I՛- целая функция экспоненциального типа. Для нее соотношения 

(8) означают, что

/*’(н) = — / zu dp(z') при nEQü{ü},

откуда непосредственно следует оценка

limsup — log |F(n)| < log г. 
n — oo, n E Q n

(ID

Далее, из теоремы Кореваара-Цсинстры [10] в применении к функции 1՛ и

последовательности Q следует, что

limsup - log IР(х)\ = 
г —* 4-oo X

.• 1
limsup —

n —» ос, n f Q
log |/’’(n)|.
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Заметим, что коэффициенты ряда (10) удовлетворяют неравенствам

ZPn rf/l(z) + 1^(Рп)|, П = 1,2,....

Следовательно, с учетом (11), (12) получим

1
im sup — 
п—»ОО Рп dfi(z) < log г,

откуда, согласно формуле Коши-Лдамара для радиуса сходимости степенного 

ряда, вытекает, что ряд (10) сходится для |t| > г.

Обозначим через G|(i),R| > г, сумму ряда (10). Поскольку функции 67(t), C7։(<) 

совпадают для |/.| > а, го но теореме единственности аналитических функций 

оно совпадают для всех I ЕС\с. Отсюда, применим теорему единственности для 

преобразования Коши, получим, что мера ц сосредоточена на dl)r. Теперь уже 

вывод условия (9) из соотношений (8) не представляет трудности : достаточно 

отметить, что средние арифметические для частичных сумм степенного ряда 

произвольной функции f из A(Dr) равномерно сходятся к пей на Ог. Лемма 1 
9 

для случая тп = 1 доказана.

Докажем теперь общий случай. Отмстим сперва, что произвольная функция 

/С /1(с'т(г, н)) представима в виде суммы 

т— 1
f{z)= Л(г) при г6е,п(г,а) (13)

к=0

функций Д £ .4(с,п(г, a)), к = 0, 1,..., тп - 1, таких, что

(/ 2^р\ \ / 2тг \
z схр | I — ) ] ~ охр ( i —k ) fk(z) при z em(r,u). (14)

\ in J J \ m J

Ч самом деле, чтобы убедиться в этом, достаточно положить

^•*(14) следует, в частности, что Д(0) — 0 при к —

Применим теперь к каждой функции {к и последовательное । и доказанный 

|1Ь|Шс частный случай леммы, найдем многочлены р>(^),^ 1։»»чт 1 ։,ида

n=U
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удовлетворяющие неравенствам

1Л(*) “ Р*(*)1 < — ПРИ 6 е։(г,а), А: = 0, 1. (15ГП ч

Каждый ркУ очевидно, удовлетворяет равенству (И) с заменой в нем Д на рк

Следовательно, положив 

п = 0

и учитывая (13)-(15) получим, что р(г) - многочлен вила (6), удовлетворяющий 

(7). Лемма 1 полностью доказана.

Лемма 2. Пусть Ет - множество из Теоремы 2, 0} - подпоследовательность 

из Г\\ удовлетворяющая условию

Amir(Q)> I ֊ 0(r,a)= inf 0(1),
<6(г,а]

(16)

а / - произвольная функция из А(еп։(г, а)), представимая в окрестности нуля 

степенным рядом вида (5). Тогда для любого числа е > 0 существует много­

член р вида (6), удовлетворяющий (7).

Доказательство. Пусть 7г(С2) - подпространство для А(с), где е = е^^г^а), Л
порожденное всеми многочленами вида (6). Требуется доказать, что / £ т((^). 

Согласно георемам Хана-Банаха и ‘1’. Рисса достаточно доказать, что для 

произвольной комплексной меры Бореля р на де из соотношений (8) следует (9). 

Возьмем произвольную меру р указанного вида и рассмотрим ее преобразование 

Коши (Т В силу соотношений (8) функция (7(£) в окрестности бесконечности 

]/) > а представляется рядом Лорана (10). Докажем, что ряд (10) сходится для 

всех |1| > г. В самом деле, поскольку функция С голоморфна в области С\б 

то в силу (10) этот ряд анали тически продолжается на С \ е. Из (16) вытекает 

Ч1о на каждой окружности д!)а՝ г < я < а существует открытая дуга 0(л)> 

содержащаяся вС\е и удовлетворяющая соотношению

тлД/О = 1 ֊ Amin(Q) < ——, Г < я < а.
2тг

Пусть л радиус сходимости ряда (10). Если бы я > г, то согласно rcop*՝՝1

Фабри-Полиа [13] на любой открытой цуге окружности дГ)л pac i вора 0 (я) J|L 
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ряд обязательно имел бы хоть одну особую точку. Полученное противоречие 

„оказывает, что я < г, т.е. ряд (10) сходится при |1| > г. Теперь уже (9) легко 

следует из (8). Лемма 2 доказана.

^.ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказаюльства i горем основаны на Леммах 1 и 2 и аналогичны рассуждениям 

использовавшимися Г. Карлсманом (см. [15]).

Доказательства Теорем 1, 2. Пусть {д1)Гп}™ - последовательность окруж­

ностей из Георемы 2. Возьмем последовательность положительных чисел {<5П}3° 

гак, чтобы 6п 1 0 при п — оо, Лп < inf(c(z): z Е Ет П (7>Гп + 1 \ Dr J } при 

в = 0, 1, ...(го = 0) и положим

оп — Лп+, - Æn+2 (q_( ֊ о).
Положим также ак п = Г* А д1\п , к = 0, 1,..., т - 1 ; п = 1,2,.

Согласно комплексным аналогам известной теоремы Мюнца (см. [10] и [14], стр.

201) найдется многочлен р0 вида (6) такой, что

1/(г) Ри(2)[ < пг0 при 2Е£’,пП/;Г).

На первом шаге положим

р„(.) при г С Or,,
W= /(,)_ Ut^-2-t/(at.,)-p„(at,,)] при 2Cr»n(Ôr։\O„), 

k ü*,2 -

nie fc = (), | 1. Так как h, G Л(г„.(г։, г2)), то по Лемме 1(2) найдется

многочлен pi нида (6), для которого

h I (2) _ Р\(2)1 < <*1 при г G Cn,(ri, г2).

В частноеги, имеем

|ро(2) 7>|(*)1<<>| ПРИ z е /;п

И

!/(-) - Pi(г)|
F on

при z = ak,2t к = 0, I,..., ш - 1, 
при z С /'/։п П (/9Г, \ 1)Г} ) .
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На n-том шаге положим

{Pn—1(2) z £

/О) _ °*՛"*1 -‘ [/(Ot.n) ֊ ₽„_!(<.*,„)] г е г* n (ôr,+1 \ я.), 
+ i ^ktn

где к = О, I, — I, и по Лемме 1(2) найдем многочлен рп вида (6), для которого

IM2) “ Рп(2)1 <”ри

в частности, имеем

|Pn-i(2) - Рп(2)| < «п при z Е 1)Гп

rtn при
1/(*-Рн*)1< '

.ln„+rt„_i при
2 = а*.п+ь к = 0, - 1,
2 6 А-т А + 1 \ ^г«) •

Полученные неравенства справедливы и при п = 0 ( гак как о_։ = 0).

Если положить

ОО

5(2) = Гии рп(г) = р0(г) 4֊ / (р^ + 1(г) ֊ р*(г)), п—ос х—”
*=0

то д будет функцией ич //(/>«), поскольку определяющий ее полиномиальный 

ряд сходится локально-равномерно в 1)ц и очевидно она имеет нид (3). Пусть 

теперь г Е Ет, например, г Е Ь’т А (/>гп + 1 \ ^г,.)-

Тогда

/(г) - £7(^) - (/(*) Рп(*)] + [Рп(2) ֊ ф)],

। ле

I /( Z) Ри(^)| Пгп 4՜ СУТ| _ । ,

!s/(2) - Рп(2)1 ֊

Следовательно, имеем

fX) *

^2 (Рм |(2) ֊ рф))
Jtsn

1/(2) - /?(2)1 <
при п > (), 
при п — 0.

Учитывая выбор чисел А,,, получим

1/(2) ~ .</(2)1 < Ф) при
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Этим завершается доказательство Теорем 1,2.

ABSTR ACT. Results on the possibility of uniform tangential approxima- 
lion« on curves from complex plane։ by entire or holomorphic in a disk 
functions possessing lacunary power series arc established.
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