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В работе исследована разрешимость смешанной задачи для некоторого 
класса вырождающихся квазилинейных систем уравнений с частными 
производными третьего порядка. Не исключается зависимость коэф­
фициентов от пространственных переменных. Доказано существова­
ние и единственность решения смешанной задачи в подходящих функ­
циональных пространствах доказана при некоторых условиях, налага­
емых на главный символ оператора и младшие члены (условия типа 
Леви), связанных с вырождением на границе.

1. Пуст». И - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г — 50, 

принадлежащая полупространству = (*Е П1'[, тп > б}. Предположим, что 

ГП(хг։ = 0} # 0.

Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных уравнений вида

Я
— £п(/, х) + х) - О (I)
д1 ■

в цилиндре — 5) х (0,7), а операторы /> и Л/ задаются следующим ооразом .

Л/и = - V —— (в|.(х, К7и|), О/У;(х, ^и^)) ,
ах, 

> = » }

гле и(4,х) = (и։ (£, х),..., и/у(4,х)), а оператор V = 577’ «77/’

выделение в представлении для оператора Ь слаг аемого, содержащею ди4фсрсн 
• •

"“Ропание п направлении , обусловлено тем обс тоятельством, что допускае тся 

»«рождение „а гиперплоскости = 0. Как будет установлено ниже постановка 

|1а։>ально֊краевой задачи для уравнения (1) будет тесно связана с харак! *р

НЬ| Рождения.
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2. Предполагается выполнение следующих условий :

а) Матрицы - 1,2,....п- I) и Впп (порядка Ы х /V) симметричны

их элементы непрерывны н 9 и Л։р= /?;։ для любых = 1,2,..., и - 1. Матриц 

С(х) неотрицательна при любом х 6 9.

Ь) Для любых вещественных векторов £1,(2, ...,£п (£* = (£*,...,к =

= 1,2..... п) таких, что |С|2 / О и любого х Е 9 справедливо неравенство
п-1 п

*,) = ։ •=։
। де (.,.) - скалярное произведение в евклидовом пространстве Шп ; о'(т) 

некоторая матрица нида

(
о։н(х) 0 ... О \

О о?., (г) ... О |
(3)

О 0 ...
с непрерывными в 9 элементами а*кк(х)(1 = 1,2,..., п; к — 1,2,...,/V) и существу­

ет постоянная с() > 0 такая, чтоо‘4к(х) > со > 0, при ։ — 1,...,н — 1; к = 1,2, ...,ДГ 

Предполагается, что существуют показатели тг > ()(г = 1,2,...,/V) такие, Ч1 

справедливы неравенства

с некоторыми константами 71 >0,72 > 0.

с) Функции ак](х}£), к = 1,2,..., М,) = 1,2,..., п, определяющие оператор 

А/, предполагаются вещественными и принадлежащими пространству 

хТПп). Обозначим далее

и предположим, что для любых векторов ...... (л; т/1принадлежащих и

и любого х Е 9 справедливы следующие неравенства :
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п

(6)

П1С п,С2»с1’с2 " положительные постоянные, а Л’ матрицы вида

Л> /_ _4\ _ ^аЪ'(Ж> Г*) к _ ( к к\
)— дтк • т — (Г1 > — > тп )■

элементы которых

Условие Ь) характеризует степень вырождения оператора Л. Точнее, неравенство 

(2) - это условие сильной эллиптичности оператора /> в области = Их {яп > 6} 

(/) > 0 - любое), а оценка (4) свидетельствует о том, что Ь допускает вырождение 

на части Го = Г А {хп = 0} границы Г. Условие с) естественно для задач с *
вырождением.

3. Постановка краевой задачи. 
• • 

Представим границу Г области И в виде 
• • %

Г = Г'и Го, г'С И". 
• . •՛ * •_ 1 

■ 
Обозначим, далее • • •

Г',- ■ при 1<т, <2 /=|2..... „ (7)
Г, при 0 < тп1 <1, 

" I » •
Для системы дифференциальных уравнений (1) рассмотрим следующую 

начально-краевую задачу :

111,-0 = и°(«)| х £ (8)

■ <,=0. <>0,/= 1.2..-Л- (я)

''УПхпйональные пространства, в которых изучается пос I явленная зада , уду 

п,’еДены ниже. Основной результат, полученный в статье, - теорема су шее । нова 
I - • •

НИм и единственности.
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Впервые задача (1), (8), (9) в том частном случае, когда one )атор L = - 

трехмерный оператор Лапласа), М = была рассмотрена С. Л. Спб мтевым
С/ £

( см. [I]), в связи с исследованиями, посвященными изучении малых ко. сбаний 

вращающейся идеальной жидкости. Дальнейшие обобщения содержатся в рабо- 

тах [2]֊[6], подробную библиографию по этому вопросу можно найти в [’|.

4. Введем необходимые обозначения и функциональные пространен а.

Пусть Со°(И) - пространство вскторнозначных бесконечно дифференцируемых 

финитных функций у? = (у?| (х),у?/у(х)), определенных на О. * •

Обозначим через Ьг(О) гильбертово пространство /У-мерных вещсствснн пнач-

ных вектор-функций и(х) = (и։ (х),..., идг(х)) с компонентами и, Е I =

= 1,2,...,/V, со скалярным произведением

и нормой 
л 

||u||n = \/(ii,u)(b

Опишем функциональное пространство, в котором будет действовать оператор, 

порожденный задачей (1), (8),(9). Заметим вначале, что оператор L определен на 

всюду плотном в пространстве L?(Q) множестве Cjj°(Q).

_ • • . # • • • 
Лемма I.Оператор L симметричен и положительно определен.

Диказнтольг.тпо. Симметричность оператора L наСо°(0) очевидна, поскольку 

для произвольных u, v eCJ°(Q), пользуясь формулой интегрирования по частям» 
• л*' 

имеем

(Lu, v)0 = (u, />v)0. 
e

Докажем положительную определенность оператора L. Рассмотрим скалярН"1 

произведение (/>•։, и)0, u £ C^°(U). В силу (2), (3) и условия неотрицательной
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ти матрицы C(z), имеемопределенное

д 
дхп

du du 
дх} ’ дх(

du du 
dxn ’ dxn

(11)

Неравенство Фридрихса, примененное к правой части (11), немедленно приводит 

к нужной оценке

(/Л1,и)п > с||и||(2, (12)

с некоторой константой с > 0 (здесь и далее буквой с будут обозначаться

различные нос гоя иные).

Лемма доказана.

Далее, обозначим через /7/, гильбертово пространство, определяемое как замы­

кание линейного многообразия C(^(Q), в норме

llulht = \Zlu>uL

порожденной скалярным произведением

[u, v]
du dv 
dr,i ’ dxj

du dv 
0xn ’ dxn

4- (C(x)u, v) (1.3)

Из оценки (12) следует вложение С L»j(Q) .

Замечание. В силу сильной эллиптичности оператора Л в подоблапях d > 

О, норма ||. ||Я| эквивалентна ин тегралу Дирихле, и, стало быть, в сот всi с i нии 

с теоремой вложения Соболева, векгор-функпии пространства Il L исчезают на 

части ГА - Г п {Хп > 6} границы Г. Этп обстояэъпьство диктует соответству­

ющую постановку начально краевой задачи. • •
Приводимая ниже лемма уточняет структуру пространства ///..
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Лемма 2. Пусть 0 < тг < 1, тогда г-тая компонента иг вектора ц £
։

обращается 6 нуль на всей границе Г.

Доказательство. Пусть и(х) Е Н- предел последовательности 

и» £€^(£2) в том смысле, что
• • • • ...

||и(гп) ֊ и||//6 — 0, т — оо.

Оценим

В силу неравенства (2) имеем

Последовательность {и(т'}т=1 фундаментальна в //£. Поэтому, из последней

оценки следует, что

(И)

Введем в рассмотрение оператор Лг, заданный на всюду плотном подмножестве

С™ (£2) С по формуле

Проведя рассуждения, используемые при доказательстве Леммы 1, легко устано­

вить симметричность и положительную определенность оператора Лг.

Введем энергетическое скалярное произведение по формуле 
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для любых и, V Е Со (О). Замкнув множество С£°(0) в энергетической норме, по­

рожденной скалярным произведением [•,•] , придем к гильбертову пространству 

///.,•

Из (И) следует, что гюследова 1ельность {иг фундаментальна в пространстве 

IIЬг, и поскольку тг < 1, то предельная функция и, исчезает на Г (см. [6]).
I 

Лемма 2 доказана. 
9

Как известно, симметрический и положительно определенный оператор б, за­

данный на 0^(9), допускает фридрихсовское расширение до самосопряженного 

оператора, определенного на ///,.

Расп! и реп 11 ы й таким образом оператор вновь обозначим через . Он гомеоморфно 

отображает пространство на 1,2(0). Следовательно, существует ограничен­

ный обратный к /, оператор б՜1, отображающий Ь2(0) на пространство II 

Применяя к обеим частям уравнения (1) оператор б՜1, получим эквивалентное 

ему уравнение
ди . . ...
—+Ли = 0 
о!

с опера тором А — К 1 Л/, определенным на линейном многообразии С£°(9).

Опишем область определения замыкания оператора А.

Лемма 3. Область определения замыкания оператора А совпадает с про­

странством II /,.

Доказательство. Пусть и Е Нь и последовательность

-о оо. Для любого V ЕС^ (9) имеем

»

я .■
(IV

/V
с/х

^чепим разноси.

л 4 г
„«><'■

« Ь I • •1 — 1 г — I
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п Н

; = 1* = 1

1՜ /1 А дак](х,Уик 4- <(Уи^т) - Ум*)) /ди{кп} дик \
П /о \ Я«| ) Х

• •“ * \ /

Из условия (5) и последнего неравенства имеем оценку

для любого V ЕС“(О) с некоторой константой с > 0.

Докажем, что правая часть неравенства (17) сходится к пулю при т —♦' оо.

Действительно

11 гм
ГП—»ОО

поскольку последовательность сильно сходится кив пространстве II ь-

И меем

где с' > 0, с" > 0 - некоторые постоянные. Следовательно

Возвращаясь к неравенству (17), с учетом (18) и (19), заключаем, что после 

дивагельность (Н։։^ГП’)*|Ю имеет слабый предел в пространстве ///,. В силу с1‘
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(>динг.твснности, мы можем продолжить оператор А с С§°(П) на пространство

// положив для любых иле //,,

. _ ч ди* .?ик) — (1х.
ОХ; (20)

Лемма 3 доказана.

5. В этом пункте будет установлен основной результат статьи - однозначная 

разрешимость задачи (*) - (8), к которой редуцируется задача (I), (8), (9) (см. 

пункт 4).

Доказательство опирается на известный “метод монотонности”(см. [8], [9]).

Перед формулировкой нашего основного результата приведем необходимые опре- 
V

деления и одну общую теорему, доказанную в [10].

Пусть оператор А (вообще говоря, линейный) действует из сепарабельного ре­

флексивного пространства Л' в пространство Л" линейных непрерывных функ­

ционалов над Л'.

Определение 1. Оператор А называется монотонным, если для любых и, и € Л' 

имеет место неравенство

< Аи - .4 в, и - и >> 0. (21)

Определение 2. Оператор А называется полунепрерывным, если он всякую 

сильно сходящуюся последовательность в Л переводит в слабо сходящуюся 

последовательность в Л*.

Определение 3. Оператор А называется ограниченным, если образ всякого 

"' раиичеииого множества из Л' является ограниченным множеством в нростран- 

ствеХ*.

Обозначим через £р(0,Т;,\'), (р > 1) пространство функций [0, Т] — Л, с 

Нормой 
/ //• \ ՛"

||и|| = | / ||м(0Пх ’
\ 7 О /

Г/1П II ’ 11д' - норма банахова пространства Л
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Пусть, далее, А(4, и) - монотонный оператор, зависящий от параметра / £ [0,Т], 

действующий из £Р(О,Т;А') в сопряженное пространство Ьр*(0, Т; А'"), - + — = 
Р Р՛ 

= 1- %
Рассмотрим следующую задачу :

Ьи = и1 4- 4(Л и) = Л, (22)

“1։=о = ио, (23)

где /г(£) ֊ произвольно заданный элемент пространства Ьр՛ (О, Т; А'*).

Обозначим, наконец, через Н(и0) пространство функций и(£) 6 (0, Т\ А') таких,
• • * •

что и' Е />Р'(0, Т; А'), и(0) = и0> «о 6 А*.

Теорема А. ([10], Теорема 13). Пусть выполнены следующие условия :

1. Для почти всех I Е [О, Т] и любого и Е £р(0, 7՝; А’) справедливо неравенство

< Л(£, и), и >> со||и||^ - ^(«) 

• • • 
с некоторой постоянной со > 0, к(Г) - ограниченная функция.

2. Оператор Л(/,и): />р(0,7’; А') —* Ьр'(0,7"; А'“) ограничен и полунепрерывен.

I огда отображение Т: //(ио) 7>р*(О,7г’;Х) есть эпиморфизм, иными словами, 

для любого И. Е Лр< (0, 7՝; А ’) задача (22), (23) разрешима.
• • • 

• • • 
Теорема 1.Оператор А, действующий в пространстве Н^, является моно-

тонным, ограниченным и полунепрерывным, при этом справедлива оценка

[Ли,и] > с||ч|1я,, • (24)

где с > 0 - некоторая постоянная.
•• •

Доказательство. Для произвольных и, у Е С^° (0) оценим

[Ли — Лу, и — у] — I (Л/и — МV. и — у) (1х = 
7п
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где мы воспользовались гладкостью функций а^(х,гк) и условием (6)

Заметим, далее, что

где с > 0 - некоторая

(26)

пос ։ оя и пая. Действительно, имеем в силу (2)

Л 1=1

ди( 
дх\

I х ди (Эи . ,- 7п§(о

/ . ди ди ч .
Ь к2 / Лх. д—.п—)ахV п о*\ дхп

где к, К|, К2 - некоторые положительные постоянные.

Из (26) следует, что

(27)

Возвращаясь к неравенству (25), с учетом (27) получаем опенку

(28)

Пусть теперь и, V 6 Ни {и^}^!» {у(к))™=|, гле и^> у(к) С*(П) ՛ последо­

вательности такие, что

Пи^’-иНнь - 0, ||у<‘)-у||„1։^0. (29)

Имеем, в силу (28)

Ли(*) - Лг(*\и - и

Заметим, что в силу Леммы 3, последовательности

‘>_У +с||и<‘>-у(‘>||гН1.
(30)

{Лу(1)} ограничены

(они сходятся в пространстве Н[>). Отсюда, учиплвая (29), полу ։асм

Ли(4^ - и - и(>) < с||п-ч|И||//,..^ 0. (31)

Аналогично
(32)

1 —•€*»
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Возвращаясь к неравенству (30), в силу (31), (32) получаем, ч го (для достаточно

больших к)

откуда в пределе имеем

(>4и ֊ Ащ и - V] > 0, (33)

и .монотонность оператора А установлена.

Пусть Н - произвольное ограниченное множество в :

Н = {и: и € Нь> Ни11///. < Д < оо}.

Рассмотрим функционал

и° е в и V ес^(П).

В силу (20) и условия (5) имеем

< с|1» "Ня. ■ 1М|//,. < с/1’||у||/,1.

(34)

Следовательно

Уи° е в,

т.е. опера тор А ограничен.

В силу Леммы 3 для любого V Е С5°(Р) и произвольной последовательности 

(11^ГПу)т^։» и<’п) £ Нь такой, что

||и(гп> — |։1|//ь —* 0 при . гп —♦ оа,

имеем

- [-4, V] При —♦ ОО,

л зто означает, что оператор А полунепрерывен.
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Наконец, докажем оценку (24).

В силу условия (5) и оценки (27), для и Е ///„ имеем

с постоянной с > 0. Теорема доказана.

Пусть банахово пространство Л — Н^. Рассмотрим гильбертово пространство 

Ь2(0,Т;//ь) всктор-функций и(1,х), заданных в цилиндре (^г со скалярным 

произведением

{и,у)= / [и,у](/Г (35)
7О

| | обозначает норму, порожденную скалярным произведением (35).

Теорема 2.Для любого ։։° Е И/. задача (*), (8) разрешима п пространстве 

^(0,Т;//ь).

Доказательство. Из неравенства (33) имеем для любых и, V С Ь2(0,7’; ///,)

{_Д։։ - Ау, и — у) > 0,

следовательно, опера гор А монотонный. Далее, пусть /7 - ограниченное подмно­

жество в Л2(0, Т;///,). Тогда для любого и Е Н и любого I Е [0, Т], в силу (34),

имеем

< с

с некоторой постоянной с > 0. Из последней оценки следует, что

1е- оператор А ограничен п Л2(0,7’; ///,). Полунепрсрывность опера юра А 
■ •

невидным образом следуе т из Теоремы I.

'аким образом, оператор А удовлетворяег всем условиям Теоремы А, 01 куда 
*

"'■’тгкаст, что для любою и՞ б Нь » /<г(0,Т; ///.) существует по крайней мере

иДДи решение задачи ( + ), (Я). Георема доказана.
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Теорема 3. Для любых начальных данных и11 б Н[, решение задачи (*), (8) 

единственно о пространстве L>2(0tT\ Hl).

Доказательство. Пусть и’, и2 6 />2(0,7'; Н - два решения одной и той же 

задачи (♦), (8). Тогда их разность и1 - и2 удовлетворяет уравнению

dt

Умножая обе части последнего тождества скал ярко в Hl па u1 - и2 и интегрируя

по t G [0, т], 0 < г < Г, получим

[Ап1 - Ли2, и1 — и2] dt = 0.

В силу монотонное 1 и оператора А отсюда следует оценка

о
'0_ 
di

- и2

Следовательно

1

о

Учи гывая теперь, ;_п — 0, получаеми - и

||1։‘(т,г) ֊ и2(т,ж)||пь = 0.

В силу произвол։,пости т заключаем, что и1 = и2 в цилиндре Qj՝.

Теорема доказана.

ABSTRACT. The solvability of the mixed problem for a class of Sobolev 
type degenerate quasilinear systems of partial differential equations of 
third order is studied. Dependence of on space variables is not excluded. 
The oxictencc and uniqueness of solutions of mixed problems in suitable 
functional spaces is proved under certain conditions concerning the 
principal symbols of the operators and the lower terms (Levi typ^ 
conditions) connected with the degeneration on the boundary.
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