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В работе доказываются теоремы о сходимости кратных рядов Фурье 
непрерывных функций нескольких переменных ограниченной гармо
нической вариации. Рассматривается также явление Гиббса для крат
ных рядов Фурье.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть д(1) - 2я-периодическая, интегрируемая на [-я, я] функция и

• ОО
ао(^) + 52 «n(ff)cosnl + bn(g) sin ni (1)

n=l

- ряд Фурье функции д{1). Хорошо известна следующая теорема (см. [1], стр.

121).

Теорема А.Если д(1) имеет ограниченную вариацию на отрезке [ —чтя], то

а) з каждой точке I Е [—я, я] ряд (I) сходится к - |(?(1 — 0) 4- д(1 4֊ 0)) ; Л*
Ь) если, кроме того, д(Г) непрерывна в каждой точке отрезка [а, 6] С

С [—я, я], то ряд (1) сходится к д(1) равномерно на [а, 6].

Эта георема обобщалась п различных направлениях (см. [2 7]).

Д. Ватерман (см. [8]) распространил этот результат на класс функций

ограниченной гармонической вариации II В\ :

и вV = BBV([—я, я]) = (р(0 : VH(g) = Ш"

где <?(/) = _ д(а\ если / — (а, 6), a supremum берегся по всем системам

= i попарно пепересекаютихся интервалов из [ я, я]. В [8] Д 1 р

Доказал следующую теорему :



Теорема Н.Для произвольной функции д Е HHV справедливы утверждения а 

и Ь) Теоремы Л . " '

В [9] Г. Харди определил класс Н - функций двух переменных ограниченной 

вариации. Им был доказан аналог Теоремы Л для функций из этого класса. 

Этот результат Г. Харди был обобщен Голубевым (см. [10]).

В [II] А. А. Саакян определил класс НВУ функций двух переменных гармони

ческой вариации и доказал аналог Георемы В, обобщающий результат В. Ц 

Голубова. Результаты Саакяна и настоящей работы будут сформулированы в 

следующем параграфе.

§1 . ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть х = (г։,..., zn) Е IRr‘, У = (У i,.... Уп)» где У*, k = 1, п - неотрицательные 

целые числа и пусть £ = (f ],...»). где ?к — ±1, = 1, п. Скажем, что 

последовательность /V = (У։,...,УТ|) стремится к фоо, если каждое Мк —♦ +оо, 

и скажем, что последова тельность {S'/v} сходится к пределу 5, если для любого 

ту > 0 имеем |5\ — 5| < г/, при условии, что все Nj достаточно велики. Пусть 

tv(z) = max{|x,|, [z,-х;|, i,j = 1,2,...,п} и ||/1||w = supобозначают нормы 

вектора х и матрицы А.

Положим

= Ле|(х։,Л) х ACj(x2,h) х ... х Aen(xn,/i),

П(х;/>) = и П։(г;Л).
С

Пус ть - внутренность множества £, а д! = {а} и {6), где / - либо (а, 6), либо 
♦

[а, 6].

Ниже всюду функцию /(х) будем считать измеримой и 2тг-периодической по

каждой переменной х։, ։ = 1,п.

Обозначим через 5/у(/, х) прямоугольную частичную сумму ряда Фурье функции

/(х) Е ([-7г,тг)п) ■

/V»
/V ( /» X ) — • •• Ст , ։та1. ,,тп ехр (I ( ТГк\ X] ф ... ф 7ПП Хп )) >

т։=-Л'| гип = ֊/Уп
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где

- коэффициенты Фурье функции /(х).

Точка х — (х։, х2, ...,хп) называется точкой разрыва первого рода для функции 

/(г), если существуют пределы

Положим

€

Точка х° называется точкой устранимого разрыва, если <(х°) = ^(х°) для

всех €.

Скажем, что последовательность функций {//v(x)}t определенных в окрестнос ти • •
точки х", равномерно сходился к пределу я в точке х°, если для каждого г] > 0 

существуют = 6(т/) и р = р(р) такие, что |/\(х)-$| < р при max |х?-х,| < b 
1 = 1,2, . .п

и /V,- > р, i = 1,2,п.

Пусть /’ С ( — оо, Too) - интервал или отрезок с концами а1 и 61. Через Q(/') обо- 

значим множес тво всех конечных систем попарно нспересскающихся интервалов 

удовлетворяющих условию С /'•

Определим, гармоническую вариацию для функции двух переменных /(х|,хг). 

При фиксированном х° положим

= ДЬ՝,хЗ) ։?).

Обозначим .
0 ।. 1/(Ап» х2)1И։,(/(х1,^),/') = »“РЬ------------ '

ГП

Аналогично, при фиксированном х^՝ определяю ։ся /(х։,/ ) и ^х>(/(аг| ՝ *г)< 
• •

Положим также (/2 - интервал или отрезок с копнами л и 6 )

/(/*,/’) = Да',а'2) - Да'.Ь2) ֊



тт» , к
< 'Л. I «О(Г ■) 
М’>€П(Р)

и„(/, /Ъ) = 111.1։(/, /' х /2) + 1;,(/(х,,в2), /’) + V,,(/(а1,г2), 72).

Скажем, что функция /(11,22) имеет ограниченную гармоническую вариацию 

на прямоугольнике /?2 = /՝ х /2(/ Е НВУ(Рг)), если Ун(/, /?г) < 4-оо.

Нам понадобятся следующие обозначения :

(о) — Х1,х2,...,х,_1,а, т 1+11 •••, хп,

* л в * •где I1 - интервал или отрезок в (—оо,+оо) с концами а} и Ь1.

Но индукции определим гармоническую вариацию и класс НВУ(/?П) для функций 

п (п > 3) переменных. Предположим, что для к = н - I определены гармониче

ская вариация и класс ПВУ(/)П_|). Определим для к = п

14;(/(1)> /Л.) = ։1|р
։ = 1,2,..п

!/(/;... /гл

Г(Ч,... /Г.) = /(“1,. /?,.... /?.) - /(»1,. 42,. ДЛ
Ч = (<Л,).[<ЛЛс /', 

п
^и(/, а.) = У Г)'п) + ^.(/(г), О„).

։=1

Скажем, что / Е НВУ(/)П), если У//(/(х), 1)п) < +оо.

Через НВУ и Уя(/) обозначим Н ВУ([—тг, 7г]п) и У//(/; [—тг, тг]п), соответственно- 
* •

Теорема С. Если / Е //Л У, то 
• • 

а) в каждой точке разрыва первого рода 
• /

Г1т 5’лг(/, х) = </(х), (2)
/V—-ос

Ь) если, кроме того, /(г.) непрерывна на некотором открытом множестве

Е, то имеет место равенство (2) равномерно на каждом компакте К С
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При п = 2 э га теорема доказана Л. А. Саакяном [11], при п > 3 доказательство 

можно провести аналогично.

В настоящей работе будет усилена I еорема С и будут доказаны следующие 

теоремы .

Теорема 1.Если / 6 НВ\ имеет устранимый разрыв в точке хп, то после

довательность прямоугольных частных сумм Зм(/,х) равномерно сходится к 

в точке х°.

Теорема 2. Если / е ИВУ, то

а) в каждой точке разрыва первого рода имеет место равенство (2) ;

Ь) если, кроме того, /(г) непрерывна в точках компакта К, то равенство 

(2) имеет место равномерно на К,

Опишем явление Гиббса. Сначала рассмотрим поведение частичных сумм 

5П(£) рядов ( см. [12], стр. 105)

О° . ।

Esin ut lz • /1Х л /t.
------  = ïd* ~L) = V’tO. 1 É (о, u---- Zp=l

• • # t y [ S\T\ S лв окрестности точки t = 0. IIусть G(t) — / —— ds, t > 0, (/(0) = 0- 
Jo 5

Напомним, что f/(/) непрерывна, I = G(^) > û’(0 > 0 при t > 0, а у = С7(+оо) — 

- lim G(t) < С7(тт) < тг-
(֊♦ОО

Хотя S„(l.) стремится к <р(1) в каждой фиксированной точке t £ (0,2т), но кривые

У = проходящие через начало координат накапливаются к интервалу

1 -1 Г —dt= 1.179
(р(+0) к Jo

Так как Sn(l) - нечетные функции от I, аналогичная ситуация имеет место в

. __ п ипиные и = Sn(t) накапливаются к левой части окрестности точки t — О, ։ ле крив։ у к /
сумм называется явлением интервалу -I < у < 0. Такое поведение чаоичяых сумм 

Гиббса. Его общая форма может быть описана следующим образом.

Пусть последонательпосгь « ФУ'"‘11ИИ "рИ 1 6 П։(?’'Л)

и существует <(?'). Скажем, что для {//у(»)1 имеет место явление Гиббса в
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11с (г°, Л), если

Нтьир //я(х) > <4(т°) или
Ы -»по 
г —* г 0 

ж€П<(хп.Л)

НпнпГ /к(х) < Не{ха
Л/ — оо 
«-«О 

»СП«(«°Л)

Положим

Ре(х") = Птзир 5лг(/,г); /^(х11) = НттГ Л/ — сю х —х°
։€П,(։п,к) *€ПГ(»П,М

Р(г°) = тах /(х°); /^(х°) = гтп /^(х"), 
е с

г/(ги) = тахг/£(яи); (/(г°) = пнпс/с(г0). 
€ €

Теорема 3. Если / 6 ННУ и я точке х" функция }(х) имеет разрыв первого 

рода, то

а) й(^°) < <*(«°) < Р<(®°) ;

Ъ) если г1 - точка неустранимого разрыва, то

£(/’) < <(ги) < /\(х°);

в противном случае /\(х°) = РДг0) = = ^(х°) для осет. €;

с) \<1(х") ֊ <(?’)! < (/\(л°) - ГДг0)) ;

Л) • (Р(*") - £(*")) < Ц*՞) - <№) < а. ('V) -

где ^п,<у , С2„ 6 (О, I) - константы, зависящие только от п.

§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Построим НС1ЮМО1 ааельные функции, используемые в док азател ьегве Теорем 2 

и 3.

Через г(Л-), 1 < к < п, обозначим множество к мерных векторов г монотон

но растущими на 1 у ральными координатами, не превосход и ши ми п, т.с. если 

(»],...,**) Е Цк), то !<»')< »2 < ... < п. Положим ։(0) = {(0)}.

(’кажем, что (»1,...,։*) < (}|, •••, Лн)> если либо к < т, либо к — и 

существует я0 > I такое, что 1Л — при <ч = 1,...,.яп — I и < jtn^ ^лЯ 

(»!,.... ц) Е г(к) положим (0) < (и ,..., и), 
п 9

Через а обозначим биективное отображение {О, I,..., 2П — 1} на »(Ат), удовлетво- 
к~<} крякппсе условию <7(1) < а(д) при 1 < }. Для а(г) — (11...... 14.) положим |<т(։)| -
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Пусть £■(։։. •••>»*) = (^1»£2. —»€п), где ет = 1, если т ± црИ всех ] = а

1Я остальных т возьмем е1П = —1. Положим

б(0) - (1, 1,...М) - Со; (1ь .... ц)(т) = т։-,г։а.,.г,к; (0)(х) - |

Построим функцию Ф(т) на [0,2тг]п следующим образом :

2"- 1 — ■ * 
^(х) = 7 , Лсу(£) сг(*)(х),. если те[0,2тг]п, 

1 = 0

где Аа(։), 1 = 0, 1,2П- 1, определяются из системы

{
2"-1

^(°) = ^2 ^(;)(тг(бо -€))>. (3)
>=о ]

Положим 
• •

= |т(;)(։г(ео ֊ е(<г(։)))), Л = {ДЧ)Т;;, А = {А,о)}2’;'.

Так как Д1; — 0, если ։ < ;и Д|։ = (27г)^։)* , то гап^Д — 2П. Следовательно, 

система (3) имеет единственное решение.

Построим теперь 2тг-периодическую функцию Ф|(т) следующим образом :

f Ф(г), если х£(0,2л-)г‘
Ф1(я) _ < 

(0, на границе [0,2?г]п.

Лемма Г.Ь’сли E HRV([a,b]), то 
9

и) g(t) имеет, только разрывы первого рода;

b) lim Уц(д, [to,t0 + h]) = 0 тогда и только тогда, когда g(t) непрерывна в 
h—• о

^очке б». ■
Лемма 2. Если f 6 Я/?Г(П2), тп для прпилвольньи х, 6 Di

Vn(f./>s), 1.2;

‘W)-/(։')| < 2Vw(/,P։).
Лемма 3. nvrm,. f e ///;l’(/J2) u а точке x 6 /Ъ существует предел dt(z). 

Тогда

lini V //(/; /i)) = 0.
h—о

Локазачельства этих Лемм можно найти в работах [Я] и [11].
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Повторяя рассуждения и выкладки работы (11, стр. 526 528], получим следую.

щим результат :

Лемма 4. Если f E HBV, то

|/(х) - 5/у(/, *)| < С ^н(/, Пе(х, Л)) 4֊ о(1), 
€

где при фиксированном Ь. о( 1) стремится к нулю при М —+ оо, равномерно по

х, а С - абсолютная постоянная.

Лемма 5.Для любых /|(х), /г(х) Е НВУ^Е)?)

17/(7! + А, О2) < !/„(/,, 1)2) + И„(/21 £>2).

Доказательство очевидно.

Лемма 6. Пусть / Е НВ 1/(Пе(хп,Л)) и в точке, х

Пт /(х) = /(х”). Тогда

" существует предел :

lini V'H(/;[1։(I°,A)) = O. h —• о

Доказательство. Для простоты докажем ее в случае п = 2. В рбшем случае 

п > 3 можно поступить аналогично. Определим функцию /"(х^хг) на Пс(х(),Л). 

('начала на множестве Г

11։(ги,Л)\((Д։,(г«,Л)х {։“))и({г») х

положим /’ = f. Л на множестве

положим

/’(х։,х2)= lim /‘(xj.ia).

•t«aS։ (*?•*)

На множестве Ae|(xp/i) х {xlj} определим /*(х],хз) следующим образом :

lim
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Из Леммы 2 следует, что /(х,,х2) 6 НВУ(Дв։(1{, А))։» = 1|2> а из Леммы 1 

вьпт’касг, что существуют пределы (4) и (5). Следовательно функция /*(х],х2) 

определена корректно.

Из определения функции /’(х|,х2) и Леммы 2, часть а) следует, что

Пт /'(*) = /’(*") = /(^°) (6)
х€П<(гпЛ)

И * . • ’

I'.. (/*(։!. «2); △<,(։?./>))< иИ(/;П։(х",А)), (7)

Т1։(Г(«?.®։):Д։,(«$.А)) < Ии(/;П։(։П,А)). (8)
• |

Учитывая Лемму 5, неравенства (7) и (8), получаем

ИП(Г; ПДх0, А)) < 1ХЯ(Г -/;11։(։п,А)) + Ки(/;11Дг0,Л))<

<5Уи(/;П։(Е°,А))<оо.

Следов аге л ыю

г е НВУ(П<(/’,Л)). (9)

Согласно (6) и (9) функция /*(х), удовлетворяет условиям Леммы 6.

Теперь проверим, что утверждение Леммы 6 справедливо для функции /"(х).

Iак как функции /*(х|»х2) и /'(х',1,^) непрерывны в точках и х£, соответ- 

ственно, из Леммы 1 имеем

(10)

(И)

lim ,)) = °
h—o

и

lim ($?> 2՝ «)) =
л — о Z

Убедимся, что имеет место неравенство

H<(xrt. ^)) < Кг1.»։(Г(1ь։2);1С'(«0.Л))- (12)

принимая во внимание определение ГГ։,г//’(Х1»*2^ |։,(т ' 2^’ яосл а1 ° 1,10 р,1С

(М°1реть те системы интервалов и {/?}*-։» яля которых точки х? и



2 являются вершинами ип'1՝ервалов /„ 

гневно.Пусть х? = аЬ . ։? = а? .

Из определения функции /'(л) имеем

1Г(/;,42, ||то |Г(4.(։г.^, т — тр ։

1Г(/п Нт |/'((г1,6‘

|Г(^ Нт
______О

|Г((։։Х
т1

Положим

т 1 / > 'т ' т 5 т # т1։ т = 1, .... 7ПП,

։ • • • » ^0•к >

Из определения гармонической вариации функции /*(г) на П°(ж0՜ /*) имеем

тк

Слсдоваз'ельно

Неравенство (12) доказано.

Согласно неравенствам (10) - (12), из Леммы 3 следует, что
4 

ПтИи(Г,П,(х’,֊))=0. (13)

9

Докажем Лемму 6 для функции /(х). Из непрерывности функций и

/(г) .х^) в точках и х", соответственно, имеем

НтиГ1(/(х,,1");Д։,(х|’4)) = (), (Н)
А —•(I 2

• •

ЬтпГ։Д/(х?,ха);Д։։(х»4)) = (). (15)
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Легко видеть, что

||«(^. |)) < Ь.,1։(Д - ДП.(х°,£)) + ^„։։(Г; пг(х°, *» <

< V,, (Г; П,(х°, £)) + V;, (/(х,, х»); Д„(х«„ *)) + ^(/(х?,^); Д։։(х», £)).

(16)
Согласно (13) (16), получаем

Пт Гн(/, ПДх",֊)) ֊ о. А—»0 2

Следствие. Пусть { Е Н ВУ(1|(х(|, А)) и Дх) непрерывна в точке х°. Тогда

Пт Гя(/;П(х°,А)) = О.А —• о

Доказательство следует из неравенства

1'4/1 П(Х°,А)) < С£ !/„(/; ПДх0, Л)), 
€

гле С - абсолютная постоянная.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство Теоремы 1. Для простоты проведем доказательство для 

п = 2. Н общем случае теорема доказывается аналогично. Пусть /(*1,12) - 2тг- 

периодическая функция по каждой переменной, удовлетворяющая условиям

7(А^) = Ф°); /(*) = /(*)
при X е (х?;*? + 2^) X (г(2, *2 + 2тг).

Легко видеть, что при х С П(х°, имеем

Ун(7;п.(։.֊)) < счи(дп(т(’,л)).

Из Леммы 4 слсдуе г, что

е

^■»сдовазел ьно

|Дх°) - 5’4/,х)! < с Г</(Д 11(1". А)) + о(1) + !/՝(։) - /(*")!•
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Из непрерывности /(х) в точке х и из следствия получаем, что для любого 6 > о 

существует На - А(6) > 0 такое, что при х £ До) 
ч

С УН(Г, П(®°, 2ЛП)) + |/(х) - 7(Х°)| < ֊.

Следовательно, для достаточно больших и при фиксированном имеем

|</(х°)-$Л(/,х)|<« при ЛГ, > /V,0. Ы2 > Ы2< т. £ П(г°, Л), 
а 

♦ 
Теорема доказана.

Доказательство Теоремы 2 а) Без ограничения общности можем считать, 

что х = 0. Так как в точке х — 0 функция /(х)-'Ц\(х) имеет устранимый разрыв, 
*

з'о из Теоремы 1 следует, ч то .$/<(/ — Ф।, 0) сходится к 0. 
• •

Легко видеть, что

Пт 5л,(4>|,0) = <7(0). (17)
N — ос

Следовательно, учитывая, что

lim (5\(/,0)֊Л\(Ф|,0)) = 0, /V —• оо

получаем

lim $„(/,()) = d(0). Л-*оо

Ь) Поскольку по предположении» функция f(r.) непрерывна в точках компакта

К, в силу Теоремы I для любого Л > 0 и каждой точки х £ К существуют

окрестность Ux точки х и число Nz = /V(6, х) такие, что

|/Ь) - я«(/. *)1 < « при z С Ux и /V > Nr.

Так как множество ит является открытым покрытием компакта К, то 
гек ’

п

существуют (/֊ ,.... (/-֊ такие, что I I //- Э К и |/(х) — х)| < й при х С К >
1=1 

/V > шах . Теорема 2 доказана. 1 = 1,..,т Г|
Доказательство Теоремы 3. Без ограничения общности можем предполо

жить, что х" ֊ 0. 'Гак как функция / — Ф։ имеет устранимый разрыв, то и՜» 

Теоремы I следусз , что в точке 0 функция 5л-(/ - Ф।, х) равномерно сходится к
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О Таким образом, поведение 5/у(/, х) в окрестности точки 0 полностью опреде

ляется поведением 5лг(Ф|,ж), т.е.

РД/,0) = £(*1,0), /\(/,0) = Ре(Ф1,0) для всех е.

Из определения Ф։ имеем

<4(/,0) = с/е(Ф1,0) для всех е

2"- I

5л/(Ф։,х)= ^2 >*(0 ^(<т(։)(). *),
1=0

2п-1 Н«)1 / ^7 •
ТТ / Л 5|П

А,(») П тг - 2 52 ---------
4 ' I т

1=0 7 = ] у т=1

И»)Г= *(0 = (й։*2,.-,*7, -,։*)•

• • • ■

Определим функцию Ф*(х) на [֊/,/]" следующим образом :

2"-1 1<Ф)1

*П*) = 52 М) П (7Г“2хъ)’
1=0 7=1

(18)

где I = («ь х2։ ...,Жп) € [֊/, 1]п, я'М = (й ,.,ц). Представим функцию Ф'(х) в

виде
2Л_ |

Ф'(ж) = 52 Ч(<) ։=0
(19)

Из (18) и (19) получим систему уравнений

или эквиналентное уравнение А* — А* А, где А — {А„(։) |։=о » а ՝ »7 »»,;՛-<>• 

Имеем д;. = (), если > > ] и Д', = (-2)1'<‘И. Следовательно, гапКД‘ = 2П-
• *•. • • .

Известно (см. [12], стр. 105), что

+ «е[0,я], (20)
8

'•«<։ |/?т(01 < Ь. если ( < А и т > тп(А). Из (20) получим

Пт яир 5т(^) — й <-»П4
т —• | аг»

| --*П 4 
т —• 4 ЛС
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а также, что для л юбого € [О,/] существуют последовательности {1к} и

такие, что

lirfi •Snr։,, {i-k) — to- 
к —»ос

Следовательно

Ре(0) = max Ф'(х); /\(0) = min Ф‘ (х
г€П,(0,1) гбП.(0,0

И месм
2П- 1

Ч--(0)= £ А,{() 
i=0

£<r(։)(ir(£o + e)) = 2n։r|e(i>l. 
£

Следовательно, получаем Ф'(0) = d(0).

Очевидно, что

£(о) = min ^еп<(о,/) Ф’(х) < Ф'(0) < max 
хбПДП.О Ф*(я) = Рс(0),

тем самым утверждение а) доказано.

Иля доказательства утверждения Ь) заметим, что

2”-i k(»)| 2*-i

фX А'(0 П (я’-7геь)= Л^(.) (^(*)(^(^о -е))) =
։=О j=l |=0

Поскольку rangA = rang Л* = 2П, то 0 является точкой устранимою разрыва 

функций /(х) и Фт (х) тогда и только тогда, когда Ф‘(х) = const. В этом случае 

имеем

р£(0)-РДО) = rf,.(0) = d(0) для всех €.

В случае, когда 0 является точкой неустранимого разрыва, имеем Ф’(г) г 

const. Следовательно, Ф’(х) не может принять максимальное или минимальное 

значение внутри Пс ((),/), i ак как при фиксировании п — 1 переменных Ф (г)

становится линейной функцией. Следовательно 

max Ф"(х) — /^(О). гСПг(0./)
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утверждение Ь) доказано.

Для доказательства утверждения с) предположим, без ограничения общности, 

что € -- .как фиксация п — I переменных превращает в линейную

функцию, то

£.(0) = min Ф'(г)
гбП<о(0,Г)

гтнп
г£ЭЛ<։(0,|)х...хдДГп(0,/)

inax Ф‘(я) 
ren«0(ü,i) rnax 

х€дД։,(0,/)х. хЭД,п(|),/)
Р.„(0)

Следовательно, получаем систему уравнений

2”- ։

т.е. р = ЛА\ где р = {р,}-2п 1, Pi = - £(*(»)))), А = Aj =

= <гО)(|(£о֊с(а(։)))).

Имеем ,41; = 0, если г <], а. Д, = /И‘Л. Следовательно, гаг^Д = 2П.

Легко видеть, что

^о(о) -2L.(o) = “(>։т), где

■4 = <(о) = Е А«(» (jj) ffO)(£o);
j=0

22д։ /7r\kü)l
d„,(0) - </(0) = £ М <^0)(£");

■ ;=1

• •

где В = {5 а ß . ~ (f)1’0’1 <r(j)(eo); = <>, если i > 1.

В случае ^(А‘) = 0 неравенство

Но) - <(0)1 < О՞ (ё<„(0) - £<„(<>))
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где Л = ЛА*, А" = Л 1 L.

Из а) и Ь) вытекает, что

и>(НА*) _ си(НЛ՜’ L)
ЗЩ7) ’

Следовательно, ЦДЛ 11< I, обозначая через Qn = ||ДЛ_|||Ш, мы завершим

доказательство утверждения с). Докажем теперь утверждение d). Рассуждая как

и выше, легко видеть, что

/?(0) = max Ре (0) = max 
r63(-M)x...xa(-U) (21)

Р(0) = min /\(0) = min min 
rea[-i,/]x...xa(֊i,i] (22)

d(0) = mindc(0) = min ГП in (23)

d(0) = maxdc(0) = max max 
r6a(-f ,f]x... (24)

»

= 0 и Ф*(г) = const. Следовательно, Р(0) = Р(0) — d(0) =

— d(0) и неравенство d) очевидно.

В случае,когда и’(А') 0, имеем А‘ 0 и ^“(z) const. Поэтому в силу (21)-

(24) получаем

Р(0) < d(0) < d(0) < Р(0). (25)

Легко видеть, что

/>(()) - £((() = w((4--(/£(a(»))) ֊ 4'’(fe«))?2rl).

<2(0) - 4(0) =*((♦’(^('(0)) ֊ ♦’фо))£г1)- 

• • 
И моем

2"-1

ф-(М^)))-♦՛('«<>)= Е А;(,.)/1‘’<»1(а(Л(г(<7(2))- I), 
)=0

Р(0) ֊ £(0) = -(<ЭГ), где у = {Си}?’:!- = ''’0)1 (^0)(с(^(0) '

3(0)-4(0) = ц<(ЯГ), = (֊)''и)1 (<7(;)(£(<7(<)))-՝)’

Для выполнения условия гап§^ = га։^Л = 2П - 1 достаточно, чтобы гапД^ 

2՞ ֊ 1, где ? = {?,,}’■;*, -аь = <7(Д (£(а(.))) - I ■
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Докажем, что матрица <г = {^ }’*.^, _ <г(у) (е(а(>))) ортогональна.

Если к\ / *2. то существует к3 > 1 такое, что <г։„ • для всех

у = 0,1, •••» 2 — 1 * 
• •Следовательно 

2п-1 г-1
. /2 - 52 = 0.

7=0 ' 7=0
Очевидно, что 

2”-1 2"-1
5‘.2 ?Ь2 = 52 (^12 - !)(«■*,2 - 1) = 2", (26)

2=1 2=0

Г-I 
52 ?*> ?*2 = 2՞ - I • (27)
2 = 1

Из соотношений (26) и (27) следует, что ганй? = 2՞ - I. Имеем

“ u(QÜ-'z)
_ ы(ЯА') _ u(RQ-'L)
~ u(QX-) ~ *(О

^z

< IW1 IL,

гдеы(А') У О, Ь = С^А', А' = С}՜'Ь, и>(Ь) ± 0, г = ЛА'.

Из (25) получаем
ы(ЛА') _ и>(лд-'ь)
ы(<?А') ~ *(О <

Значит, ИКС՜1 < 1. * •'
Т аким образом, обозначая (^п = ||Йф“’||им Н^1. получаем

требуемое утверждение. Теорема доказана.

В заключение, автор выражает благодарность профессору Г.Г. Геворкяну за 

постановку задачи и обсуждения результатов работы.

ABSTRACT. Theorems on convergence of multiple Fourier series of 
several variables continuous functions with harmonic bounded variation 
are proved. Also the Gibbs phenomenon for multiple Fourier series is 
cnnsidorcd.
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