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В работе рассматривается задача Коши в классах ЯСевре для квази­
линейных слабо гиперболических уравнений второго порядка с харак­
теристиками, совпадающими на линии, несущей начальные условия 
Приводятся условия на нелинейные младшие члены /(г,/., нх), которые 
являются достаточными для локальной теоремы существования. До­
казывается также существование конуса зависимости.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы в ряде работ [1,5, 13] описывались конструкции параметрикса 

и фундаментального решения задачи Коши для вырождающихся линейных ги- 

перболических уравнений. Эти результаты тесно связаны с изучением условий 

корректности для линейных гиперболических уравнений с кратными характери­

стиками и вселяют надежду на успех в получении результатов для нелинейных 

и, в частности, квазилинейных вырождающихся уравнений.

В квазилинейном случае в дополнение к трудностям, связанным с нелинейно­

стью оператора возникает проблема нахождения гак называемых условий Леви 

и выбора пространств функций, в которых задача Коши была бы корректной. 

Условиями Леви мы будем называть алгебраические условия между младшими 

членами оператора, включая и их производные, и I данной частью опера юра.

Достаточные условия корректности задачи Коши в классах Жсвре описаны 

п [5, 12] дли линейных операторов. Эти условия близки к необходимым [5, 7, И].

С другой стороны, известны результаты и для нелинейною случая при

подходящем выборе пространств Жевре, а именно, когда показазтль л класса 
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меньше т/(т — I), где т- кратность характеристических корней. В этом случае 

можно обойтись без условий Леви. Так, например, в работах [1, 3, 6, 9] наряду 

с другими результатами доказана локальная теорема существования. Итак, для 

уравнения второго порядка упомянутые работы дают результа т только в классах 

Жевре с показателем 5 < 2.

Целью настоящей работы является исследование задачи Коши

ии ֊ A2(*)a(z, t)uzz = t, ur),

u(x,0) = 0, Ut(x,0) = 0, (1-2)

где A(0) = 0, A(£) > 0, A'(f) > 0 для I > 0 и u(r,f) > const > 0, в нространс твах 

Жевре с произвольным показателем. Очевидно, что без ограничения общности, 

мы можем рассматривать только задачу с однородными начальными условиями.

Указанная задача Коши содержит все трудности, упомянутые выше. С одной 

стороны, мы имеем нелинейность в правой части уравнения, с другой стороны, 

характеристические корпи имеют, вообще говоря, переменную кратность. Далее, 

для получения результата в классах Жевре с произвольным показа гелем мы 

нуждаемся в условиях Леви. Наш основной результат (см. Теорему 1.2) состоит 

в нахождении условий, при выполнении которых задача (1.1), (1.2) является 

корректной. Как обычно, корректность означает существование решения, его 

единственность и существование конуса зависимости. Необходимо подчеркнуть 

что условие Лепи ( 1.8) позволяет исследовать задачу Коши в пространствах 

Жевре с произвольным показателем.

После линеаризации единственность в задаче (1.1), (1.2) может бы ть полу­

чена из теоремы единственности следующей однородной задачи Коши [13] :

Wu — А2(l)a(x, L)wzz — b(x, l)wXt w(x, 0) = ид(х, 0) = 0. (1-3)

Клине ։ нснность для (1.3) есть предмет отдельного исследования, весьма инте­

ресного. ')тим объясняется большое количество статей, посвященных единс твен­

ности и неединственности в задаче (1.3). Первая причина - нарушение условий 

Леви между Ь и Хга [2.7], вторая - наличие, осцилляций [2]. Единственность дока­

зывается, как правило, в пространстве С’00 функций. Мы также следуем этому
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подходу и напоминаем, что согласно [2] решение задачи Коши

wtt - a(t)wri = О, w(t,0) = wr(z,0) = О

вообще говоря, нсединственно, если функция a(t) е С°°((),Т) имеет нуль беско­

нечного порядка в точке t = 0. Используя результат работы [13] (см. Приложе­

ние)» мы получаем теорему единственности для (1.3). Действительно, предполо­

жим, что Агп = sup A(i)\/a(z, t) < оо и рассмотрим для точки Л = (хлЛл) с 

1-л > 0 множества

— {(г։ 0 '■ ~ ” (Г ~ гд)2 > 0, I) < I < /д },

Da =СаП{1 = 0}.

Теорема 1.1. (существование конуса зависимости) Рассмотрим квазилиней­

ное слабо гиперболическое уравнение (1.1). Предположим, что с некоторыми 

положительными постоянными ао,а|

0 < а() < н(лМ) < «| для вост, (т.,1) Е Шг х [0, Т], (1.4)
г

вещественнозначная функция X принадлежит С’°°[0, /’], А2Л՜ 6 Сос[0,7']. 

и функции а и / удовлетворяют следующим условиям (ниже с > 1/2 , 
с

с, *4)» ск > С\,к. ,1,к ~ положительные постоянные, а А(£) = [ А(т) <1т) :

сА(1)/Л(0 < A,(i)/A(t) < cuA(f)/A(/.) для всех t > 0,

|A<£)(Z)| < с,ь(А'(г)/Л(О)*՜1 л'(0 для всех /’=1,2,..., t > 0,

/1.5)

/1.6)

|a;^a(z,0l<C’։.*(A(0/A(l))։ для всех I > О, (1.7)

< С’1,*,(,кАг,'1(()/л1+ (0 для пест

i,k,l,l>l, (z,։,p)€ пт X (0,7’1 X К. П-И)

где К С IFlp есть произвольное, компактное множ f (гп

Нели два решения ui и u-j уравнения (I I) принадлежат (С.л) и

Ui = u-j, — д(Н-2 па Ид, (1.9)
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то U] и и? соппа^лют иа Сд. 'X

Условия (1.8) являются условиями Леви, естественными для операторов с 

кратными характеристиками (ср. с [4] в случае А{£) = lk). С другой стороны, 
ч

зги условия допускают функции А = A(Z), имеющие нули бесконечного порядка 

[13], например, ,\(Z) =exp(-Z՜2).

Для изучения корректности задачи в классах Жевре мы должны более точно 

описать постоянные С’«,*,/,к,С',•,* :

Ci.k = CiMpkV. (1.10)

более того, мы требуем выполнения следующих условий :

< С\л4‘+,)'/!'Ч!-0(Аг(։)/Л(։))

для всех </, / > |, (т,/,р) ешг X (0,'Г] х К, а также

|д,Ч‘/(*Лр)| < Ск,(л/^,.н'(А(1)/л(0)՛ (1.12)

для всех *։ к, с 1П.Х х (0, 1 ] х К. Здесь о(А?(£)/Л(/)) обозначает известный 

символ Ландау.

Для формулировки нашего основного результата мы используем следующие 

обозначения.

Для заданных фиксированных постоянных р > 0 и я > I, определим

{м £ (1П.Х) : < Сик\я для всех к > ()},

>7 = {н е С°°(П1Г) : ||^н(л)||/- < С.Л’1 для всех к > 0 },

л1ос'(шх X IRp) _ {ug С* (JR, X шф) : Р^'н(х,р)| < М^ + /)Ч!Ч!Я'

для всех k,l> 0, (г,р) fe u<r х я, [яи ||ос.гояннып Ск и Мк

зависят от выбранного компактного множества К}.

Здес!> || • || есть L-j норма. Как обычно, ,V +и> 0 означают индук тивные пределы
й( гн (Лр)р>и, О/)р>|(, соответственно.
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Используя указанные предположения и обозначения, мы доказываем следу 

кипий основной результат настоящей статьи :

Теорема 1.2. Рассмотрим следующую задачу Коши для слабо гиперболического 

уравнения

и(ж,0) = 0, 11,(1,0) = 0.

Н дополнение к (1.4) - (1-8), (1.10) ~ (1.12) предположим, что

|а;^а(г,г)| < С.Ч‘'*!'(А(4)/Л(4))' дл* I > ”.

А’абС“([0,Т];А-;п),

/еС'с([0,7-];.У|';с'.'(1П, хшр)),

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Тогда существует единственным образом определяемое решение

(1.17)

где достаточно маленькая положительная постоянная Г < Г зависит от а и 

/. Колее .того, у рассматриваемой задачи Коши существует конус зависимо­

сти.

§2. ПРИВЕДЕНИЕ РАССМАТРИВАЕМОЙ ЗАДАЧИ 

К ЭКВИВАЛЕНТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим задачу Кении

Ц(/ — А^(/)(1(т,1.)Нц: — )>
(2-1)

и(г,0) = 1), и,(х,1։) = 11.

Предположим, что существует классическое решение н — н(г, 4), определенное па 

ЛЬ х [0,'/՝]. Иолее гою предположим, что выполпе....псе предположения I сорсмы

1.2 .
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Определим теперь функции — и^‘^(х,4)։ г = 0, 1,п, с помощью следу­

ющей системы дифференциальных уравнений :

и<“> = /(*,։,()),
и1,)’ = /(т.,1,>4՞’) - /(։,։,о)+ ։)и«.

(п) г( » (°) 1 Г(т IН(< = }(х, 1>их + • • • + 1*г ) ” ] <•» +
••■ + ^’”2)) + А2(()о(1,0'4"1*1)

с начальными условиями

0) = и5‘\г,0) = 0 для всех ։ = 0, 1,...,п.

(2.2)

(2.3)

Система может быть решена шаг за шагом. Ищем функцию и — п(х,<) как 

решение квазилинейного слабо гиперболического уравнения

Ьц - X2 (1)а(х}1,)уХ1: = /(х,£,и^։1) + ••• + и^п) + иг)-

֊ /(М, 4։1) + • • • + 4П-1 >) + л2«Ф, 0»^

с однородными начальными условиями

и(х, 0) = г։(х, 0) = 0.

(2.4)

(2.5)

Полагая и — п 4- и{։|) 4- • • • 4- легко доказать, что в соответствующих 

функциональных пространствах задача Коши (2.1) эквивалентна задачам Коши 

(2.2), (2.3) и (2.4), (2 5). Действительно, если и, удовлетворяют (2 1) - (2.3), 

соответственно, то н = и — — ... — у(п) является решением (2.4), (2.5).

Обратно, если и есть решения задач (2.2), (2 3) и (2.4), (2.5), соответственно, 

то и — V -ь н( ,) 4- • • • 4֊ и(п > является решением задачи (2.1).

Па первый взгляд этот процесс редукции кажется имеющим чисто формаль­

ный характер. Однако он позволяет использовать лемму Нерсесяна (см. Лем 

му А.2 Приложения), для применения которой необходимо, чтобы правая часть 

I = /(х.Ср) уравнения имела подходящую асимптотику для малых I в точ­

ке р -■ 0. В формулировке пашей основной теоремы пег никакого специального 

предположения относительно подобного поведения правой части. И тем более 

удивительно, что и в квазилинейном случае такой простой процесс редукции 
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шаг за шагом приводит к желаемому асимптотическому поведении» в плоскости 

р ~ 0. I аким образом, мы получаем в (2.4) в качестве правой части функцию

5п(г։ 1..пх) = 4֊ • • • 4- и<гп) 4- пх)-

-Д®, 4"> + • • • + «4»-')) + >։({)0(1,4)и<”> (2.6)

9„(1, (,())- Ап((),

где п может быть сделано достаточно большим. А именно, имеет место следую­

щая

Лемма 2.1. Пусть функции Х,а,/ из (2 1) удовлетворяют предположениям 

(1.4) ’ (1 6), (1 Я), (116), (112) - (1 16). 'Тогда для каждого фиксированного п 

после процесса редукции функции уи и, следовательно, правая часть уравнения 

(2-4) удовлетворяет

I

(2.7)

|9;с*'9п(М,р)| < С\,„л41?„')’/!/>!‘о(А2(<)/Л(<)),

для всех 1,1, I > 1, (г,<,р) 6 П7Г х [0,7] х К, (2 8)

1^<7п(я, 1,р)\ < для всех ։, (х, Т р) Е х [0. 7’] х К, (2.9)

Р;0пСМ.О)|| < С’пЛ7“^Ап(0, для всех I, I € [0,7]. (2.10)

Нолес, того, решения к = 0, .... п, задач (2 2), (2-3) принадлежат

С°°([0, 7’]; У^о) и удовлетворяют неравенствам

||31и«(1,011<СкЛ/Г»!։А‘(<). (2.11)

Доказательство. Согласно (2.2), (2.3), (Мб) имеем 

р,։а;и(п>(«,011 < п^/(х,/.о)|| < о,лс"^!։, (212)

и, следовательно, в силу (2.3) 
♦ 

||^»('|)(х,<)||<е„л/,Г'м!։г2.
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Из (1-15) получаем € СЛ' ([0, Т]; > ^0).

Обозначив р = Ыг°) € С'ос([0, Г); У^о), рассмотрим

и'!’ = /(։,«,р) - Л։,1,О) + А։(1)«(։,Ор։, »(1)(։.О) = и!'։(։,0) = 0.

Согласно формуле Лейбница
р

«;{/(։,(,р) 0)1 = У/<,А1)(1,«.«)^'+

О

где ^к',՝1'\х.1.р) обозначает дкд{др рУ Согласно последнему соотношению 

и принимая во внимание вложение (7°°([0,7’]; У^()). С Сл,([0,7); Ац_0) и (1.8), 

заключаем

на; (к*, ։,Р) - /(։, (,о)}|| < с, л7;*»!'11р11֊+

НЭГ'рНоо ...наГ-'рНоо цаг-р||2
ГП\! . . .ГПр_| ! ГП^!

Для того, чтобы оценить вторую сумму нам необходимы некоторые вычисления,

которые мы здесь опускаем Чита’гель может найти их в [10], в то время как

их краткое изложение приведено в следующем пункте. Дейс гви гельно, можно

доказать следующую оценку :

Наконец, получаем

А2(0.2

и, соответственно

Р;«(1)(М)||<С1М;'»!*А(4).
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Это асимптотическое повеление при L — 0 достаточно для последующего. Более 

того, (2.2), (2.3), (1.14) и (1.15) приводят к включению u<’) е С'°°([0, Т]\ Y}n). 

Обозначая pn = u£։),pi = н(х։), принадлежащие С°°([0, TJ; У;о), получаем для

и(2)

(<9?'(Pi + Ро))- -(^(Р! + Ро))
. rriyl

Можно оценить с помощью аналогичных рассуждений. Необходимо только 

принять во внимание, что каждый член суммы содержит либо д™'р\ либо
Po+Pl

k,o,p + 1

Ро
)(л, t, v)du. Это ласт желаемое асимптотическое разложение. Итак

и

||^<2>(аи)|| < С։МГ'!'А2(4).

Таким образом, последовательно доказываем последнее утверждение леммы.

Осталось доказать (2.7) - (2.10) для 

<7п(л, р) = /(ж, I, + • • • + »4п) + р) - /(л, /, 4'։) 4֊ • • • + »4’* 1}) 4֊ А2(I)а(л, 0й«

Свойство (2.7) следует непосредственно из (1.14), (115) и включений €

С,по([0,7’];>';о), k = 0,...,и. Используя С~([0,7’J; >;о) С С’°°([0, Г];Л’;о), (!.«) 

для 1 = 0 и (110), получаем

к^п(м.р)| = < Ск,„Л/<!+п')'<>!''.!’0(А2(/)/Л(£));

г.с (2.8). Аналогично, принимая во внимание (1.14), (1.15), получаем (2.9). Для 

Доказательства (2.10), т.е.

îl^ÿ..(x. «. 0)11 = пл«. '4П) + ՛ • • + "х"’)-
'>) + A’{z)a(x,i)uW|| < C’„+1M”+li!*A’>(Z), 
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мы вводим ро = и<°> + ••• + и^-1),Р1 = »г"’- Очевидно, р0 и р, принадлежат 

С°°([0,7']; У;о). Тогда (1.11), (2.11) для к = И и рассуждения, использованные 

для оценивания ||а?^и<2)(г> ()|| дают (2.10), где мы снова напомним, что в ка- 
Ро+Р։

ждом члене имеется либо [ 1’(х, либо Эти члены обеспе-
рпчинают асимптотическое поведение нормы ||д^.рп(г, /, 0)|| по переменной I. Этим 

завершается доказательство леммы.

Нижеследующая лемма является результатом утверждении, содержащихся 
• ь 

в начале настоящего пункта и Леммы 2.1.

Лемма 2.2. Пусть функции Х,а,/ из (2.1) удовлетворяют предположениям 

(1.4) - (1.6), (1.8), (1.10), (112) - (116). Далее, пусть функции ц("\ ..., 

принадлежащие С°°([0, Т]; У^о), построены как решения задачи (2.2), (2-3). 

Нели V (Е С*([(),Т];У'^п) есть решение задачи (2.4), (%5), то и = и 4 ■+

• • •-I- есть решение задачи (2.1), принадлежащее С’*([0, Т]; У^п).

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛОКАЛЬНОЙ

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ

Определим для функций и из У^() частичные энергии (;> I)

с;(0 = ( /\л2(*)'1(*Э)|д£н|2 + 1<% Ч|2+/|д£ ‘и|2)с/х) / ,
аз

и эпер1 ии конечного порядка

Ь\(() = т/(;) для /V > I,
1 = 1

где обозначено т/(}) — с; (£)/,(£)■> к)кл /)\*, к - фиксированное натуральное число, 

к одномерном случае к = 3 [1 I]. Функция р(1) = рпех1>(-СЧ), подчиненная до­

полнительному условию > ро/2 определяет интервал существования [0,7”].

3.1. Последовательные приближении

Благодаря Лемме 2.2, остается только исследовать задачу

= .9„(х,1,рх), п(х,0) = г((х,0) ֊ 0, 
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где удовлетворяет предположениям (2.7) - (2.10). Мы предполагаем следую­

щую схему последовательных приближений •

<’« + 1> - А2({)а(х,։)«։’+1) = 9„(х,։,»4'>)),

>/р+1 \х, 0) = ։^р+1 )(։, 0) = 0

(3.2)

(3.3)

для р = 0, 1,.... Натуральное число п вбирается достаточно большим.

Мы стартуем с = 0. Согласно (2.8) и Лемме А.1 Приложения, существует 

решение »/’) Е С2((0, 7’]; У?п) с тем же асимптотическим поведением в I = 0, то

есть

||а^Х։>(г,0|| < СЛ/'*։!'А,‘(«) для всех (С [0,7’] И

Здесь и далее через С и Л/ обозначены универсальные постоянные. Принимая во

внимание

получаем

А-’'<7„(1,/,41>)бС-((0,7];>Т)

И

||<Э15п(®Л’41>)11 < СЛ/,1Н,Ап(^) для всех I Е [0,Т], »’ > 0.

(д|сдова'п-?льпо, мы можем применить Лемму А.1 к (3.2), (3.3) для р — 1. 

Рассуждая последовательно, получаем решения 6 С2([0, Т՝]; > ^0), где

ц^1/'”(х,011 + ||а;9п(х,х,и<’'))|| < см"гх՝՝(1). (3.1)

Итак схема последовательных приближений (3.2), (3.3) является приемлемей

в предположениях Теоремы 1.2.

3.2. Энергетические оценки

Обозначим /<}^’\<) — где
• •

IV . X '/2 • I. 4. .Е\(»)(/.) = ^ (У(А2(/)а(х,։)|<7;р|2 + |с>2-|г(|2 + ?|с^''',Г)^) />(02՜ } ’И ■

X-' М. ГЧ
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Нашей целью является оценка энергии конечного порядка ^}(1) для Ы 

Дифференцирование частичных энергий е; даёт

еД1)е'(։) = у + >2^ £'г+

ГН

+ у (А'(0А(4)а(х, 0 + А2(4)а։(х, £))|«|24х. 

гн
Согласно условию (1.4) и уравнению (3.1), имеем

е,(0е<(0 / {(Аг(։Ж’1.«(’:.О^]«)^-'»1 + <?֊А2(։)а(х,0|5>у|2 +

гп

+/д}-|«0}’Ч)рх + у (% [дп(х,1,ух)(1х,

п<
где положительная постоянная зависит только от а и А. Следовательно

е;(о<А0(о+сг^м‘)+11Аг(О[^՜ 
ММ

,а(х,оа2]и|| + ||0> ։!7п(х,С их)||.

Тогда

Л„(0 < Е {<(') + ֊0՝ - <=)е>(0}р(«)2’‘/'/>!' + А„ + <
/=| р

. X'
0 - к)р + зр + рЦ-т

(3.6)

Зк* И^* + Лдг +

где

а»(1) = Е11АМ[^’|.<*(։.о^1«1И‘)>՜*/'/;։'.
) = 1

^(0 = 52l|ai”1tfn(x1cvx)||X0յ՜*/л/j^^•
) = 1

('начала рассмотрим коммутатор

)-2

А=.(1

Ввиду (1.4), (1.14) и (3.5)

А(*)Н(>- 1К(х.0^«|| <<•(>- 1)е;(1).
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Согласно предположении> (I 13)

СЛ/’О-'■+')

Использован ио теперь неравенств

приводи г к оценке

Суммируя и меняя порядок суммирования, получаем

Н-\
Ллг(0 < С 52 ел+1р(/.)Л+|-*(Л+ 1)‘* + |-'Л!՜' 

Л= ։
в предположении, что М*р(1) < 1/2.

Теперь займемся выбором функции р(0. Заметим, что можно включить 

оценку для Л/у(/<) в первую сумму в оценке Ь’^(4). Таким образом

^(0 < Ня •

теперь как решение задачиФункция р = р(1) определяется

֊/,'(/.) + (С + !)/>(() ֊ I), ДО) = р<>, р„Л/' < 1/2, рпМ‘к < 1/2, (3 8)

тле дополнительно требует։ я /?(/.) > рп/2. Компактное множество А буле» 

определено позже И так, р />(/) определена только па ин тервале [0, / ]. тле 

‘Г’ < Т зависито! коэффициента Л2(^)о(х, I). (’ледова тельно, 0-£)/>'+(< + 1)а</ <

О для } > 2Аг. Мы можем опустить ли члены и прийти к

в предположении, что Г*

А'(<) 
А(/) /-/V (^) + (0>

поста точно мало. Согласно Лемме /VI

(3.9)

и результату

/'^(0 <

пункта 3.1 для всех р

N

= о(>"(1)), ь^’(։) = О(А"(0). (3.10)
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где п достаточно велико. Поэтому, из (3.9), (3.10), применяя Лемму А.2, мы 

выводим из

МЛ)
неравенство

I

п > 2ф.
о

(3.11)

Для р = 0 из (3.2) имеем

/V
< Е1^'1АО)(։.«.о)||/>(։)>_Ь‘7)’' < 111^(^,1,0)111, (3.12)

>=։

где использовано обозначение

|||9п(1,1,0)||| = £||5(>-Ь«.»։(х,։,0)|НО>-‘/'/?!'. (ЗЛЗ)
7 = 1

Итак
I

4!’(1) < А’«(։) У А-։«(г)|||3„(«,г,0)|||<й-. (3.1-1)

о

Далее, согласно формуле Лейбница

Оцепим теперь С этой целью рассмотрим отдельно следующих три случая : 

а) I - 0, /֊;-!;

Ь) ։ = ) ֊ 1, / - 0;

с) сумму всех других членов, возникающих в формуле (3.15).

Мы будем использовать (1.11) в эквивалентной форме

1^В'/(х, /,/>)!< (> 1.

где а(1) с треми гея к 0 при I, с тремящемся к 0.
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Случай а). Мы должны оценить случаи I <!/<)-!. Для р = 1 получаем ич 

условий Леви (1.11) и (2.8)

Н^°А‘)(хЛ։4’’))<^«(’’)(։,։)|| < »»(«КД Л/^А'(1)||а>£)|| < 

<а(0С-кЛ^а,;,/2^^(,/И). 
Л\Ч

Следовательно

У. 1 ’(*, <. <№’’(р>(М)1И։)>-‘/'/Л' < 

7 =2

< а(г)С\ЛД. а՜1/2/#>(() А'(0
>(«)• (3.16)

Для остальных I/, благодаря условиям Леви (2.8), имеем

где мы несколько увеличили постоянную Мц. Итак (см. [10, II])

; \'
П} < »(1)УскМ։к‘’и\''-՝и-^-,}։-х 

* л
р = 2

х||А(Ох/«(г,/);С“ + '»<'>’||/гп1,!,

и> наконец, в силу теоремы вложения

— х

</ =2

ж। । * (гпI ♦ _Сг'ь - । +*(гп^- । ՛
(пи + ^)!'(гн| 4- А-) (гПр । |Д)!։(т։,_ । + I*)

|гп|=7 - I, I <гл
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В одномерном случае к = 3, Со - постоянная вложения.

Принимая во внимание неравенство и!т|!...тм! < () — 1)- и 7 < ит», когда 

1 < т} < ... <771^ < 1 - I, |т| = ; - I, заключаем

/V г н , \>
£«^(0^*/’/;!’ <«(0т?֊<'/г£(мк<';")‘'‘'’(‘_|)'‘/!*_'тх

Со л}=з »*=2
/V

х 52 52 Т1(т\ + 4- к) < (3-17)
7 — у + I 1ТТ»1=;~ 1

I < т । < т з < ... < Ш |/

х. °°
< л^-а֊'1г^М‘КСпЕ^\1)У.

С о Л 7=1

Заметим, что не только т» 4֊ 1 < /V, но и т, 4- к < п (к — 3).

Случай Ь) Для р > 1 очевидное соотношение

9«-'ао)(х,= ^-|’,)’0)(х,(,())+ I 

о

и условия Леви (2.8), (210) приводят к оценке

||9пи£₽0Н Н^п-|’и'и\г>,?!'0 +0 **М(։)||и1,\х1 ОН-

Отсюда и из (3.8) следует, что

7 = 1 
• •

ОО

+ .>(() £ СкЛ^А'(«)/’(0>-‘11«’?)(*. ОН <
? = ՛

(3.1К)

< 0)111+ <‘(0С(А1)Ска,; /а л'(0 М
МО 1

Случай с) Лля изучения этого случая принимаем но внимание, что V > 0։

I < j 2. Используя (2.8) и (2.10), получаем (Мк • несколько увеличено)

4/=О
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Отсюда, согласно теореме вложения для одномерного случая, следует

хо(£)(г +

ет> +* (ПЧ 4~ к) ет„.1+к(гпУ~1 4 „ + 2 (4֊ 2 ) * л -1/2
(т, 4- £)’а(ш| 4 к) 4 А?)!*(ти-| + к) 4- 2)*л + ։

На данном этапе мы нуждаемся в (3.8), в неравенстве <4^< I/(} - I) <

< 1/(гпи 4֊ I) справедливом ввиду / < }-2 и т, > //1/, и соотношения 

(т» 4- 2)р(р 4՜ I )(»■ 4֊ I) > ). После суммирования мы получаем оценку

(' X1 *£>/,(։)'֊‘/'/.Л' < 7^-т £ Е(а^о,)‘'^’'-(р(()а/;)'х 
ч ✓ () Л)=2 ։4֊1=;֊11/=0

хо(/.)ап '/2 Т1(гп\ 4 1 4֊ £)7/(ти 4 2) <
|™1 = >

։ < т | < т < .<гпм

(3 19)

И » неравенств (3.15) - (3.19) получаются оценки для Л^(/)

Г1 X1 00/#’(0 < Т Е(2АДО,4р)(4))^!''-' + |||^„(г, (, 0)||| (3.20)
Сп А >=!

для всех р > 0, I е [0,Т*}- Из (3.1 I), (3.20) следует, что

• . ՝ 1 ։
4рн)(()< А2У(/) / А ^(г)|||у„(х,г,0)||Иг+А2«(/) I А'(г)А-<2<2+1>(т)х 

о • и
Л- по

X «(«)С(р„)^-%1/2У(2Л/АО/^1(г)У)!>՛ -<1т
С|‘ 7 = 1

для всех А’ > 0, 1 С [0, / ].

(3.21)

3.3. Компактность

Лемма 3.1.(априорнон оценка дли приближений) Лли решении ла^ач (3-2), (3.3)

Ранено наити положительные постоянные Л„ и I < / такие, что Зли осс.т

Р>0, /V > 1

/•;^')(/.) < 1)пХи(1) Зли иен / е[0, 7 ], н > 21? (3 22)
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%
Доказательство. Существует постоянная такая, что

|||<м(М,о)1П< Р„А"(0А

и согласно (3.1 I)

4! >(4) < О„АП(4)/3

для всех N и всех I £ [0,Тф]. Следовательно

I
' А2«(0 J А-2«(г)|||р„(г,г,0)|||</г < 7>„АП(4)/3 для всех I € [О,Г]. (3.23)

(I

Далее, выбираем компактное множество К(/)п) = [—С’(/Л,), С’(/)п)] так, чтобы 

из Е/у(н)(<) < /)п следовало бы включение н1(г,£) Е [-С(Г)п), С(А)П)] для всех 

х 6 1Я, < € [0, 7”]. Пусть теперь положительное Т < Т" выбрано так, что для 

всех /. Е [О,Т) выполняется неравенство (К = К(1)п))

^(0 -1/2/։ \ г՝ гл — а Г)/п——% Ск > (2Л;кСп/\у;’ < />/3.
֊ Щ Со

(3.24)

Такое число Т > 0 существует, поскольку Гппа(<) = 0. Используя (3.23) и (3.24), 

из (3.21) получаем

I
Ь^ + 1)(0 < ё„А"(4)/3 + А2«(4) / А'(г)А-։2<г+1>(г)А"(г)и„/3^г <

О
< 77пап(/)/з + Д։Ап(/)/з < 7Х.ЛТ‘(О

для всех /. С [0,7’] и всех /V. Применение метода математической индукции 

завершает доказательство леммы.

Доказательство Теоремы 1.2

Итак, выбираем последовательные итерации {} согласно (3.2), (3.3). Из Лем­

мы 3.1 следует оценка Е„(1) < Пи для всех р Е ДОо,/V > 1 и1Е [0.Т]. Учи­

тывая еше и уравнение (3.2), получаем включение е С7([0, Т); >';„), а так­

же ||?/р)(зт,/.)||։>р։ < /)։ для всех р Е с некоторой, достаточно малой поло­

жи! ел ыюй пос тоянной р\. Компактность выбор последовательных нрибли- 
г
жений и однозначная разрешимость (3.1) обеспечиваю'!՝ сходимость —♦ п п
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С’1 ([0,7]; )+п), причем стандартными рассуждениями доказывается, что « есть 

решение задачи (3.1). Сама задача показывает, что тогда и е С’2([0,Т]; У^о). Бла­

годаря Лемме 2.2, и — у + »/°) + • • • 4֊ ։/п) есть С’2((0,7]; У^1։) - решение задачи 

(1.1), (1.2). Вместе с предположениями (1.14)- (1.16), из С*([0, 7]; У'о) сле­

дует и 6 С* + ’(1°ДТ, Х*п) для всех к 6 Мц. Следовательно, и е С°°([0, 7); >70). 

Существование конуса зависимости и, следовательно, единственность следуют 

из Теоремы 1.1, (1.4) и (1.14). Этим завершается доказательство'Георемы 1.2.

Замечание. Можно доказать ату теорему и в том случае, когда условие (1.1 I) 
| • 

заменено на следующее :

М<.‘+,)'/!'Ч!'А2(0/Л(0.

Действительно, используя последнее условие возможно доказать вместо Леммы 

3.1, что можно найти постоянные I) и Тп такие, что Е{^(<) < 7)АП(£) для всех 

/. € [0,7‘п], где п > 2<7 - конечное число. Доказательство згого утверждения 

требует слишком длинных вычислений для того, чтобы быть представленным 

здесь.

ПРИЛОЖЕНИЕ

В статье [13] построены парамстрикс и фундаментальное решение задачи Коши 

для линейного гиперболического уравнения, вырождающегося пи времени. Ис- 

пользуя э тот результат, мы докажем теорему единственноеги и существование 

конуса зависимости в задаче Коши для квазилинейного уравнении (1 I).

Действительно, рассмотрим задачу Коши

IIIЛи = 0 1К г х [0, Г],

} = 0, 1, л € 1П.г,

где /.,л С •/ = [0,7՛], 7 >0, х 6 Ш, Р։ = -гд/д!, ~ -1П1дт.у а Л есть

Дифференциальный онера тор

Л = /)? и 4 (Л.З)
; I о <2.3 <2
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с гладкими коэффициентами n € С^^ТЛт х [0,7 ]). Предположим, что главная

часть Р? оператора L представима в следующем виде :

PzGMiC Л = (r - A|(xJ,^))(r- А2(г,«,<)), (Л.4)

где функции А։ (z, <), А2(х J, <) являются вещественнозначными и удовлетворя­

ют неравенствам

|A/z,U)|< С'А(/)|«| для всех t е [о, г], Т. 6 m., < G Ш, (Л.5)

|A|(z,t,<) - А2(ж,«,<)| > ЛА(«)|<| для всех t G [0, 7’], х Е IR, £ Е IR (Л.6)

с положительной постоянной бис функцией А(/), описанной в пункте 1. Предпо­

ложим также, что коэффициенты а} п(х,1) удовлетворяю!՝ следующим неравен­

ствам :
, M|A(t)| ’֊>֊а

|n?Pf«,,e(։,/)|<C։.fl|A(t)|
Л(0

|/)f Of/таг,,if։,/.)! <r;ti/,A(Z) МО 
л(0

А(0 ‘ 
л(г)

(Л.7)

(Л.8)

1/Г.ли L удовлетворяет всем перечисленным выше условиям, то формально сопря­

женный оператор

•Lv=D]„+ £ (-iy+an;iy,(aj,a(X.l)v)
j+u<2,j<2

(А.9)

также удовлетворяет этим же условиям. Следовательно, согласно результатам 

работы [13], задача Коши

Tu-0 n ]R.X X [0,Т], (Д.ю)

v(«,x) = 0, п,(я,г.) = 0(ж), ж£Пг, (А.II)

с Ä > О и 0 G C(?°(IRr) имеет решение w G С;°°(1ПГ х [0,7*]). Колес того, 

cynieciByei компактное множество к Q IR такое, что supp i;(i) С К для всех 

/ С [0,/]. I аким образом, можно доказать единственноеть для задачи (Л.1), 

(А.2) с л _ 0. В случае .ч > 0 единствсшгост։. очевидна. Действительно, если 

и G C°°(in.z х [0,7’)) * решение уравнения Lu = () такое, что P{u| 5=
t =11
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= 0 для всех 'го [ (11 / дх и1 Ки = 0 влечет / и(я,х)^(х)(1х = 0 для всех 
О Щ,

е Со°(П<). Следовательно, и = 0. Далее, задача (А. 1), (А.2) имеет свойство 

конечной скорости распространения. Действительно, в силу уже доказанной 

единственности, и(х,1) = Г։т и(х, I, </?), где есть решение уравнения
^>—*0

(А. 1) с данными Коши />{и(а?,^,^) = ^(ж), ;=(),!, > 0.

Доказательство Теоремы 1.1

Функция и> = Ц| — из, принадлежащая С°°(Сд) есть решение задачи Коши (1.3). 

Предположения (А.4) - (А.7) выполнены для символа г2 — А2(!)а(х,/.)£2. Свойства 

/ обеспечивают принадлежность 6(х,/.) классу С°°(С’д) и выполнимость (А.7), 

(А.8). Действительно

I
6(ж,1) = у*(др/)(хЛн|(*,0 + т(и1(хЛ) - и{(х}1))дт. (А.12)

о

Отсюда следует

Таким образом, условия (А.7), (А.8) выполнены. Поэтому м) = 0 в силу резуль­

тата единственности для линейного уравнения (1.3). Теорема 1.1 доказана.

Лемма А.1. (Лемма 3 [12]). Рассмотрим задачу Коши для слабо гиперболиче­

ского уравнения

«ц - Х2(1)а(х,1.)ухх = 0(М), ГА. 13)

։»(т,0) = (), В((ж,0) = 0. ГА. 14)

Н дополнение к (1-4), (15) предположим, что

А2абС2([0,7՝);.\Т,).

То-,да существует достаточно Иольшог. положительное число М такое 

что для любой функции у, для которой

существует единстоснпое решение ։'(х,/), нрчч<м А
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Лемма А.2. [8] ( Лемма Нерсесяна - обобщение известной леммы I ронуолла на 

дифференциальные неравенства с сингулярным коэффициент >м). Пусть задано 

дифференциальное, неравенство

(A.17)

о I Е (0,7"), где функции К = K(t) и f = f(t) принадлежат С(0,7"), Т > 0.

Исли

для веет <р Е (0, 7’), (Л.18)

Г t
lim / ехр( / К(т) dr)f(s) ds существует для каждого t Е (0, Т], (А. 19)

/ J

I
у(р)с.кр(^ К(r)dr) = о(<р) (Л.20)

то любое С’([0, 7’]) А С1 (0, Т)-решсние неравенства (А. 19) удовлетворяет нсра-

венству

(А.21)
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ABS TRACT. We consider the Cauchy problem in Gcvrey classes for 
«piasi linear weakly hyperbolic second order equations with characteristics 
coinciding on initial line. Wo suggest conditions on nonlinear lower order 
term f(xtl,,uz) which are sufficient tor the local existence theorem. Wo 
prove also the existence of cone of dependence.
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