
О РАЗМЕРНОСТЯХ ЯДРА И КОЯДРА
МАТРИЧНОГО ТЕПЛИЦЕВА ОПЕРАТОРА

Р. 3. Мкртчян
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том 28, №2, 1993

Пусть Тп - (Лу)"? = | ֊ операторная матрица, где 7},, »,} = 1,п - тепли
це вы операторы, определенные на пространстве Харди И2. В настоя
щей работе получены достаточные условия обратимости Тп, которые 
не предполагают перестановочности операторов 7։у. Получены также 
оценки размерностей ядра и коядра операторных матриц Тп, которые 
являются в то же время векторнозначными теплицевыми оператора
ми.

1. Пусть /1, Н, С\ 1) - операторы, определенные на некотором гильбертовом 

пространс । не II. Рассмотрим вопросы обратимости операторных матриц ч ипа

/ А Н\ 
я)'

В случае, когда некоторые из элементов матрицы (1) перестановочны, эта про

блема рассмотрена в работах [1], [2]. Было выяснено, что н этом случае обрати

мость ма трицы (I) связана с обратимостью формальных определителей А Г)- НС. 

В работе [I], стр. 43 была поставлена следующая задача : найти условия обрати

мости ма трицы (1), когда элементы матрицы (I), вообще говоря, не перестано

вочны. Мы исследуем эту задачу п случае, когда /1, Н, I) - гснлицеиы. Л наш 

результат можно распрос грани 1 ь на ма трицу размернос ти и х п.

Пус ть Тп = (7;;)”=|, где 7’|;, »,} = 1,'п - теплицены операторы, определен

ные на пространстве Харди Н2. В настоящей работе получены некоторые до

статочные условия обратимости операторных матриц Тп , без [ребонания пере

становочности операторов »,} 1>п. Получены также опенки размерностей

ядра и коядра опера торной ма трицы 1П.
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Оператор Тп определен на пространстве Н2 = //2 фп 

сумме пространств Харди. Элементы пространства

О /7 , i .<•. на прямой• • • М 4 
имеют вид

• •

Норма и скалярное произведение в Н2 определяются следующим образом 

п п
ПхпПн’ = 5211*(₽)11н>» (хП1уп)н’ = 52(-с(₽,’У(₽))//а-

Легко видеть, что . » . .՛ ՝•.
*1 .Ж 1» . • * • i t • I i * 1 д • ж i <

' ЦТ2хг||^, = ||7Н/')||?Р + ||7’,2/2>||J„ + ||7’21?'>||2,. + ||722/2)||2,а + 

■ ’■! I. ■■■ ii"-.- I. , i-. ’ ... ..... ...
+2Rc(72l/1),T22z‘2’)„I + 2Re(7’11z<1>,7՝12i<2))„,. , (2)

В следующем пункте получено представление для норм ЦТ2Х2Ц2, позволяющее 

оцени ть размерности как ядра, гак и коядра оператора Тг.

2. В этом пункте дадим необходимые определения и получим представление для
• i ՛ Ir г ‘ k ■ < . ♦ •:

скалярного произведения (1 x.Qy)՝ где Г и Q - теплипевы операторы, определен

ные на II2.

Ганкелев оператор х^> и тсплицев оператор определяются следующим

образом : . ' .Л

Хч>и =

Г^и =

.. ՝ •՛ • • . ’ • • .
где u С И , 0 С i/*, /\ и Р_ опера торы проек тирования из L2 на пространства

II2 и И2 — /?2()//2, соогвечстнепно. Функция \Jj называется символом операюр'-’Ь 
• * ’ ’ » «. ’»։ < •*f 2 n 
х>/. и 1'^.

Ганкслсвы и тсплипевы операторы связаны соотношением 
. • ГЖ> ОС.

•+֊ i\pu = V'u. u = 57•с*е’*м £ 52iz*i2 <
1—Л k_0

Мы будем предполагать, что символ тсплицсва опсрагора 7’^ удовлетвори

условии।: 
9»

р ф с i. "



Пусть символы теплипевых операторов / и имеют следующий пил : 
+ °° +оо

7'~(Ц0)= 52 як?“" е ь°°, ц~ш(в)= 52 ь*«՛“ е
* = -оо к = -оо

Определим тепли цепы операторы Т(п) и (/п) гак, что соответствующими им

символами будут следующие функции :
— п— I

Т<п> ~ ^(п)(<») = 52 П = 0,1,2......
к = ~сю
-п- 1

с/п) ~ц/")(9)= 52 ькгкв, п = 0,1,2..... (-1)
4=—оо 

(п) (п)Аналогично определим ганкелсвы операторы хт» Хт ՝ Хц и Ху с символами

Ф^п\0), и;(0) и о/п)(0), соответственно.

Пусть
ОО

//р = {и(0); и(0) = £ гте՛"”} и /£., = //’ ф //’ с н2.
£ • • * пг=р

Поскольку скалярное произведение теплипевых и гликолевых операторов равно

нулю, имеем

(7’up, Qv,} — ((7' + Хт)ир> (Q + Xq)”ç) ~ ((? 'р) + Хт)“р. (<?(’’ +

+ Xq)”,) + (T^up, «<’>»,).

Легко видеть, что

Х1՝ир — Хт^иР и ^֊Qv4 - v<t՝

для ир Е vq Е Hq.

('ледова irлыю, равенс тво (о) можно записать следующим образом

(Тир,<?!’,) = ((^ + *т)“р, W + Хс?)М"

-((T-՛"’ + + Ху’К) >

Принимая но внимание (3), получим

И)

in«՛ »р е », с //,2.
В частном случае, когда 7 — Q, из (") ‘.leaye1

|l//")|2)|«p|2'<fl (К)

"яс Up е //2.
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Замечание 1. Из равенств (8) получаются опенки для размерности ядра опера

тора 7', которые даны в рабочг [4].

3. В этом пунк те получим представление для норм ||Т„||2 и оценим размерности 

как ядра, гак и коядра оператора Тп.

Аналотично равенству (8) можно написать

Ц7т/Нр||г = [2 (|0т(Г - |<₽,)|2)|ир|а <10 + ПТ^ИрП’, (9)

тде пр е и функция а/П € ^°° ‘ символ оператора Тт/,

т / =1,2,.... . ;

В силу (7), получим

( I тп1 Пр, - 2^^ №гп1^к1 — + ( ^т/мр» ^к^УЧ )’ (Ю)

тде т,1,.ч.к = 1,2,..., »р Е //р, в, £ //2.

Вам необходимы следующие обозначения :

п

= АПрй — ^2(|^тт|2 — |0^)|2), 
т= I

п

••՝;*(») = = £(1^т|2 - |(0*т)(’’*’|2,
гл = I

п
^п.к.1(0) = НпркГ>1 = ^^тпк^тп! ֊ 

т = I
л

= И'п^, = ֊ (01т)<'>'Ч^т)(|>‘)),
т= I

прй '^лр| >у | ^ирур1'пркр! *//},

г < л;.,.л;.„, к//}.

Учитывая (9) и (10), перепишем равенство (2) следующим образом :

1|Т2Х-Д|г = 52 1 / /12>(«)|.<н|2</» I- / Же [/<„,ип,йр։]^( 
, - , /7Г п Уп

+ Е Е н^/Ч, и2 + Е2Г<г (Чг; (и)
} — I п< — I 1п- I
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где ир> Е //р։ ) — 1,2, х? =1' (иР|,иРа) 6 //р։ рг Гак как сумма последних 

двух слагаемых в правой части равенства (II) неотрицательна, то получим 

следующее неравенство ;

* । у 2* . у 2т
||Тгх2||2 > у; — / ,.12дв)|,ч|’4в+ - / 2Не[Я2,2(0)ир1йР։]</9. (12)

. 7 о до

Имеет место следующая

Теорема 1. Из условий

(1) Лг*(0) > О А? = 1,2, почти всюду,

(и) |/Ъ1г(0)|2 < -^21(#) *^22(Я), почти всюду, 

(н)' р(Е՝212) > 0, где р - лебегова мера,

следует, что сНгп КегТг < р\ 4֊ р?.

Доказательство. Функции Д2*, к = 

нулями. В противном случае

1,2 не могу г быть тождественными

$2(10т4|2֊1й:)1։)^ = 
т= 1

и отсюда следует, что а'1'4’ = 0, = 0, когда -р* < / < +оо. Следователь....,

-
1,2, ч го невозможно.

Согласно условиям (Я), (и)' су шествуют функции /..(«), А։(9), удовлетворяющие

условиям

/.1(0)А2(0) = Н212(») |М<»)|2 < .421(0), |А2(«)|2 < Л22(#) (13)

и а чч их непяненств строгое на неко тором множес тве и, по крайней мерс одно из лих Н1р<ч« ш >

ес е212 с д(/') > о.
Перапепстпо (12) можно переписать следующим образом :

||Т2Х2||’ нг,|2.«ь
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2Ke [Ai(0)A2(0)uPl(0)uPa(0)]d0

(11)

Учитывая тот факт, что

//(0: 4,(0) е II2, И0)|г = (>} = () и Л։,*(0)£О, к = 1,2,

заключаем, что правая часть неравенства (12) строго положительна, если одна из 

функций иРк, к = 1,2 равна нулю. В случае, когда функции нР1, иРз / 0, согласно 

(13) получаем, что правая часть неравенства (1-1) строго положительна, чем и 

завершается доказательство Теоремы 1.

Замечание 2. Условия Теоремы 1 можно ослабить.

Пусть 
ао - 1

0т„(») = 4тп(о) ֊ 52 ֊ 52 4m-n>e'‘9
t=0 к=-рп

EOC I 1 (rn,n)|2 , AJt=o 1^ r < oo, m,n = 1,2.

I oi да вместо (i), (ii), (ii)' достаточно потребовать выполнения следующих

условий :

(i') /l'2jb(0) = EL,2n= I (|0m*I2 - IV'mJtl2) > 0Д = 1,2, ПОЧТИ ВСЮДу.

("') |//j|2(0)|2 = | I2r2,4_։(0ml V>m2 ֊ 0m1 0m2)|2 < j (0)422 (0), ПОЧТИ ВСЮДУ,

(ii ) p(/>2|2) > 11, где Ь2|2 = {0; |^2i2|2 < ^21^22},

гак как символом оператора /" является функция, сопряженная символу 7՝ и

Теорема I’. И:i условий

(i‘) Д ֊2*:(0) > 0, к = 1,2, почти всюду,

(ия) |и;12(0)|2 < л;, (0)Л;2(0), почти всюду,

) р( /'2| 2) > 0,

следует, что dim Coker Т2 = dim КсгТ2 < j>\ + р2.

Из 1 еорем 1 и 1*, получим досгаючные условии для обратимости оператора Т2.
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Теорема 2. Пусть условия Теорем lui’ выполнены с р\ =. р2 = (). Тогда 

оператор T2 обратим.

Приведем примеры символов, удовлетворяющих условиям Теоремы I и при-

надлежащих пространствам // ^ и £°°. Для этого воспользуемся следующей хо-

рошо износ гной теоремой (гм. [3], стр. 81):

тогда и только тогда, когда 1о^ /г Е Р.

Пример 1. Пусть неотрицательные функции hmn, т, = 1,2 удовлетворяютп

условиям

1 если 

» если >

< htj(0) < 2М, если 

если

'Гак как 1одЛтп Е /? (О, 2л՜), гп, п = 1,2, то в силу приведенной теоремы из работы 

[3], существуют функции 0тп(^) 6 /72, т, в = 1,2 такие, что /1тп(0) =

Более гою, в силу принципа максимума модуля аналитической 

функции, фтп(О) Е //°°. Если взя ть число А/ достаточно большим относительно 

/V, то легко видеть, что функция 1ртп удовлетворяет условиям (п), (։։)/ I еорсмы 

1. Условие (I) выполняется автоматически.

Пример 2. Пусть

„„(<?) = Е 4՛՞՛՞’«'“. т.п = 1,2
*=-<ю

коанали гические функции, удовлетворяющие условиям ||ртп | < Ле։ ко виде I ь, 

ЧТО при ДОС'1 агочно малом Ь функции ^тп = ^1’тп 4" ^гпм> 1 ДС ^*глп Функции, 

построенные в Примере I, принадлежал пространству Л и удовлетворяю! 

условиям Георемы 1.

Распрос траним теперь наш результат на п-мерный случай. Для пхп - мерной 

операторной матрицы Тп = (7г4)гв=| справедлива следующая

Теорема 3. И.I условий

(ч) Лик(0) > 0 п. я., к - 1,П,
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(in) |Н„ы(0)|։ < .-UWAnlW, »• M = 1.՜". к/I,

(in)' м(Л’,.н) >։>. M = l.n, * 
% 

следует, что dim Ker Tn < p\ 4֊ • • • 4֊ pn.

Теорема 3’. Из условий

(i*k) KkW > 0 n. «•, * = I, и,

aw i»;tl(«)i2 < -.,(») n. e„ л,/= i.n, м'

(in/ kl=l,nk/l

следует, что dim Coker Tn = = dim Ker T‘ < p\ -T • • • 4- pn.

Доказательства Теорем 3 и 3’ аналогичны двумерному случаю и поэтому мы их 

опускаем.

Как известно, геплинсв оператор имеет следующее представление

(15)

где Е L°°, и € II2.

В силу (15) уравнение

2 
где хп, уп е нп

можно записать в виде системы интегральных уравнений

0mt(£)x*(<)
т = 1,2,..., п. (16)

Для г.ис*п?мы (16) имеем следующие аналоги Теорем 3 и 3*.

Теорема 4. Пусть выполнены условии (it), (i>/) и (iki)', k,l = 1, и, к / I .

Тогда размерность ядра системы (lb) нс превосходит р\ 4- Рз 4- • • • 4- рп.

Теорема 4’. Пусть выполнены условия (։]*), (*н) и (^н)*» ~ 1,п, А:

Тогда размерность коядра системы (16) не. превосходит р\ 4՜ Р2 4- • • • 1 Р»« 

4. В этом пункте рассмотрим бесконечномерный матричный оператор

Гр _  /' f » \ ОО
А по — U гл Jr,.«= I 1

где Ггя, r,s — 1,2,... - тсплипевы операторы, определенные на //2, с символами

к — — оо
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Предположим, что операторы Т„, г,д = 1,2,... удовлетворяю. условиям

™ ОО
ЕЖ*П2 < м, „ = 1,2........ £||т;,||2< м, г= 1,2,..., (։7)
г=* 4=1

где М - положительные постоянные.

1 ак как ||7ГЭ||2 = сязвир |^г1(0)|2, условия (17) можно записать в виде

°° ОО
^2е588ир|0Г1(0)|2 < А/, Я= 1,2,..., £е^цр |^г.(0)|2 < М, г = 1,2....... '
г=1 я=|

(18)

При выполнении условия (17), операторы Тх и определены на пространстве

= //2 Ф //2 Ф • • ••

Норма и скалярное произведение в определяются следующим образом :

по ОО

//’> по /Р>

где

Легко видеть, что

□оОО ОО ОО

-I Д'-

При Р = (р։, р?,...) определим подпространство Пр С Н^. следующим образом :

У =

1 •

I •

Принимая во внимание (9), (10) и (19), для хр £ //,• получаем

(20)
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где

ОО к
■^оо.к(^) ֊ (|0m* I2 ~ ^Р),

m=l
оо

m = I

Гак как сумма последних двух слагаемых в правой части равенства (20) неотри

цательна, го справедлива оценка

(21)

Непосредственным следствием (21) является следующая

Теорема 5. Из условий

(jk) ЛЖ1к(0) > 0 п. в., к - 1,2,...;

(jki) |^ооЛ,/(0)|2 < Лоо.^^ЛооДО) n. в., ib// *:,/= 1,2,...;

(jki)' > 0, к ± I kJ = 1,2,

где Eoo.k.i = {0; |2^oo,Jt,/|2 < Лоо.кЛоо.ь к l}, следует, что dim Ker T^ <

- 2_,Jt = l Pk- . • . .
* • ՝■

Теорема 5". Ил условий

(1’J = £m=։(IV'b,.|։- l(V’b,.)('1‘>l2) >0 n. л., fc = 1,2,...;

(Kl) l^.*./(f)P = ֊(V>tra)(',‘)(?/m)W)|2 < ^^,*(0)>1»,((0)

n . k / I k, I =. 1,2, ... ;

Oil/ m(^.։,i) > 0, kyb I k,l= 1,2.......

/ 0* <ледует, что dim Coker Too =

= dim Ker , ;4.

Локаза ։елы: гва Теорем 5 и 5՛ ана.к)! ичны двумерному случаю и поэтому мы их

опускаем.

Замечание 3. Если среди чисел р^, к, = 1,2,... имеется лишь конечное число

отличных и՛։ нуля, то ядро и коядро оператора Too конечномерны.
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Уравнение Т^х = у можно представить в виде бесконечной системы инте
гральных уравнений

I

)**(£)
< - -г

— !/т ( ^ ) > (22)

ГЛС ^тк Е Ь°° , ГП, к - 1,2,... и удовлетворяют условиям (18).

Для сис тем (22) имеют место следующие аналоги Теорем 5 и 5*.

Теорема 6. Пусть выполнены условия (д), (д։) и (ды)', к,1 = 1,2,..., к / I . 

7՝огда размерность ядра системы (22) нс превосходит Рк-

Теорема 6’. Пусть выполнены условия (^), (}*,) и ()*к1У, к,1 = 1,2,..., к / .

Тогда размерность коядра системы (22) не превосходит Рк •

Обсудим теперь частный случай, когда Тг, — Тг-з- Положим

_ (г1՝ ՛. ОО
՛ по — \ ՛ г-з )г,1 = I >

и предположим, что операторы 7*, к = 0, ± I,... удовлетворяют оценке

ОО
У свя.янр |^л(0)|2 < А/ 

к = -оо
(23)

для некоторого положительного Л/, 0*(#) € - символ теплипева опера юра

В этом случае Теорему 5 можно псреформулировагьеледуютим образом

Теорема 5. Из условий

Ы лр{0) = ££.дмм4'"1’)>(> п ''= |՛2--’՜

(м) 1М*)12 = - 4О)С)12 < "■ / >՛

Р = О, 1,2,..., > = 1,2,...;

6Л>/ м(Ь'р,) > о, р #р = о. *■ 2,• 2......

где Е„ = (0; |ЛР>|2 < р /)} следует, что (Пт КегТоо — 0.

5. В ж.ч,м пунк-ге рассматривается бесконечная операторная матрица

К
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Предположим, что 
И ОО

Е Е i“^i2<+~- 
p,m = I Аг = —оо %

Опера гор К определен на

(24)

с’4, = сп © с՞ ® ■ • •.

1ОЛОЖИМ

/2 = /2 ф/2 ф---ф/2.

Рассмотрим операторную матрицу К7 = (/й;)?7 = р определенную на простран

стве /2 , где Нк, = (ар. . теплицевы матрицы с символами П » \ К] ■
ОО

= Е 47)с՛"“’֊ м = 1.п-
т —— оо

Из условий (24) следует Е Ь2, = 1,п.

При сильном предположении Е } = 1, п , опера горы К' и К определены 

па /2 и соответственно, и одновременно обратимы (см. [4]).

Таким образом, принимая во внимание, что

dimkcrK = dimkcrK' и dimcokcrK = dimcokcrK7

и используя 'Теоремы 3 и 3’, получаем оценки размерностей ядер и коядер 

век горозначных теплипевых операторов К.

ABSTRACT. Let Tn — (7};)7; = 1 be an operator matrix, where T},, i, j — 1,n 
are Toeplitz operators defined on Hardy space A/2. In this paper we obtain 
some sufficient conditions for invertibility of T„ which do not assume 
permutability of operators 7tJ. We also obtain bounds for dimensions of 
kernel and <:< »kernel of the operator matrices Tn, as well as of vector-valued 
Toeplitz operator matrices.
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