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Пусть А/ - класс вектор-функций н(х,/.) Е C,oc(ftn х |]о), аналитических в 
i € Пл = {/.|0 < arg t < о < 7г} и имеющих полиномиальный рост по (r,t). 
Пусть £ £ Нп - квадратная матрица порядка т с полиномиальны­
ми элементами. Для системы

ди
и Е М, (х,0 е /г х па

определим строго регулярные и регулярные случаи. Пусть г обозна­
чает порядок регулярности системы (1), а - полиномиальная ма­
трица размерности г х т. Поставим граничное условие :

/(х) G М. (2)

Получены условия корректности задачи (1), (2) в строго регулярном 
случае. В регулярном случае аналогичные условия гарантируют су-
ществование решения.
Также изучена однородная (/ = 0) задача.

0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть 11„ = {4|0 < argi < о < »}, п; = (А|| < argA < |т-а) угловые области 

в комплексной плоскости II, а Л({), С = (6..... 6.) 6 Яп квадратная матрица

порядка т, элементы которой полиномы с постоянными коэффициентами.

Обозначим череп Л/,,7 € Л, класс вектор-функций u(z,() 6 х II,.),

аналитических по 1. £ II,, и удовлетворяющих неравенствам

/• 3 «| I I l I г
где k - (*!,...,*>.) ֊ мультиипдекс, («5j) = > 1*1 ֊ *'

i — , ß 6 с, У И.
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Положим

М = и м,.

Рассмотрим систему

J = 4(i£)u, (Х,։)6/Г X П„, (2)
01 от

где к = (*,,кп) - мультииндекс, (»£)* = Ч ’> 1*1 = E?=i *< и и =

( и | , • • • , Urn ) 6 Л/. ..

Обозначим через А։ (£),..., Ат(£) корни (с учетом их кратности) характери-

стического уравнения

/>т(С А) = ае1(АЛ;т ֊ Л (£)) = о, (3)
а

соответствующие системе (2), где Кт - единичная матрица порядка т.

Пусть />(£) - число корней уравнения (3), принадлежащих П*. Система (2) 

называется строго регулярной, если

а) р(£) = const = г для любых £ Е Пп 

и регулярной, если

b) — const = г за исключением быть может конечного числа точек.

Для определенности предположим, что р(£) — г для любых £ Е Нп \ {О), 

р(0) > г, тогда сис тема (2) является регулярной (это не ограничивает общности). 

Пусть //({) полиномиальная матрица с постоянными коэффициентами размер 

пости г х т. Для решения и системы (2) рассматривается граничная

Задача А.

Д(1-^-)и(х,0) =/(г), х Е Кп, (4)
от •

• Ж' / = (/|,.... /г) С А/.

Введем матрицу-функцию

Н()=~/ (АКт-Л(())՜'^, (5)
27Г։ А+(€)

где замкнутый контур 7+(£) содержит только те корни характеристического 

уравнения (3), которые принадлежат области С’П*Г = II \ П^.

Основной результат работы следующий.
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Теорема 1. Пусть система (2) строго регулярна Тогда условие

для любых ( Е Нп (6)

является необходимым и достаточным для существования и единственности 

решения Задачи Л. Если / Е Л/7, то и Е Л/7. Если система (2) регулярна 

(р(0) > г) и условие (6) нарушается только в конечном числе точек, то 

неоднородная Задача .4 разрешима для любых /, а однородная Задача А имеет 

бесконечное число линейно независимых решений.

§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

1. Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка

au(z) 
dl

где А Е П, f E М и и Е М - искомая функция.

Имеет место

Лемма 1.1. Уравнение (/. /) разрешимо для любой функции /(I). Если А Е П^.тпо 

однородное уравнение имеет одно нетривиальное решение ; если же А Е С’1Гт, 

то однородное уравнение имеет только нулевое, решение.

Доказательство. Утверждение леммы относительно однородного уравнения 

очевидно. Пусть А Е П^. Решение уравнения (1.1) имеет вид 

ri
ч(1) = / 6 М,

./о

где ин тегрирование производится по отрезку [<М].

IIveri, теперь А E СП,*,. Введением новых функций ?’(/.) = »*({), - {'/(X )

уравнение (1.1) запишется следующим образом :

'МП ֊>/(,) = t e aii„ = Ili = {Ф = a/, i e n„). (1.2)
di %

Ч ак как - ֊ - а < arg А < то по крайней мере одна с торона угла 11£ буде т 

находи ться и правой полуплоскос ти. Пусть это Lo = (г|г — A/, arg/ = ()}. 1 01 да, 

очевидно, ч то функция

v(/.) — ֊ [ r' ’ g(r) dr — - f e՜71 y(l 4- >/) di] E А/, 
J t J i • л
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। де ин тегрирование производи тся по лучу |/,оо) || Ло, является требуемым 

решением. Аналогично поступаем и в случае L\ — {г|г = Xi, arg/. = а). Лемма 

1.1 доказана.

Рассмотрим теперь систему ‘

= f(i), teil», (1.3)

где .4 - постоянная квадратная матрица порядка п и u(t), /(/) £ А7. Используя 

жорданову форму матрицы А и Лемму 1.1 легко установить разрешимость 

системы (1.3) и полечи гать число линейно независимых решений однородной 

системы.

II. В произвольной точке £ 0 корни уравнения (3) будем нумеровать так,

чтобы А|«)։. • - , Ar(O 6 п; и

Аг+։«),..., Am«) 6 С'П*. Очевидно

|АД£)1 <<•■>( I + 1£12Г’, >=|....... гп. (1.4)
• |

Пусть Го обозначает границу угла II".

Лемма 1.2. /У случае а) справедлива оценка

<list(Ä,(0,ro)>c(l + |e|2)։-, (Г.5)

а в случае Ь) 
• • •

<11з1(АД().Г0) > с|(|"(1 + |£|2)'\ (6ЯП\{О), (1.6)

j' - г 4֊ I,. . ., т.

Доказательство. Начнем со случая а). Введем множество

={(«.».£,...)|®= l + |f|2, у=|А-А,(«)|2, /’„.(£, А,(0) = О,

j = г + 1,..., тп, А = 1р или А = /я’°, Р > 0},

которое очевидно является пилуалгсбраичсским и рассмотрим полуалгебраичс-

скую функцию одной переменной г. :

/(z) ini(i/|(x,.v,(,...) с /•;,).
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Поскольку при больших х функция /(т) принимает только конечные положи­

тельные значения, то имеем представление [1]

/(х) = Л ха( I 4- о( 1)), х —* 4֊оо, А > 0.

Это означает, что у > ֊■ т.а при х 1, следовательно неравенство (1.5) 

имеет место при |<| » I. Воспользовавшись непрерывностью корня АД£), легко 

получаем оценку (1.5) для ограниченных |£|.

В случае регулярной системы (2) введем множества

^2 = {(։.»■€>• ••)! ։|€|2 = 1, .V = |А - АД{)|’, Пп(£ЛЮ) = о,

} = г 4- 1,... , т, А = гр ог А = ре1“, р > ()}

и установим неравенство (1.6) в окрес тности точки £ = 0. Остальные ( рассма­

тривались выше. Лемма 1.2 доказана.

Лемма 1.3. Элементы р*матрицы Р + (^) принадлежат Спс(/£п) о случае а), 

а в случае Ь) принадлежат б7°°(/?Г1\ {О}) и удовлетворяют, соответственно,

оценкам :

а‘
<с»(։ + 1€1Г‘. <еяп,

«к > 0.

<1.7)

(1.8)Ро (€) € / О,

Доказательство. Гладкость элементов матрицы Р+(£) следует из формулы (5) 

и из того, ч то множества {А|(£),..., Аг(£)}, {Аг+| (£),..., А,„(£)) разъели пены для 

любых £ € IV1 в случае а) и для 6 \ {О} в случае Ь). Введем полиномы .

У«, А) = П(А - АД«)) = Аг + £>(0А"'-‘; 
;=1 *=1

ГП
Л({, А) = П (А - АД«)) = А"—' + 52 гД«)А"-г-‘.

И моем

/?(£, А) 4- /?|(^, А)(А — А|(£)) — Я(С А|(£))•

(1.9)

(1.10)
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где H\(£, À) - некоторый полином от А.

Применяя (1.10), получим
I

p^o= — f ֊j%ama =
2<i Д+(0 Pm({, А)

- 1 [ if ՝> «(^A) + +/ЩА)(А-A,(Q)
2rtR((, A|(£)) A+({) R(C A)(A - A|(£)) • • (A - Ar(£))

=______!_____ [ ^4dA+
2»iR(e,A,(0) J7+(£) Q«,A)

1 / ___________Д|(€.А)__________
+2>r։R(e a, (О) д+(£)a «(«• A)(A - ш» • • ■ (A -MO)

I [ «(ÇA)«,«, A) dx
2îriR({, A, ({)) A+(։) K«, A)(A - A2«)) • • ■ (A ֊ Ar(£)) ’

<i(«.A) = (AEm-X(O)-,Pm(CA)

Преобразовывая интеграл (1.1 I) таким же образом, получим

с+(О -
' { a(f,A)r(«,A)j։

2^мо77+({) Ж£.а) (1.12)

где г(£,А) - вполне определенный полином от А г. коэффициентами, имеющими 

степенной рост, а Г 
чс = Пд«’А>(О- 

1=1

(1.13)

Используя Лемму 1.2 для опенки функции сд(£) и вычисляя ин теграл в (1.12) по 

теореме о вычетах в точке А = оо, легко получим оценки (1.7), (18) при к — 0.

Производные оцениваются аналогично. Лемма 1.3 доказана.

Введем матрицы-функции

^-(С0 = е',<<>‘Р-(О. ^+(0 = «>'(£)։С+(€).

р'(0 = 'Ап - /,+(0 = — I (А£'т-Л(О)-'<1А, (1.14)
27Ы у7-и)

где замкнутый кон тур 7՜ (£) окружает только те корни уравнения (3), коюрые 

принадлежат П^. Из представления Ъ՜'՜^^) = е1 оценок (1.7),

(1.8) и гою, ч то все характеристические корни матрицы /,-(С)^(^) принадлежат 

области П*։, пспосредс ! венно следует
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Лемма 1.4. Матрица-функция V (С I) удовлетворяет, соответственно, в слу- 

чаях а) и Ь) оценкам :

д*и֊(€,0

< с*(1 + К1։)”“(1 + 1'1)п‘.

<с*1€Г’,‘(1 + И1’)’‘(1 + 1‘1Г‘. Pk > 0.

Г1.15)

(1.16)

Обозначим через Я и Я', соответственно, пространство Шварца и ему сопря­

женное. Включение М(Ип х Па) С Я'(Пп) при каждом фиксированном 1 Е По и

очевидно имеет место оценка

I < “(։. ').¥>(։) > I < cIMIpf-oO + 1*1)*’. V» € 5, (1.17)

где || • ||р(7) - р-ая полунорма в 5(/?п).

Обозначим через и(£, I) или /' [и(эт11)](£, I) преобразование Фурье в х функции 

ц(ж,£) € М(ЯП х Пст), рассматривая ее как обобщенную функцию. Образ Фурье 

сис темы (2) имеет вид

^^^1 = 4 6П„. (1.18)
‘ О1

• 9

Произвольное решение системы (1.18) задастся формулой

>/(«,«) = ел<«’։н«,о), <еП„. (1.19)

Пас интересу юг только те решения, которые удовлетворяют оценке (1.17). Имеет

место

Лемма 1.5. Пусть и(С0» определенная формулой (1.1!)), удовлетворяет оцен­

ке^). 17). 'Голда

/,+«)и(С0) = 0 в Rn, (1.20)• • •

« случае, а) и 

/i+(f)u«.o) = o « яп\{е}, (1-21)

в случае Ь).
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Доказательство. Доказательства формул (1.20), (1.21) иден тичны, ((мш носят 

локальный характер). Поэтому докажем только формулу (1.20). Перепишем

(1.19) в виде

„(f,<) = v'-(C,t)/'-(i)»«.0)+ v+(eo^+(€)'<(€.o), t € (la. (1.22)

В силу Леммы 1.4 первое слагаемое в (1.22) удовлетворяет неравенству (117). В 

произвольный точке Е Дп пусть НсАг+ДС») >0, ] = (4: зависит от

<о) и КеАг+; «о)<0, ] - к 4֊ 1,..., тп - г. Очевидно существуют числа 6 > 0 и 

£о > 0 такие, что 
а •

Ие >,+,(«)>£». у = 1,К-«.|<Л, (1.23)

Не Аг+;(<) < у, Не (с*°Аг+>(£)) > Ео, ) = £ + I,..., гп - г, |< - („| < 6. 

(1.24) 

Матрицу /,+ (£) представим в виде

е+(€) = (?(() + /?((),

глс /։,+ (О и Р2+(£) соответствуют корням Аг+|(£о)........ Аг+4(^о) и Аг+ц+։ ,

Ат(^о)» соответст венно.

Имеют место следующие опенки :

l^4(f)'/'1+«)l<ce՜'"'. argZ = (), |f-«<,!< Л,

|е՝՝((1'Р2'(4)| < с с^(, arg« = 0, |{ - („| < 6, 

|1--'։(«)(/'2+({)|<сс-'-|‘|, arg« = a, |( - <„| < 6.

(1 -25)

При arg/. = 0 и |£ — перепишем (1.22) в виде
I

'<(«,'■)= V (f,t)/’’(C)u«,O) + c'՝(()l/^«)u(eO) + e/1<£>l/'2+(f)u(4.0). (1.26)

Из (125) имеем

I < р,+(«)«(4.0),¥>(4) > I < с(1 + У^СС'ЛК -Gl<4).
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Отсюда при I —» 4-оо получаем

/>|+(«)»«,0) = 0, 1« ֊ €.1 < <• (1.27)

Принимая по внимание аналитичность по ( £ ||„ и (1.27), получаем

»(€,։)= V-(ei)P’(€)u(C<>) + e'1(£)lc2+(Ou(C<)).. (1.28)

Рассматривая (1.28) при arg / = о, - G| < 6 имеем

Р2+«)»(С0) = 0, (1.29)

Соотношение (1.20)следует из (1.27), (1.29). Лемма 1.5 доказана.

В силу Леммы 1.5 из (1.22) следует

u(CO = V"(COP-(€)u(eO) = V'-(UMCO). (1.30)

III. Пусть система (2) строго регулярна и имеет место условие (б) Рассмо-

грим алгебраическую сиг гему уравнений

/>+(«Ь(0 = ». «(<)•’>(«) = ei< с/ = (°......°-‘.О....... °)' (1.31)

Лемма 1.6.(,'иетема (1.31) имеет единственное. решение, которое иринаЛлг-

житп (7°°(/?п) и удовлетворяет оценке

<с*(1 +|(|г)'"‘.

Доказательство* Единственность очевидна. Заметим, что

/^(^) =
/1 (С А I (£)>• •*» (£))

“(4)

(1.32)

(1.33)

К - «.!<«.

где элементы //(• • ) полиномы от своих аргументов, а о,«) определена формулой 

(1.13) (см. доказательство Леммы 1.3). Пусть / - число миноров од«) порядка гп 

матрицы в (6). Положим

о(С) = £2 1<**(012- О-3՜1)
k-I
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В силу (6), n(£) > (I, £ 6 It”. Используя представление (1.33), оценку функции 

и4£) по Лемме 1.2 и теорему Зайдснбсрга-Тарского, легко показать, что [2]

а(е)>с(1 + |(|2)։, р> 0, НК. (1.35)

• I»
Очевидно, чго наибольший по модулю минор о *.„(£) (порядка т) удовлетворяет 

неравенству (1.35) с некоторой постоянной с, не зависящей от £. Заметим также, 

что [3]

гапк !>+(£) = т-г (1.36)

и поэтому сис тема (1.31) эквивален тна системе

■'>.(£)•՛,(<) = 6, =((),..., О, еД ( 1 37)

где del .։*„(() — / (I н некоторой окрестности (. Из (1.37) следует, что
9

н;(£) — Е (' х и удовлетворяет оценке (1.32) при k = 0. Для оценки

производных »’>(€) дифференцируем (1.31) no£t, получим

Учитывая, что правая часть системы удовлетворяет неравенству (1.32), анало­

гично проверяется неравенство (1.32) для Лемма .6 доказана.

Замечание 1.1. Г,ели предположим, ч го условие (6) нарушае тся в едино венной

точке ( — 0, го, поступая аналогично, получим оценку

/Л z ч
<<Д4Г‘(1+|(|2)П‘, (1.38)7Пк < 0.

Пуг з I. теперь сис гема (2) pci улярна (напомним, что р(£) .֊ г, £ / 0, />(()) > г).

Очевидно условие (6) не выполнено в точке £ = I), гак как гапк/> + (0) = т-/>(<>) < 

тп-г. Условие ((>) все сию предполагается для точек £ / 0. 'Тогда ясно, что оценка 

(1.32) для решения системы (131) в этом случае принимает вид (1.38).

IV. Введем матрицу-функцию

(О- - •'({)) 'rfA, 1(1 < л. ( 1.39)
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где замкнутый кон гур 7О(£) содержит те и только те корни харакзерисчичсского

уравнения (3), которые при £ = 0 принадлежат области СП*, Л > 0 достаточно 

мало. Очевидно, что

Е С,ос(|(| < 6) и rankP0+(£) = тп - р(0),

rank(/'+(() - /<+(«)) = 40) - г при |«| < 6. •

Справедлива [4]

Лемма 1.7. Имеет место следующая формула :

rankP»+«M - 
\ »(О J ~ (1.40)

Доказательство. При 0 < |£| < 6 имеем

m = rank I /’„+(О I = rank ({) <
\ M(f) ) \ «(€) /

< rank(P+({) - P։+(f)) + rank ( ,

следовательно

rank «(€) ) > m — p(0) 4- r.

Заметим, что

rank /’*(«) 
/'(()

поэтому формула (1.40) верна. Лемма 1.7 доказана.

Рассмотрим теперь систему

Р+(4)"(4) = ». ««)»(«) ='‘(О. (1.41)

где о(£) - заданный функционал , сосредоточенный п точке £ = 0. Из условия 

(6) (напомним, что (6) предполагаемся для любых £ / 0, а система (2) - сз рот 

регулярна) следует, ч то решение системы (1-41) сосредоточено в точке = О.

Покажем су шествование решения системы (1.41). В некоторой окрестности точки 

£ = 0 система (1-41) эквивалентна системе (см. (1.37))

С’(О^) = /?(<). (1.42)
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где = (0,о(£)) - т-мерный вектор-функционал, сосредоточенный в точке

£ = I) и detf’(£) / 0 для любых £ (I.

Предположим вначале՝, что н — I. Тогда согласно [5] имеем представление

с(€) = (1.43)

где /Д£) - рациональная матрица с det/?.(£) = I, det.(70(£) ф 0 для |£| <

£, ^’о(€) £ ^’°°(к1 < £) а ~ _ диагональная матрица (<^ - символ

Кронеккера ).

Вводя обозначения <Ш)։;(0 = п;(<). /Ш) ֊ К ՛(£)/?(<). сведем систему (1.42) 

к разрешимой системе

4‘)»Д0 = /’1Л0. (wl,...,Wm) = W, (311(0.......... 31m(f)) = 31(<). (Ml)

()д пород и л я (о(<) = 0) система (1.41) имеет £| +• • • + к1П > I линейно независимых 

решений.

Пусть теперь п > 2, £ = (£։,£'), С = (^2,..., £„). Представим функционал 

#(£) из (1 12) следующим образом :

3(0 = Е «п....^«1)Л<,։>(€2)«--«Л(м)((п). (1.15)

где |Ф ’ обозначаем производную порядка } функционала Дирака Л( ). Решение 

(I 12) будем иска । ь в виде (1.45)

”«)= Е г>>. .)Л€|)*(,։,(6)И-- «А<^>«„) (1.46)
7 2^ ^2 • *1^ п

г неизвестными ,7п(С|)-

Подставляя ։;(£) из (I 46) в (1.42) и используя линейную независимость гистемы 

функционалов • • • 00 }(£ц)}, получим систему для определения

век гор функционалов с^а....*,„(^1) :

С (£|, 0. . . . , (1)е։// ,pn(4i) а»1. ^n(G)<

которая исследована выше. Остальные функционалы cJa jn(€i) находя гея ана- 
t

логичным образом. ('лслоиа гелыю, система (1.41) имеет решение лля любых 

'>«)•
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Рассмотрим теперь однородную (/?«) = 0) систему (1.42) при п = 2. Решение 

будем искать в виде

"(<1.Ъ) = $2 С;(С|)«0,(Ь). (1.-17)
1 <«а

подставляя которое в (1.42), получим

С’«|,0)с„((|) = 0, С(€|,о)МС)+ ^(9+1 >®и(6)) = о. }< "г - 1,

где /?;(•• ) - вполне определенные линейные выражения. Очевидно, что »га 

система допускает ненулевое решение (с։,3(^1) 0) и гак как целое 1/2 можно

взять произвольным, то заключаем, что при п = 2 однородная система (1.42) 

имеет бесконечно много линейно независимых решений. Если п > 3, го решение 

однородной системы (1.42) ищем в виде

1;(£| >0, • • • -€п) = *(&) Я • • • <Х> <5(£п)-

;։<Р3

Окончательно, получаем следующий результат

Лемма 1.8. Пусть система (2) строго регулярна и условие (6) выполнено за 

исключением конечного числа точек. Тогда система (1.^1) всегда разрешима. 

Однородная система (1.^1) имеет конечное число линейно независимых реше­

ний при п — I и бесконечно много линейно независимых решений при п > 2.

Замечание 1.2. Альтернатива получения разрешимое, ги системы (111) осно­

вывается на подготови'гельной геореме Малыранжа. Обозначим Д(£) — с!е!( (£).

Имеем Д(£) е Сао(|<| < е) и поскольку Д«|,0) 

<։ можно найти натуральное ; такое, что Д(0) —

аналитична относительно

0, однако

д» д (о) •ф 0.Согласно упомянутой теореме имеем представление [I]

Д(«|,4') = »(4ьС')(«{ +«>-1(€'Х{՜՛ + ••• + «»«')). (МН)

где а, 6 С°“(|£'| < е). а(6.С) С С“(к| < г) и «(0,0) # (I, а,(0) = (I. Представим 

функционал в виде

) = V О,..... , А (6 )4(; ՛1 (6) М • • •» <0 ” ’ (6.) ■ 
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Пусть С'|(^|,С) - матрица, транспонированная к матрице, составленной из алге­

браических дополнений элементов матрицы С((), а к0 I - целое. Тогда функ­

ционал

< ,£') > =

’ а(6.€')(€{+«>֊i(e)«{՜՛ +•• +»»«')) 

V? 6 6’“(|«| < е)

является решением системы (1.41). .

Предположим теперь, что система (2) регулярна (р(0) > г), и рассмотрим 

следующую алгебраическую систему :

с+(€М«) = 0, В(С)«(€) = *(€). К|<«, (1.49)

где /*+(£) определена формулой (1.39), а о(£) - функционал, сосредоточенный в 

точке £ = 0. Пусть п = I, тог да сис тема (1.49) эквивалентна системе

с0«)Ч<) = /?«), (1.50)

где С’„(£) £ С00։«! < е) - матрица размерности (т — р(0) + г) х гп такая, 

что гапкСо«) - гп - р(0) + г при £ 0, а /?«) = ((), о«)). Так как элемен ты 

матрицы Со(£) аналитические функции от£, то существует постоянная ма трица 

С’| размерности (р(0) - г) х т такая, что

rank = гп, 0 < |<| < />.

истсма

6X0 = 0, 6'„«)v(o = W)

имеет решение (см.(1.12)). Следовательно, система (1.50) также разрешима.

Как и выше, случай и > 2 своди тся к случаю п = 1. 'Таким образом, справедлива

Лемма 1.9. Пусти система (2) регулярна и имеет место условие (6) за 

исключением конечного числа точек. Тогда система (1.^9) имеет решение 

и однородная система (1-49) имеет бесконечно много линейно независимы!

решений.
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В предположении, ч го условие (6) нарушено в единственной точке £ = 0 рассмо­

трим следующую вспомогательную задачу :

Задача В. Найти решение и(х,1) 6 М системы

я7 = л(|^)“+ 52 “>(Ф< ; = 0'1.......м, г> = г{'■ ■ ■ г>п-, (1.51)
I; I < »о

удовлетворяющее граничному условию

(1.52)

где а}(1) 6 Л/, Л; € Кг.

Заметим сначала, что система (1.51) имеет решение

ио(х,1) = 9(0^•

Действительно, подставляя ип(х,1) в (1.51) и воспользовавшись линейной неза- 

висимостью полиномов Ь1 < ^о), получим для с;(£) систему в виде (13) для 

сД<), которая разрешима. Эго означает, что правую часть системы (1.51) счи­

таем равной нулю.

Пусть вначале система (2) строго регулярна. Пусть также и(£) - решение си- 
_ • _

стемы (1.41) с а«) - ^1?1(€)- Тогда можно проверить, что прообраз

Фурье функционала й(£,/) - У~(С0и(£)» где V'՜«, 0 определен формулой (1.14), 

есть искомое решение задачи В.

Теперь предположим, что система (2) регулярна, и пусть и({) - решение системы 

(1.49) С «(«) = а /7(0 = (/՛- ֊ /7(0) е е°°(|(| < О-

Прообраз Фурье функционала

«(£,*) = сл<{>|Р„-(€)»'(О = г*>"'<п)д(|1)‘ £ <'<ъ(6. I 6 пЛ,

где о; (£) - вполне определенные фу пкпионалы, сосредоточенные в точке < = 0.

будет решением .задачи В. ’Гак как все собс твенные значения ма1рины /0 (0).4(0) 

принадлежат области П*г, то прообраз и(£,/) принадлежи! классу Л/.

Таким образом, доказана

Лемма 1.10. Задача Н аг.е.гда разрешима.
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§2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А

Вначале предположим, что система (2) строго регулярна и что условие (6) имеет 

место для любых £ Е . Покажем, что прообраз Фурье н(т,Z) функционала

Г
«(со = Ес՜ «.ФЛО/,(О.

; = ։
(2.1)

где цД£) обозначает решение системы (1.31), является решением задачи А.

Выбирем А?о(/) 1 таким образом, чтобы для любых натуральных /

az’ (I +1<|2)*- J
*1*1 < /; 7 = 0, I.

Очевидно, что образ ное преобразование Фурье

K,(z,Z)= Г՜' ПОМ)' 
(։ + |<I2)*°

удовлетворяет оцеп ко

а’

Применяя неравенство Питре (1 + |т-т|)"Ь1 < (| + |х|)т>(| |г|)-п ле։ ко показать,

что

М Э u(z,Z) =

Заметим также, ч то если fj Е Му, го и Е Л/->.

Случаи, когда система (2) строго регулярна и условие (6) нарушено или система 

(2) регулярна, будут рассмо трены одновременно. Отмстим вновь, что условие 

(6) нс выполняется только в точке £ = 0. Заметим также, что уравнение 
• •

△жи(гД) = разрешимо в Д/. При п = I это очевидно. Заменяя / на
*>•*' / (ж. ։) । ..~11 случаи п > 2 сводим к случаю и = I и так далее.

Для заданного /(*) заменим граничное условие (1) на следующее

। де I - цсл<»<՝.

(2.2)
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Заметим, ч ։о если доказать разрешимость задачи (2), (2.2), то разрешимость за­

дачи (2), (4) сведется к рассмотрению задачи В (см. (1.51), (1.52)). Действизгль- 

но, пусть Uo(x,i) - решение задачи (2), (2.2) и u,(z,l) G М такое, что = и/։.

Подставляя в (2), (2.2), получим

/дщ д . \ дJ = °, = Д£/(г)

или

|j|<2u

где а;(£) £ А-/ и £ Нг вполне определены.

Теперь, если н(г,/) - решение задачи (2), (4), то замена ш = н( — и приведет к 

задаче В для ш. Таким образом, мы ограничимся исследованием задачи (2), (2.2). 

Формула (2.1) в этом случае примет вид

Г 
«к, о = Еу"(со>'ЖЖ12‘'/,(£). е#о, 

>=։

где V՜ н;(<) удовлетворяют неравенствам (1.16), (1.38), соответственно. 

Выбором р можем добиться любой, наперед заданной гладкости в вектор- 

функций V'՜«, я затем как и выше показан., что прообраз Фурье

и(£,0 принадлежит классу М и является решением задачи (2), (2.2). Таким 

образом, разрешимоеть задачи А при выполнении условия (6) доказана для 

любого £ 0.

Рассмотрим генерь однородную (/ = 0) задачу Л.

Пусть система (2) строго регулярна и условие (6) выполняется за исключением 

конечного числа точек. Тогда в силу Леммы 1.8 однородная задача А имеет 

только конечной число линейно педаписимых решений при п - I и бесконечно 

ч||!л՝|| линейно-пезаписимых решений при п > 2.

В случае же регулярной системы (2) (/>(<>) > г) однородная задача Л имеет 

бесконечно много линейно-независимых решений при любых н > 1 (следу. । и.

Леммы 1.9).
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Таким образом, 'Теорема I, сформулированная во введении, доказана.

В заключение, рассмотрим несколько простых примеров.

I. В К х рассмотрим оператор Гельмгольца (эллиптический)

Ди + Ри = О, д2 д2
д12 + Эх2' ь е я\ {о} (2.3)

с характеристическими корнями А)(£) = \/£'2 — Р, А2(£) = — \/Р — к2. Это 

уравнение не является о-рсгулярным для любых о б Н (определение см. [6]). 

Однако легко видеть, что в /? х По, 0 < о < уравнение (2.3) регулярно с. 

порядком регулярности г — 1. Исключи тельными точками являются £ = ±к. В 

соответствии с полученными результатами, для уравнения (2.3) ставится задача

Дирихле

и(г,0) = /(х).

2. Для уравнения Клейна-Гордона 
I • 

д2
(О + гпо)и = 0, <>=-^-֊а2Л, (2-4)

О1* 
в

имеем А12(£) = ±йд(£), и«) = \/а2|<|2 4֊ гп2.

Уравнение (2.4) - о регулярно для любых о > 0 с г = 2 и задача Коши корректна. 

Рассмотрим уравнение (2.4) в Кп х Па, 0 < о < тг. Ясно, что уравнение (2.4) 

теперь строго регулярно с. порядкам регулярности г = I и задача Дирихле (2.3) 

корректна.

3. Наконец, рассмотрим систему

ди ди
(ж, /) ЕЕ II х На, 0 < о < 7г, (2.5)

где Л постоянная квадратная матрица порядка 2п.

Предположим, что собственные значения А действительны. Пусть п из них 

неположительны, Система (2.5) является регулярной с порядком регулярности 

г = и (£ =: () одна изолированная точка). Соответствующая ма трица Р+ (£) имее т 

вид

/,+(4) = ^/
Л+(Е)
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и, очевидно, кусочно-постоянна

f’\, при < > О
/ 2. при < < О,

где / j - постоянные матрицы и rank = п.

llyt ib ('j - постоянные матрицы размерности п х 2п такие, что

Среди матриц Нт — rCj + (1 — rJCj, 0 < г < 1, существует /УТо, для которой

/ р \
rank 1 ] = 2n, j - I, 2.

Для системы (2.5) можно поставить граничную задачу

Дт„и(2:,0) = /(г). (2.6)

Эта задача коррек т на, так как

для £ / О,

т.е. условие (6) нарушается лишь в точке £ — 0.

ABSTRACT. Let M he the class of vector functions u(z,i) £ f?°°(/^n x 11,,) 
analytic in I £ llrt = {/|0 < arg/ < a < tt) and having polynomial growth 
in (z,/). Let /!(£), £ F be a square matrix of order in with polynomial 
elements. For the system

we define the strictly regular and regular cases. Let r denote the order uf 
regularity of (1) and //(<) let he a polynomial matrix of dimension r x m. 
We impose the boundary condition :

d f(z)e AL
Oj-

(2)

For strictly regular case a condition of correctness of problem (1), (2) IS 
obtained. For regular case an analogous condition guarantees the existence 
of solution.
fhe homogeneous (/ = (I) problem is studied too.
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