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Настоящая работа посвящена построению параметрикса смешанной задачи для 

волнового уравнения в виде интегрального оператора Фурье. Описание канон и- 

чсского отношения основывается на известном законе геометрической оптики об 

отражении. \ , , S

В работах [1 2] i а кое пост роение было осуществлено для смешанной задачи 

г однородным граничным условием. Естественно. неоднородное i раничное усло­

вие; более усложняет ст руктуру каноническою от ношения, что. в свои» очередь, 

усложняет пост роение главного символа.

1. Постановка задачи. Пусть А область в IB" с гладкой границей 

д\ . Рассмотрим следующую смешанную задачу 

п
Он = ии — У r f = 0 в А х IB +, ( I )

J=»

m(U,jc) = 0։ Uf(0,a:) = ü на Д’, (2)
■

u(£, z) = g(Z, х) на IB + x dX. (3)

Введем слеаующие пространства распределений :

Т>'6 (IR-+ x cLY) = {g Е D' (IB f x ÆA) : singsupp g C [Æ. 4-oo) x i)X } , 

p;(IR.+ x A') -{ge + x A) : 3Û6P'(IRn + l) такое, ч то 

“1п1+хал =“ и НД’(5)П [М>хП։.Ш’‘ + 1 иУУИ1+хвл Ш” + ։] = 0). 

Следовательно, определены следы распределений D'n (1В+ х А ) на i ранипу JK + * 

Х(9А и на начальную гиперплоскость t = 0 .
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Определение. Интегральный оператор Фурье Е, ьа »икается парамстриксом
смешанной задачи П) (3), если

£»: Р'СЛ.» х ЙЛ՜) —>О'(Ж. х,П

и и Е О (П7-+ х Л'у , гце и - точное решение задачи

Предположим, что

Условие; 1. Бихарактерист ика, исходящая из Г* Д' пересекает границу област и

нг+ X дХ трансверсально, причем область Л' выпукла относительно характери

стических лучей.

2. К а ионическое отношение. Бихарактеристики, соо гаетс'гвующие кор

ням ±|£| характеристического уравнения т2 - |£|2 = 0 и исходящие из точек 
о

{у. т) 6 7’* Л задаются равенствами :

* + у,1 е [о,/;(?/, т/)|,

где 1±(у, ч) есть момент времени, в который проекция л(1,у, т?) бихарактеристики

на базу впервые пересекает границу ЗХ.
о

Мы используем следующую инволюцию ([2]) на 7՝* х Шп)

(Бт,х,<) (Б Л х । С)»

и^хал՜

где |<| - £ /(и(-( = 0на 'Г ЭХ. Эта инволюция является гладким

отображением ([2]). От раженные бихарактеристики определим соотношениями

г= ±|£|, х ֊ -֊ \1 -1՝±(у у)} 4- л(^(»/,т/) у,у), 

< = ч € [<±(у.

। де /^(у, ч) ■ момент времени, в который проекция отраженной бихарактсрист ики 

впервые пересекает границу ЗХ Продолжая эту процедуру, получаем послед »- 

вагельность точек {1^(у, п)) и ломаные бихарактеристики.
I

Начнем теперь с построения канонического отношения. Пусть К (и, г,С/ 

пересечений с границей проекций ломаной бихарактеристики, н<. кок р< й лсж» 

точка но момента времени I. Предположим также выполненным
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Условие 2. Для каждой точки (<, ±|£|, х, £) £ 7” (№1+ к X)

Кх(/, х,£) < оо.

Пусть Ф* : Г’(Д') >—♦ Га (1В.+ хХ) - отображение, переводящее точ :у (у,г)) р 

€ 7” (Д') в такую точку (*, ±|£|,а;,£) 6 Т* (1Р и х Л'), что точки (0, ±|?/|,уу у) и 

(/., ±*< |, г,£) принадлежат некоторой ломаной бихарактеристике.

Пусть /т - естественная проекция

■‘ : Т (1R+ х IR )|щ>+хад* ♦ ТШ(П<+ х дХ).

Положим

= {((,±К|,х,СГ,±|«|,5,<) 6T’(IR+ X А ) х Г (JR.+ X дХ) : 

/<*(«,г,() = ; I = ^(.Ул), (у, у) = (Ф*)՜՛ (/,±|£|, х,£), 

(Г,±|<|,5,<) = 7гФ~ (i/, j/)}> С* = Ui>;>iC\± , с = с4՜ и С".

Лемма 1. Отношение С есть замкнутое каноническое лагран нссво подмного- 
о о

образно о /՝(1Г<+ х Д') х Т' (1Л.+ х дХ) с канонической 2 формой ^щ^ХА' — 

— crlR|x3A' па пространстве произведения.

3. Построение оператора Л7- Пусть с дост аточно малое положите льное число

1ПС = {< G IR : I > -f} , Xt = {х E IRn : dist(x, Д’) < г) .

< уще< I вует замкнутое каноническое лагранжево подмногообразие (' в
° ° ^՝՜* .^ Чч *■ ^н՛
/ ' (1ИС х Д£) х 7 * (1В.С х дД’) с канонической 2 формой ап^кА, ~ ^тгхаА' ’|а

пространстве произведения такое, что

С՝0 п (7 - (Ш+ X А ) X 7՜- (Ш.+ X ЗА')} = С^.

Пусть I и Л - канонические от ношения операторов о! раличений на многообразия 

О х Ас и П1£ х Э\ , соответственно. Обозначим через Т\՝ и соответствующие 

ин тегральные операторы Фурье.

Докажем слсдуклиую лемму.
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Лемма 2. Пересечения канонически! отношении С с\ и Н являются собствен 

ными и трансе ср сальны ми.

Начнем < построения оператора.^ и виде асимптотического разложения

/•х.0

со следующими свойствами

Л е (ш.։ X А'։,Ш։ X дХ,С\ ,

I

7=П

хЭА ) с / ՛ 1 (пЪ X 5Л',1Г^ х дХ,ВоС) ,

I
Т’г С Г1՜' (хеЛЯе X 5Х,ГоС) , 

;=0

’ 17} оР4 € Г1 (%£|1Н хдА',ГоС).

;=0

Обозначим через а/ главный символ оператора .7}. Поскольку существует стан 

дартпая полу плотность |д7с/т||У2, имеющая естественное ограничение на 1Пе х 

хе? Л’, то можно рассматрива гьа/ как функцию. Обозначим а± = • Символы

Ф будем иска । ь удовлетворяющими следующим транспортным уравнениям

-//՝Н| — -су 
1 1

на (6)

где /’’(«, г, 1,^,4,7,5.«) = г2 - |4|’ и <т(У) - главный сиувол эгератора J. Здесь

Д։з - конеганга па б.'/ для фиксированных Пусть

л± = {(С±141,^4.с±141,г.О е(ш> х н")|л+хвх х г (лг+ х дх] ■. 

Т=^(У,Г)), (у,ч)еГХ, (<,±141,^0 = <»(!/. г),

.(4, ±141, г,4՜) - **7+0(и֊’/)-1-

I
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Следовательно, достаточно определить а* лишь па Положим

“о±|д#. = (-О”>- И
•• J

ч

Согласно (6), значения а±, I > I на определяются значениям на /Л

Положим

Определим а± (/ > 1) на по индукции. Пусть а± уже определены па
• 1 1

О)<*<|Л^; ■ Отсюда следует, что а, заданы и на

Определим теперь на } следующим образом :

г։*(4։±|€1,хд±1€|,г,«) = - ьт 5*(Ф^(ь-,7)л,±И|,г,{), J —• < — О

где (у. г?) — ($*) 1 ±1ч1эг,£)- Правая часть в (7) задана, поскольку (Ф±(у, ?/),
\ ' А ■ «՛ *3 Г* -В * ,

С±|£|,я1{) 6 С,- ■, при условии, что |£ — л| достаточно мало.

Обозначим и/ = а/ |с, и пусть Ji - интегральный оператор Фурье с канониче­

ским othoi’ichhcm С и главным символом а\. Пусть pap) 6 С’сс(0.оо) такое, что

= 0 при t < 6/4 и рб(1) — 1 нри i > 6/2. Определим Ел в виде следующего

асимптотического разложения

ОО

Ел ~ рл(Г) Z/.
1=0

4. Теорема Предположим, что условия I и 2 выполнены. Интегральный one- 

ритор Фурье Е{, построенный выше, является параметриксом задачи (I 3).

Приведем схему доказательства теоремы. Заметим, что для любой g Е

€ DJJIR х дХ) ограничение Fig на IR+ х Д' совпадает с Ftg «ю модулю

( к (IRj. х Д'). Из построения оператора Ел следует, что
• *

С-с49 е Сх (Щ+ х :<}, OEtg\:=0 6

г֊ад1=11 е С’в0(Л').

Покажем, что

^^11Я+хдЛ՜ — g £ Сх (IR+
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Для эгог.) достаточно показать, что

ГП

г к о Ъ - Id 6 |-'-m (1R, X дХ. Ш։ X 5.V, Н о (7
(*)

llvci I,

х П<н))
Ш. хЭА

х Г (Ob X <9Д).

Рассмотрим отображение 7г — (тге, id ) :

(7- (П\ х ДС* ))|и(>хаА. х 7" (1R, х 5.Y) Г (JR, х ИХ) х Г (Ш, к ЭХ).

где тге - сект 1 венная проекция а н1с - тождественное отображение. Заме! им.

изо к - сюр ьсктивнос отображение. Представим С в виде объединения а г. ух 

нснсрссскаютихся множеств :

; = Сие1,

с" = и,-6„ (л+ и л;().

Для неI а. 11.НО1 о описания С'1, рассмотрим следующие подмножества С'

= {(',±141,а4Л±14|Д,4)6 7՛՜ (1R f. хИ") х 7" (JR+ х d.V) : 
хЭА'

' =',к< = </(«.'/). (( -kiel, т,4) = Ф,г),

(Г,±141,К) = у)}-

Н։՝ трудно H« >кача гь, ч го

7." = и.>7 (Л* и л-; и /<Га и «7 ) .

Имеет моею пред • I >г. Денис

/? о С = тгС0 и яС'1,
I

где я|6,0 - биекция, а • двулистное накрытие. 'Гак как опер.кхр является 
•

оператором ограничения, для любых / е и для произвольных а е Н =>С имеем

а (>в о л) («) = Е 

' 0€С,»(3)=го
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Ясно, что если о Е ^С' ■ то в = т“1(а) E UA/\. Следовательно

ст (Т'/у о Ло) (nt) = <*0(/У) ֊ 1, ■

(/֊1 \
Id -- Лл 7j I . 

у=о /

Г.1 • 1И ЖС О G яС1, ТО 7Г~’(о) — где с ß2 е для некоторых

i,j(i > J) Согласно (9), имеем

Отсюда. для о G тС1 имеем

и ( 11 ) доказано.

Для завершения доказательства теоремы мы должны показать, что

Для эки «> покажем сначала, ч то Тд — Е^д Е С00. Действительно, при I > Л имеем

?9 - 1^9 = (1 - pW) F9 = 0.

С другой стороны ясно, что

6 С°° ((ОЛ) X Л').

I' >: -чу и — 1^д — и ес ть решение смешанной задачи с С”*՜ данными, причем

-<< шннпс С՞* - согласованы на 0 х д.\.
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