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Два тела К и А' в Ш.г։ имеют одинаковое поседение. относительно смешан- 
ш.и объемов, если для всех выпукхдх тел А2,...,А'-, имеем

Г(АГ,А2.....К„) = V(K',K2.......К„).

В настоящей работе даны необходимые и достаточные условия тот. 
чтобы два тела с кусочно гль.е.хгй поверхностью имели одинпко н՛ 
поведение.

Ьудсм творить, что два тела К ’ /<', лежащие и . IB” им; i< i одинаков 

поведение относите юно смешанны! объемов, если для всех выпуклых тел

А'?....... А',. имеем

Г(А',А'2,...,А'„) = Г(А",А2.... А՜,.).

;!< i к<> I՛ жачач ь, ч го два выпуклых чела С одинаковым none ten нем равны с но 

н< < д<» параллельного переноса. Однако, это утверждение неверно для пс-

i՛՛ hi . ч.11.:л i гл. В настоящей раГл»ге даны необходимые и !<i ат<>։i'ii.i< ус.’п»нч« 

(Теоремы I I и 7.2) гогс, чтобы дна тела с кусочно -гладкой новгрхног пт • им«՜. 
<

ли одинаковое поведение. В Теореме 4.1 рассматриваю։ с я тела с miioi orpa:։։i<>Kj

понерхн »c i! ю, а условия формулируются в терминах ’’сечей ՜. Ге «рема 7.2 <«* ։։• * 

си геи к гладким гслам и имеет простую формулировку. j

UyciJ. гели Л G 111“ <н раничено кусочно гладкой поверхностью. Опречсли’ 

функцию । t ЕрИДЯР -I И

Пю НС 1 чям

i ле расс'п?янис о! <) чо j- к «и i инсрп.юскос i и с нормалью u-՛. f на ։< .ч;|1"

к .А в гочче и’ (и/). k} (֊j) число сч ринг.тельныч ра.чиусор i рини <ш ։ в гочке 1/’(-В
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Дна кусочно-гладких тела имеют одинаковое поведение относителен', смешапнь.х 

объемов тогда и только тогда, когда их (II} функции совпадают

Предварительные сведения

Шп - п-мернэ? пространство <: началом в О :

Е° ~ пространство ориентированных I иперплоскостеи в Жп, 

содержащих О ;

['п пространство флагов в У1п (флаг / определяется как пара / =

(прямая Ь , содержащая О ; 1 ипсрплоскость е, содержащая /,));

$2П~* - единичная сфера в И1п с центром в О;

5п-1 • площадь О՞“1.

Мы будем использовать стандартное сферическое представление, а ко со 

ром гиперплоскости отображаются и точки на Рп՜ (соответствующие ил нор- 

.палям), прямые ֊ большие (г. - 2)-мерные сферы и т.д.

Тело К называется кусочно-гладким, если оно имеет границу с почти всюду 

определенными и ограниченными вторыми производными.

Нулем говори *ъ, что Орион тированная гиперплоскость е с нормалью«; каса 

зелъпа к К в и Е дК у если с локально касается дК в точке а и и -г с* не лежит 

в Л для малы к с.

Для заданного такого К пос троим многозначную опорную д>унпцию I к , 

определенную па О7*՝՜1. Ее ;-юс значение он редел ж тс я как рас юани.

• и О до /гой локальной касательной гиперг госкости с нормалью <л.

Напомним ।'>пр(Н|(,лсниС|сметпнньи объемов для цслыпуклых ьл (см. [3])

Пусть /\г К-г,..., Кп С 1Пп-нсхогорыс тела. Для А։, ..,Ап > И <1‘У«:к’Ыя

/н(л,. Мл(тп)..л/\(^)с/.Г|.

где <1\ обозначаг ! интегрирование 1Ю эйлеровым харакн рис гика.
ч Ч1-» ».м/и »-нпи А! Л.. !1а~։.։вастся смешанНОриДПЫМ ПОЛИНОМОМ 0'1 А|, Ан. КоЭ<,м||Ч|1И |

ним оПьсмим ’/(Л'|,.... Ап)-



у. СЕТИ ВЫПУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ

В11пухлилй многогранник ассмотрим его ребра //,• лежащие па при

!.. со см։ жш։ми гранями ՛ ՝ - > * гп । •I. Сферические образы всех опорных I И

ш рплчекостей, содержащих 1\, формируют՝ (п - 2)-мерный сферический мпото-

)тот многогранник .»ежит на большой сфере

является сферическим образом прямой /д. Вершины этою много։ ранних сфе-

рическис образы < е,п։-.

Образ всех ребер формирует՝ сеть, т е. производит разложение О” ’ в сфсриче-

ский многогранник. Вершин։.։ такого разложения являются образами всех гипер-

плоскостей граней К.

Определение 1.1. Предположим, что п этом разложении каждому (п - 2)- 

мерному много։ ран-чику задан вес”, равный длине х,,. Тогда имеем <г.ть для

шоюгран пика К.

’1, каждого многогранника удовлетворяет свойствам А) и В) :

А) Каждый сферический многогранник в этох։ 

зически иып клым

разложении

В) Свойство ностоянс 1 на : пусть к, к два — многогранник।

этой сети. В усг;, ! пу гь из Л £ к в Н

лсцссекает (п -2)-мсрную । рань сети, ссил ы ствукчцсй ребрам / Тогда

пу।и /\ а

. 10*1« к Л и Н.

Пусть имсопкя сеть с положительными весами на <Г идо- 

алеть норнющим услозичм А) и Н). Гогда существует (Оинствспный (с точно­

стью до параллельного переноса) выпуклый многогранник К а 1Н , обл и ((и ю\н и >1

такой сетью.

։։2. СЕТИ ДЛЯ НЕВЫНУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ

мисгси ранних, коюрп й нсобязатель:«) выпуклый. Рассмот рим

мноюзначную функции՛ л с ветвями я,, ипределспными на Г® п<. юдуютсму

правилу :
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где
։ 1, если, после определенного параллельного переноса,

/(с) — < е. содержит ребро р։ многогранника К, 
(О, в противном случае (т. е, почти всюду),

длина ребра, % - эйлерова характеристика , Цр>] - полусфера с маленьким 

радиусом с центром во внутренней точке ребра ։/, и лежащая в гиперплоскости 

I//՜. Полюс (/р^] - конец нормали е.

Пример. Если К - выпуклый, тогда

| |У,|, сели, после параллельного переноса, е - опорная плоскость 
,<?(с) — \ многогранника К и содержит

I 0, в противном случае.

Определим
V ■

н'е) = Х^(е)
Иоси гель {5) является объединением сферических (в — 2)■многогранников и

формирует сеть £ к на *Л'' Его *вес (возможно отрицательный) определяется

как значение {.•>}. Верны следующие простые теоремы.

Теорема 2.1. Сеть для неввтуклого миогогрвнпиха К удовлетворяет 

свойству иостолпстиа В (см. §//.

Теорема 2.2. Если вес (т 3'1а"енМ {՛^ '‘с1>ы’: ^лог° «^^икя ' 

ксоп^ат'ло.ши, то {£} удовлетворяет свойству Л (см. У), т е. сфериие 

< киг многогранники соответствующем разложении 



76 Г. Ю. Папина

Определение 2.1. Пусть свертка {$} многогранника К неотрицательна. Тогда 

мы говор.’ и, что поверхность К квазивыпукла. Согласно Теореме 1.1 существует 

выпуклый мношгранник Солу{К՜), с сетью Этот многогранник называется 

выпуклой версией многогранника К.

Имеется простое условие существования выпуклой версии многогранника.

Теорема 2.3 Полиэдр К - кв аз и выпуклый тогда и только тогда, если для 

каждого флага ЦЬ,е)

£М/(Ои-х(еЛКП(/(Ч)]>0,

где суммирование ведется по ребрам К, параллельным Ь.

§3 . ПРИМЕРЫ КОМПЛЕКСНЫХ ВЕРСИЙ

Пример 3.1. Пусть К = Ку и Кг, где Ку и К? непересекаюшиеся выпуклые 

тела. Тогда К имеет выпуклую версию Сопу(К) = Ку ф А՜?.

Пример 3.2. Пусть Ку С Кз - выпуклые многогранники, дКу Г\дКз = 0. Если 
ж

п - четное , то Сопу(Кз \ Ку) = Ку ф К^ ; если п - нечетное, то Сопу(К։ \ Ку) = 
'•а •

= К2 © Ку (условное существование разности Минковского).

Пример 3.3. Каждый многоугольник имеет выпуклую версию, и множество его 
ж

ребер равно множеству ребер его выпуклой версии.

Рис. 3,1



77Смешанние объемы выпуклых тел

§4 . ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ПОЛИЭДРАХ

Следующее построение будет важным. Предположим, что К и П многогранни­

ки из П1п, П ֊ выпуклый и содержит О. Пусть п ֊ ребро К \РгП^ ֊ про- 

и։1ия П на гиперплоскость, ортогональную к и. Определим функцию Г = 7и(А) 

на Рг,Д1 следующим оо разом : пусть прямая (О, А) пересекает границу Рг П в
% 

точке с нормалью и(А'). Пусть е(А) ֊ гиперплоскость, содержащая ребро п с 

нормалью ь(Л).Тогда множество

Т(А')=1-Х(е(Х)ПКП(7М)1 * •
1

где х эйлерова харак герметика, £/[„} - сфера с малым радвусом вокруг некого-

Ьой внутренней точки ребра и.

Рис. 4.1.

еорема 4.1. Дал выпуклого многогранника К к моложштельиого А имеем

У(ЛК + II) = К(ПН
рсб|»О К

ри А -♦ 0.

сорома 4.2. Для проиэеольного многогранника К « лх>6о< о положи 
I 

ииеел«

- »)Л1(у) <^(у) Лх = Нп) + А
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при X -- 0. Здесь dx(y) означает интегрирование по эйлеровым зарактеристи- 

кам, 1 характер-стичсская функция :

если X G ХК 
в противном случае.

Теорема 4 3. Пусть К, А'а,Кп ~ многогранники из Uv*. Тогда

V(K, к2......Кп) = V(Conv(K), Кг,.... Кп).

Теорема 4.4. Пусть К, К’ С IRn ~ многогранники с = ELk'- Тогда для 

любых К2,..., Ар

V'(A,A2}..., Kn) = V(A'։A2,...,An).

55. СИЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ НЕВЫПУКЛЫХ ТЕЛ

Введем топологию сильной сходимости на множестве тел с кусочно гладкой 

1 ранимей, которая важна, так как смешанный объем (как функция от п тел) 

непрерывен относительно этой топологии.

Определение 5.1. Последовательность тел К,п с кусочно-гладкими границами 

сильно сходите» к телу К, если для каждого т существует взаимно-однозначное 

непрерывное отображение fm : ПК —* дКт и подмножество П в ПК с. нулевой 

лебего, •/ ՝ерой такой, что 
9

1. lim sup |/w{r),z| = 0;»n —Oö df<\l{

2. lim sup p(/m(«)),w(«)| = 0, 
дк\н

։ де u(fm(x)) ֊ нормаль к поверхности Кт в точке /m(z) (должна cyi :?с 1 ьовагь 

для почти всех т). - нормаль в точке х новерхнос ги К.

Теорема 5.1. Пусть для j = 1,2,..., n, lirr.,n_ou К)п = KJ, где K{.t и h'J 

кусочно-гладкие тела в 1ПП. Тогда
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ijG. ЯДЕРНЫЕ МЕРЫ

Приведем вспомогательное построение. Пусть II выпуклое тело, содержащее 

О; / <|>ла> / = /(ш, /,); А(ш) = Л'(ш,Д) - точка на границе проекции II

„а // с нормалью ш ; Е(ш) = |О,Л'(Ш)|; ф(ш) = ^,/.) -     „сктор 

параллельный О Х(ы) ; Д(ш. /.) = 
п

Рис. 6.1.

Определение 6.1. Мера //, определенная на множестве флагов является 

ядерпой мерой для тела К С 1П.п,ссли для любого выпуклого II

Г^Л', II,..., II) = [ г(и, М £Ня(/(ил £))•
I

Теорема 6.1. Пусть тела К и К’ имеют общую ядерную меру. Гогда для любьи

П'2..... Пп

։ (/<, 112,.... П„) = 1(Л ',Пг..... ••»)■

Оказывается, мы имеем уже . .................. . ядерныс меры для многогранников.

Теорема G.2. Пусть К - многогранник о Ш", {») ֊ функции, ввефеннаа в 

/’а,смотрим меру рк такую, ото дли любой ненрерыоноп функции, определен.

>юй на /-’п

МЬЧО4') )՛
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где м։ - ребра К, С։ -- прямая, параллельная -обычная мера Леб

на множестве гиперплоскостей, содержащих 1^.

Такая мери является ядерной для К.

Доказательство. Это утверждение есть переформулировка Теоремы ’.2.

Определение 6.2. Пусть К и К' - тела. Предположим, что К' выпуклый, и чту 

К и К1 имеют одну и ту же ядерную меру. Тогда теле К1 называется выпукла 

версией К и обозначается через Сопу(/<). ’ И

Заметим, что основное свойство сохраняется : тело и его выпуклая версия 

взаимозаменяемы при вычислении смешанных объемов.

§7. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Пусть К С Жп - С^-гладкое тело с почти всюду неотрица тельными главными 

кривизнами. Мы собираемся найти одну из ядерных мер для К и получить 

условие квази вы пухлости К

Рассмотрим специальные приближения К многогранниками.

Локальное приближение. Для си е И”՜1, пусть 1?(и>) - точки на д!< с. норма- 

лью си, - 1-тый главный радиус кривизны дК в точке /Л — прямая 
• * • — - •

с 1-тым главным направлением в точке и-'(си), к^ число неотрицательных чисел 

среди R}. ‘ й V

Построим окружности О?, касающиеся в точке г радиусами #.(ы) 
• • • • •

приблизим каждую О] мпогоу!ельником К* и рассмотрим сумму =• (!),/<{■ 

определенной трансляции, .$՝•’ даст локальное приближение (Ж около точки 

|р(си). . . .

Глобальное приближением Пусть - покрыт ие О”“1 нспокрывающими мно­

жествами Ф/ с кусочно-гладкими границами и с радиусами, превосходя ши ми 

I. О : мстим в каждом Ф/ внутреннюю точку си/, так что главные кривизны в 

згой точке не равны О. Теперь приблизим дК следующим образом : в окрестно- 

ст и точки т^(си/) приблизим дК с помощью части г<нла, транслируя ։ р;чли 

каждой отмстим их касательную к дК. Таким образом, мы получим прибли- 

жспис К( гп тела К. Используя это приближение, можно получить слсчуюшук' 

теорему ;
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Теорема 7.1. Пусть К - С'-глвдиое тсм с почти „ 

кривизнами. Тогда мера рк, определенна, соотношением

F» Jtl
... 5212^1 С**) '’-՛(/(։<'։ Ц))^,

4 • •
] ։

- я верная мера для тела К.
я

Эта теорема следует из нашего основного результата :

Теорема 7.2. Пусть К - гладкое тело. Пусть Пк - .<.Кого,начк„ ппйрна 

функция К и

{НА}(ш)= ^2 Н}г(“)(-1)ИМ.
лс ветвям

Тогда

квазивыпукло тогда ц только тогда, когда \Нк] ~՜ выпуклая 

функции и опорная функция его выпуклой версии равна {Н*}.

2. Лая гладких тел К и М, {Нк} — {Нм} тогда и только тогда, когда 

д^я всех тел К?, ...гКп

v(K}K^.^Kn)^v(M}K2.....KnY

ABS TRACT.We say that two bodies K and JC in lRn have the same behavior 
with respect to mired volumes if for all convex bodies K2,...,Kn> we have

4

V(K, Kt,.... K„) - V(K', Kt,..., K„).

The present paper gives necessary and sufficient conditions for two bodies 
with piecewise smooth surface to have the same behavior.

• 4
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