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Цель настоящей работы - получение представлений для функций из 
классов Джрбашяна //р(а) (0 < р < ос, а > -1) и Харди Яр(0 < р < 2).

§1. ВВЕДЕНИЕ

Класс функций Др(о), (р > 0, о > — 1) - аналитических в единичном круге;

был введен М.М.Джрбашяном в 1945 году. Этот класс обобщает классы Харди

Нр и определяет՛ •: следующим образом (см. [1] и [2]) :

Класс Др(о)(р > 0, а > -I) состоит из всех функций /(2), голоморфных в

единичном круге |z| < 1, для которых существует интеграл

- р2)°Ц(ре‘>)[’ pdpdt).

Нетрудно убедит ься, что Нр С Др(а) для любых р > 0 и а > — 1, где Нт - класс

Харди

Для /(z) 6 //2(0) имеет место следующее интегральное представление :

(1)

где

*(*) - f (1 - р)**~ 
- Jo

принадлежит классу Харди Н? и ,следовательно, € £2 (см. [2], Чеорема 5).

Если /(г) € //р(а) (0 < р < 2, о > — 1), го имеет место следующее

интегральное представление :



ей.

Интегральные представления подобного типа имеют место
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(3)!

для Функций класса

* г

• / у \ » т >

Г В. Голузин и В. И. Крылов [3] дали представление функции /(г) Е Н՝_ п.

угловым граничным значениям /(*) , заданным на множестве точек единичной

•кружное ги. имеющем положительную меру. Это представление имеет вил

где ^(г) = и{г} -г >1 (?) - аналитическая функция в круге

ч>дссь Е ֊ множество положительной меры по Лебегу, принадлежащее единично

му кругу : тпЕ > О, Е С ' — {/: р; - I}, /г(с‘&) - харак герметическая функция 

этого множества. О < г < 1, 0 < < < 2тг и п - натуральное число.

Пель настоящей работы - получение представлений типа (5) для функций 

и՜՛ о) (9 < р < ос. о > — I) и //р (0 < р < 2). с помощью интегральных 

представлений типа (1)-(4). . • ‘ . *• ՛ ■Л .

Результаты в этом направлении были получены в [-1] (стр. 74) в случае, когда 
о + 3 а + 2 1 а + 1 1 1

показатели экспонент ——, ------- 4֊ ֊,-----------1֊ 1 и - + - в представлениях
2 р 2 р р 2

!) - (4; являются натуральными числами, большими единицы.

Теперь же представления тина (5) даны для произвольных показателей, больших 

единицы.

место слеоцющсе прсостпаалеиис :

(6)



Представления типа Голузина - Крылова

'~ 2 г < Р < ֊֊а > -1. 3 =-------(2 < р < ^с о у _■
■ • Р

1 *' р ~ п'и < р - "■'• <7՝7ю:4Ы <р(г| взято из нрес/стповлекии 12}. Л? ;. 

(4/ ^от^тственно. а & ֊ интегро- дифф ереначальный оператор в смы>л' 

Римана- I
~ЛиивиЛЛ£

Доказательство. В представлениях (2). (3) и (4)'<р(г) 6 Н2 с //1. следовательн-

.согласно теореме Фихтенгольца ([5], стр. 97). имеем

гае Ое ко ՛"'■՛ Ьиииснты разложения в ряд Тейлора функции ^(-)-

Во՝пол взорае։и ись разложением

ГП -к З^к)
ГН -и 5)Г(1 + к)

л представлениями (2). (3), (4). заключаем, что

где 3 один и» показателей, указанных в Лемме I. Тогда

гЗ-.-'. А г*+ве“'*** ՝. * / г с •

Г(1 + 5) Г(\-в)'

Отсюда следует, что

/

по)

Используя формулу (см. ՝6], стр. 569) . получим что

Г(1 + *)'

Теперь (6) следует из формул (8), (9) и (11). Лемма 1 доказана.

Лемма 2,£е.։и /(г) £ >/р(о) (0 < р < ос ,о > -1) «.»а Л») ё М? (0 < Р < -’)•

^•нсст .иг сто слсоуюыее проставление :



I
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VI < х г у —
прнчсж 3 = -------  — - (0 < р < 2. а > — 1. 5 = ------- 12 < р < ос. а > — 1)

Р 2 Р] г ’ * -Мг ■ заЯ|В -И
3 =---- -- < р < 2). 2 = ге**, 0 < г < 1, функция ։р(г) взята из преоставлении

Р 2
{2), (3) и а) . соответственно.'т - натуральное число, т > 1, т— 1 < 5 < т

Доказательство. Для доказательства Леммы 2 воспользуемся предстаьление1м

(6) . Пусть

’огда /(г) — Р^Г(г).О < г < I. Функция Г(г) вместе со своими производным! 

до (т — I) порядка включительно непрерывна в промежутке (0,/). / < I и 

/•'■"’(г) 6 £(0./). Поэтому

Г<т*‘)(г)= ЙГТз) £ с--։ [¥’("1’)Г’,_‘>(гЛ)<*), (13)

где функции Л'(г). Г'(г),...»Г<т“1'(г) непрерывны на [и,/],/ < 1, при условии 

3 > т - 1. Используя (13), получим

/'|^т)(г)Иг< —/'|Нгг‘)](т-*)|-|(И’)(^|</г. (14)

Так как <р{г) аналитична в единичном круге |г| < I, то при и < г < I < 1 имеет 

место следующая оценка :

I [<г’(’*<’,*)](,П 4) I < к = 0, 1, ..,т
9

где А/, - постоянная, зависящая от / и т. Из (11) следует, что

V 3(3- !)■■■(/?-* 4-1) в 4 + , 
Г(1+З).4г, ”* 3-^+1 (15)

Из 1 5)<41мгсм, изо £(0, /). Учитывая (13), (15) и свойство интегро 

-дифференциальных операторов (см. [6), стр. 572. Свойство 6) , можем написать

՝(Г| = ЙЙ1 -5) + ֊Г"-՛’՛'-«-. ™
Г՝ 

Так как /3 > т - 1, из (13) получим, что Л՝*}(0) = 0. к = 0, (т — 1).

Следовательно, представление (12) следует из (16). Лемма 2 доказана. 

Используя зз и леммы, докажем несколько теорем.
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Теорема 1. Пусть f(z) Е //₽(«) (О < р < ос ,« > - 1) пли /(г) G „ (|> < 

Лл„ любого побмножсстои К положительной меры „„ единично,, окружности 

|4| - I существует функция j(z) Е //2 такая, что

где » (/) известна из представления (5), ^(/,) £ £2 , а в - _ 1 fp < <
а + 1 Р 2 -

< 2. п > -1. = —— (2 < р < со, о > -1), 0 = - - ! (о < р < 2)

Доказательство. Гели /(z) Е //₽(*), ro^(z) Е //2 С //,. Слсдова i е.пяю ней iy

представления (5) имеем

■r(-) = bill ֊ . / -Т2--------<Й, |г| <
П —ОО 2. Я1 J /.; I — Z

II < 1еммы и формулы (IX), получаем проле । андские (17) '1еоремя покачана

1Ь > к гавляя р - 2 и Л — 0 в представление (17), получим предо: авл< пи I’>) II 

m (.1) следуei, что /(/.) — ,р(/.)(|/| = I ) помчи всюду..

(•.к |ующая георема даст интегральное представление функции /( I • < <»п< ;

। ՛ 'ра д ифферен. • ՛՝ вапия.

Теорема 2. Пусть f(z) Е //р(в) (0 < р < эо , о > — I) млм f'֊)C h't ‘ < р < 21

/.о/ киждо.Ч/ и но.нсссш а а /•. единичной окружности J/i -- 1 н<чт/ iohiii

и/уы < утсстпуст функция у?(~) 1,1,1ка>{- чт0

где Ц = 2-i- ֊ 1 (О < р < 2.0 > ֊1), И = ^-i֊l֊(2 < Р < х о > -I). 
р *2 Р

I Iд - - _ _ _ Гр < р < о) г = гс>в 0 < г < I, т > I натуральное чи< ч,.
Р 2 ~ ~ "

— I < .У < nt, а

(/ ֊ J t J ( _______ .р„,
-г) = рп֊ ц,,՜—<У(г -

Л։>ка'|;։т<1Л1*<'тп։>. I ак кяк в представлениях (2) ( ։)-|с(‘)^ 11 тЬ)

"е С //,. Coi.iaiHo тепреме Г. М. •I'HXieHiольна ([5), стр. 97) >та функция 

11 редс । авлж гея ип геч ралом через свои i рапичные ։пачения .

/ — г с’й
ip(/)e’lv(0 dt, О < Z < I. (21)
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Из формулы (21) и Леммы 2 следует, что

(Н Дх
Г(1+,'ДГ(т-/?)' (22։

Принимая во внимание (20) и (22), можем записать

о

•р{1) еп^’И) е
<// <1х (2.1)

Разобьем теперь интеграл (23) на два интеграла и где

а У։ топ же интегр«' 1, но рассматриваемый на множестве /< Докажем, что

11т Д2 — 0. Согласно свойству интеграла Пуассона ֊ Стилтьеса (см. [5], сгр. Г1 —* ои
52), если I С Г \ Е , то

|ехр(п ^>(0) | = 1 и |схр (-п^с’*)) I =

Гак как |/ | = 1, |хс։6’| = х < г < I < I, \^к\хс,в )| < Я* (г), * - 1,2,.... где /?*•«>)

ограниченные величины, зависящие от г, то нем руд но убедиться, что

। ле многочлен гп-ой степени относительно п с ограниченными положи-

тельными коэффициент ами, зависящими от г.

1 сверь из (21) и (25) получим

(26)

1 эк как £ £։, !‘г’(011^1 = /1» "՝° из неравенст ва (20) следует, ч го

(27)



1|;ч- .стпплсних тип» Голузиаа - Крылова

||(Я'1апл։я с - гу и (27). получим

</.։ - В(гг, — fl, 1 + ■ (2S)

где l> - функция 'Эйлера. 'Гак как тп — 3 > .• 1 •

|J2I < А Г'т(п) н(тп - 3, ։ + з ֊ лг) 
----------- (23)

Из (29) следует, что 1ипп_ею Л = 0. Теорема 2 доказана.

Теперь получим интегральное представление без знака предела. Согласно фор- 

муле Карлемана

где F(z) Е //i, 77/£? > 0, |7(/)| = 1, t е Г\ Е, |7(з)| > 1, |2| < ]. уы ми^гм

п пожить 7(г) - сур(у/(г)), <о(г) вместо Е(г) и в представлениях (?) М) вчя, ь
а + 2 1 а + I 1 1

/' равным 3 ֊------------------------ , ֊ ֊ ֊
р 2 р р 2

Теорема 3. Пу-. тъ /(г) Е !'г(о) (0 < р < ос с > -1) или /(г) Е Н- (0 < р <. 2՝

//.1Я любого 74։ дмПСЖССШвО />’ С()пННЧНдй ОКруЖНОСТПП |И — I С ТръШХ ” 7/n .. I. 04

Aicpoii существует функция <p(z) G //'2 такая, что

dl

! 1°° f Г sp(i) ce
/0 Ji: Jo ֊ ——---- da dl dr«04 1 I

> 4 <> 4 - 1 <» + 13 —...... ........ - (0 < p < 2,0 > -!), H =------
, P 2V . P

3 ~ — - — ֊ (0 < p < 2), z - re1*, 0 < r < I, ro > 
P 2

rji - I < 3 < m, a Mo(t,x՝f onvi дсляется «J paacu' inrrn

(2 < p < ос, n > -1)_.
>

1 на9иураль)»пг ч//. jo

Доказательстоо. Гак как ^(~) F //2 С E\, to coi лигно фдрм^л. <ч '
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х’мп“жая обе части чюго равенства на pfj֊^ и используя Лемму I. получим

11 р< ж н вгс| < • покажем. ч I <»

11 месм

( '• и . lacnt » формуле (II)

т> ‘1 ,"•֊ п1 4 J 4 »)
Illi + -i) J ' Г( I + :i) 1(1 ■ „

I I II< pi, (32) c.ie lyci ич (7). (33) и (31).

I'M AC ГП՛ •։ >»։ •’»М ЦоЛУЧИМ. ЧЮ

< ՛! . jariB • ( I 6 )

1г..ргма 3 iciiepi. ( .ic iyi i ич форму.! (30) (32), (35) и (36). Л ифференпированиг

и՛ ՛,! «паком ин । < । рала ч лггь к »цуг । им՛», в г՜илу хороню и чвег i нои i горемi.i а налича 

(см [7], < । р 2 | К).

AiiS I KACI. I ho aim of the present paper is to obtain representations 
of some type for functions from the Djrhashian //p(n)(0 < /» < no. n > I) 
and the Hardy //p(o < /> < 2).
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