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В работе рассматривается задана Винера Хопфа факторизации в вине­
ровской алгебре для матриц функций /-циркулянтного типа в случае, 
когда / - тригонометрический полином. Устанавливается, что факто­
ризацию этих матриц функций можно свести к факторизации рацио­
нальных матриц функций. При некоторых / построена мероморфная 
факторизация. “1* ■' . •

$(). ВВЕДЕНИЕ

Пусть 1Г единичная окружность в комплексной плоскости С, IV винеровская

а.пебра всех функций, разлагающихся в абсолютно сходящиеся ряды Фурье

IV = а : ТГ >

I , единичный оператор. а 5

« = / «и*. На|1и' — /\ 1а*| < °° > > 
с е ж к е 77. )

« •

опера гор сингулярного ин гсгрирования вдоль А .

действующего в пространствах /^(ТГ) и И/ :

(5а)(/) =

Рассмотрим следующие проекторы /*± = 1/2(/ ±5), тг* = Гн Р±1 ”'(тп Е Ж)-

’’’т.п — I - 4- т,п) (га, п с Ж : т < п). Легко видеть, ч то

ОО
7Г»^а)= 

к =гп

где

пк^ Е ^з(ТГ).
к Е Ж « •

Определим следующие классы функций : МЧ = тг + (Н'), 5Г_ тг’ (1’/), М± =



о /-ниркулянтных матршуфункций 4 ;

- |Л'± + *£« г;:е алгебра рациональных функций с полюсами вне ТГ. Уело֊ 

։։иМся в дальнейшем множество п мерных векторов (матриц порядка п х п) с 

'•,леМк.н-1 ами из класса Л обозначать через Ь”(£ахп).

Под факторизацией Винера-Хипфа (или просто факторизацией) матрицы-фупк- 

кии (! £ ։՝ ' х * в винеровской алгебре И/ понимается следующее предел явление :

G(Q = G+(t)A(i)G_(i), ten՝, (О

где С 1Г’1Х". е 1Г2ХП, Л(() = сйаК [(".......Г-) и к, >«։>•••>/։„-

целые числа, называемые частными индексами матрицы-функции 6՝. В случае 

нулевых частных индексов факторизация называется канонической.

Для фактор изусмости матрицы-функции G Е И/пх,‘ необходимо и достаточ­

но. чтобы det G(t) £ 0 всюду на ТГ (см. [I]). Хорошо известно, что в скалярном

случае (п — I) факторы Ь'± могуч՝ быть построены п явном виде посредством 
*

проекторов "Хднако в матричном случае (п > 1) эффективные мет ды фак 

торизаиии извс։ тпы только для частных классов (см. [I], [2]). И՜՝ ,г'элсс глубокие 

результаты в этом направлении получены для рациональных '•атрнп-фунхний 

(см [1] 17]).

Под меро.морфной факторизацией G G 11 пхп в пространстве U оу ч

винима 11, представление

go) = л+(«)л-(0. * g тг, '/՝

1
'яс Л*1 G Л/аХп. Кан извести, представление (1) можно получит из мероморф- 

ной факторизации с помощью конечного числа алгебраических операций (см. [2])- 

!|1«лставлснис (2) будем называть функционально - теоретической факториза- 

4UCÙ матрицы-функции 6՝, если /it1 определены поч ти всюду ' допускаю т ана- 

•1И 1 ическос продолжение, соответственно, в области П ± — • |-1> ‘ ՛•

Н Последние два десятилетия появилось большое количество работ, 

,Це,||‘ЫХ исследованию факторизации матриц-функций вида Здесь
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at E Q С ftnXn, a Qn = //n
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(/,, - единичная матрица), / G 7? Ва>к

ним подклассом этих матриц-функций являются /- циркуляитиыс матриц^

функции :

axf

/ ао
- 1 f 

an-2f

0ап-।\
— 2

ал /

Интерес к этим матрицам-функциям вызван в первую очередь многими

еденными приложениями в математической физике (см., например, [8] [||])

Функционально-теоретическая факторизация матриц-функций вида (3) постро­

ена в работах [8], [12] (п. = 2), [13] (п > 2). В [14] (см. также [9]) предложена

процедура преобразования функционально-'тоорсти ческой (факторизации в фак
I

торизацию Винер-Хопфа. Наибольший прогресс при исследовании этих матриц-

функций достигнут в случае f — дп, д Е 7£. Гак, в работах [15] (п = 2) и [16]

(п > 2) предложены эффективные методы факторизации. /\ в [18] (п = 2) полу-

чены необходимые и достаточные условия канонической факторизации и найде­

ны факторы. Случаи конкретных / рассмотрены в [18] [20]. Гак, например, в

работе [20] (более подробно см. [1]. глава 6, §1), полностью исследован случай 

/ =_ г՜1. Матрицы-функции вида (3) рассмотрены также в [21]. [221 В [23] зада- 

, ча мероморфной факторизации более широкого класса матриц-функций сведена к

последовательному решению нескольких задач Римана на некоторой римановой

I, . р.МИ)СТ и.

В настоящей работе предла! ас гея процедура сведения проблемы фак тори­

зации матрицы-функции к проблеме вида (3) к «факторизации рациональной 

матрицы-функции ( Теоремы 6, 7). В отличие о։ [14], мы избегаем всякого роЛ® 

аппроксимаций. Для частных случаев f построены явные формулу мере »морфной 

факторизации (Теорема 8).

J1. КОММУТАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ

Пусть

»Hj

(zGC\{0), ГП2 < TTlj),



О факторизации /-циркулярных матриц-функций ,7

/(-) 7 11 ;Г и Максимум функции |/| па ТГ достигается ь точке т, =

(-» <; <!.. < ■)• Выберем некоторую ветвь функции голоморфчую в области

I.1 — {г Ч. С \ {0), I еле; г - Р„|'< г).

в частное! и /|/ч непрерывна на множестве 1Г \ {֊«<,}. Мы воспользуемся этой 

специальной четвью в 54.

Кзж О'МУ а — со1 [о։]|=о Е /^(Л) сопоставим матрицу-функцию и?я, опре- 

11.1(1111}'!" ф"рмулсй (3). Ясно, ЧТО оГдО^ = о^О/д ДЛЯ любых (7,6 Е /^(ТГ;. |]уг( |, 

.։ с / к (ЗГ) некоторая банахова алгебра с единицей, содержащая /, с нормой 

11֊|!.»■ 11 ’ ■’>' ։но Убедиться, что Пд(/) ~ {сиа; а Е Лп) ֊ коммутативная банахова 

алгебра с нормой

п — I
1К.Нп = £ ||/Нл/п1КПл, « = со! Ш’Го1 е 4՞.

*=0

, (hicprii «р д/ . .Г1 ।—» (^(«) “ W«) естественным образом определяет

произведение а V* : пб = и»՜1 (u>au;j). Легко видеть, что если с — nb — col (с։-]’?(. .

col b = coi [6.то’

։ n -1
с, = aj6,_J 4-У ^2 aj-6n_j+i. (4)

>=o j=i+i

{)։||։сделенпос таким образом произведение с нормой ||б||л" = |ра||п превращаем 

•1" ։• комм} г.тгивную банахову ал՝сбру с единицей с = col [1,0,. ,0]. Обозна- 

,|и՝։ ну алгебру черс’’ Очевидно, чао и является изометрическим ичомор-

физмпм ajijpftp и йд(/). Условимся также i руппу обратимых элеха.нгов

||1|,»извг.'1ыюй алгебры Н обозн ачать через G В.

( опое । аким иск г*»р ||>упкции а = col [<>î]"=o Ч (.^,(7 ) лиагоцильпук» ячт ри- 

"У-Фумкцию Д„ = diag (А?...... А;„,|, гее

n — I
х; = Ve“«,/17'1, к = 0, Il- 1, £ = cxp(2։ir/n). (5) 

«=0

"'■си. /),, { : л 6 Л"(/)). Введем мат рицы-функции /■' - diag [I,/' ", -.
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Лемма 1. Для любого а Е />^,(/) имеет место следующее равенство :

9 

Доказательство. Учитывая, чгс

/г- ։ - JLr«--*’]?“1

в справедливости этого утверждения можно убедит ься непосредственной провер­

кой.

Следствие 1. Множество собственных значений матрицы wn(l) совпадает с

множеством {AJ(Q}^_J и det соп = П*=о '<՝

Следствие 2. Пусть 1)^ множество всех диагональных матриц-функции ui

/^ХП(ЗГ). Тогда Отображение А • l^(J) »—• Dao,действующее 

по правилу А(а) = Ха является изоморфизмом этих алгебр. Если р Е /1оо> Я —

- diag [po,/'i, с - A ’(/«) = ГОЧГ«]?=1»1| то

Следствие 3. Для того чтобы а Е необходимо и достаю чно, чтобы

(՝ '-пствие 4. Для а Е справедливо равенств о

ехр(о/в) — /'7<схр(А«)А' ’* Т (К)

Ич Следствия 3 вытекает, что In Ап Е /><« как только а Е (/). Следова­

тельно, в силу Следствия 2. мы можем определить о возражение г : ’

/ Д€й.՝| вукнпсс следующим образом : т(п) = та = А՜1 (In Ал). Пусть ти =

Лемма 2. Если а Е то га является логарифмом af и

>х0



() ф-.кгоризации /-иирхулянтных матриц-функций

Доказательство. Из определения та и равенства (6) имеем

^га = ЕЕ 1г.(А„)А’-'

в силу ('jiejri вия 4 получаем, что ехр(^Тв) = Е ЕХаЕ~ /•”’ - о/а, 1 .е. ехр та = 

Таким образом, (9) является следствием (7). Лемма 2 доказана.

T2 ФУНКЦИОНАЛЬНО-ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ

Пусть Z7< — mih(0; - mi), m+ = max(0;-m2). При m+ - гл_ > 1 проекторы

тг< ։7.‘o, vr_ дсйствуюшие на £С(ТГ), определим следующим образом :

t( >1 [TTq ։ э •••> — I ] >

(I + i an- ; Лоа = a — (тг+а 4֊ тг _о),

। к a =. col . В случае ni+ m. , сохраняя определение zr+, будем считать, 

Ч ТО r_ (L = О — 7Г+а И 7Гоя — 0.

Замечание 1. Если ?п+ — т_ >2, то тгоа = col 0,7rm_ + i>m+ai,.... %m_ + i,m + Нг,- 

,;4 -7n- < U r>)« G. Легко видеть, чтют+—m_ = 0эквивалентно m. = nt2 - G 

r.e. f = f(). Аналогично из ni+ — пг_ = I следует, что либо 2 = —l.mj - G.

либо rn2 — 0,7г*| - | ( r.e. f = f֊]1- 1 4- /о или f = fo 4- f\t)-

Теорема 1.7/ля любого aE

П (10)

оказатольст во. Из районе I ва га — и Леммы 2 получаем

из коммутативности мал-рин-Функний

^амечанко 2

)։а»(тг_г„), следует равенство (Ю).

\1 иожич'ели cxp[u/( тт± та )1 в формуле (Ю) допускают непрерывное

"родо 11ЖСПИС

|։?‘С|11ир;||||<»ц

в ТГХ, соотвс’гствснно. Средний множитель авали i имен всюду в 

комплексной плоскости за исключением 0 и оо, которые являв՝ к я

гуп։сс | пенно особыми точками Если средний множитель соединить с правым

||։>-|>"1игся .|>уикиион;и1>.но-теи1>етич«:кая факторизация матрицы-функции ша .
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Записанная в такой форме формула (10) является точным aiiajioi >м Ф<»рму , 

подучс пых ь работах [8], [12], [13]; ЗЙЙИ

Замечали»՛ 3. Пути, a Ç C\Vn(f) Вообще говоря, формула (10) нс явлж :с.( 

факторизацией Винсра-Хопфа маз р։ цы-функции о.’п но двум причин՝м . 1) пря- 

вый и левый крайние множители в (10) нс обязаны принадлежать IV^X’ 

2) сингулярное поведение среднего множителя в гонках 0 и оо.

Следствие 5. Пусть n G СИ п(/)- ^слп га Е И r (/) " 7гсг'1 г= 'по формула (10) 

представ гчет факторизацию Нипсра-.Хопфа матрицы-функции

Паша дальнейшая цель ֊ описание процедуры преобразования предсч пиления 

(10) в факторизацию сиа в пространстве IV . в случат a G IVn(/).

§3. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ДЛЯ т„ е И"‘(/)

Рассмоз рим множество И'”, “ {a G IVn(/) : а(-г1() = с}. Очевидно, что IV" 

является подалгеброй IVn(/) и для a G 1Гг" функции z\J. k ֊ 0.1......п - I

являю:, я непрерывными. Вектор со! [А'’]ЛГ11| G ?/Т' для а £ (М''г\ назовем А- 

чпд( К( о.и и обозначим его через indAn. Из мультипликаiивности Л следуе т, ч то 

Unix«// - indAa 4֊ indA6. В частности, множество

являсня подгруппой 6 И 2Л. Множество рациональных матрин-функний из IV" 
, ». о

<»у нм । .бознача чь через 7? И л и 7?И соответственно.

Теорема 2. Пусть а £ IV’; . Го.-ди га G И’п(/).

Л ок а за I »лье з во. Пусть a — с<>! [u.]"_0J G И л . Поскольку «,(-- л0) = (i, i' —

I 2. ..., л - I, ю из формул (.э) и (б) следует, ч то г՞, i = 0, I, I непрерывна 

на ÎT. В < «ту н'оремы Винта (гм. [2'1]) достаточно доказ: гь, что для каждой 

1՛ чки С П сущее । |>ую1 нек.гг'.рая окрестпог/гь и функция из IV, совпадающая 

с Г, В ЭТОЙ OKjJCC TIIOC I И.

В си-iy icopcMi.i Винера Лизкина (см. [21]), существует G IV приуима- 

ющая значе ния в ссч мен те [(), I], равное нулю в Пл = {z 6 '1Г : \z 4- z.,’ < Л} и 

равное единиц.- вне (Уг4 = (; £ 11' ; Iг + г„| < 2А} .1акоС1 ,ч я|,лме.|<:я п|)> 

делом функций о,, к ֊ 1,2,..., п ֊ I. Положим ֊ col [6M]”=;;, где



() факторизации /-циркулянтиых матриц-функций э!

Ьо,< = 1 4 ^6(а,у - I). Иля малых 6 > 0 ։пал64 = 0, т.е. 64 6 Посколиг 

очевидно, что иь/к'п Е И’, то Ь^[к1п = акщ{к1п ь’Щ т.е. А6/ е IV В силу 

теоремы Винера-Леви 1л Хькл 6 IV, /; = 9,1,..., п - 1 Учитывая, чго 1пА^ = 0. ил 

и8 из равенства (9) получаем, что тк6 С IV. 'Гак как гс = тЬв на ЗГ \ У26 , го т՛^ 

к - О, I,...»п. - 1 локально принадлежат IV для всех г Е ТГ \ {-֊х'т0}.

Исследуем теперь функции г£, к - 9,I в окрестности точки {-«о}

Пусть

• с0 = (1 - v^)(a0 - 1), et = (1 - ^)at,

с= со! [со + l:ci, ...,cn_i], к = 1,2,.... п — 1.

Очевидно, что с совпадает с а на (Л и если 6 достаточно мало, то условие

п — 1 будет выполнено всюд> на ТГ

Пусть а = (оо, j)- мультиипдекс

-W п

Тогда

In 1п(1 + mt
Ст

ш=0 -*л=О

aoiai! Iе»

Учитывая, что

д — П

из равенства (9) получим

0,

при тп = 0 (mod л), 
при m 0 (mod л),

ОО

ОГ0-О1

Последнее равенство означает, что гк Е IV, к - 0, 1,. , л 1 и поскольку гс га

”'1 то Теорема 2 доказана.

п
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§< КОНСТРУКЦИЯ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ

А-1ЛДЕКСОМ . а£

Пусть /;/"(г0) = Ме,г> и

|0 — £о| т = 1,2,...

Легко видеть, что

( Ьп гт)'1е=в= = -М+( 1тл)'

Следовательно, ( 1т )'|$=0О > 0 при некотором т = к.

Введем и(г) = .-уе~*к**+0>(2 + г0)к, (7 > 0) и рк - со! [1,е *и,0,...,

к - 0, 1,п - 1. У читывая, что

։ + го = 2 со» Ц^еЯ’+’.)/2

получим

А£?(с’е) - 1 ~ 2*7 сое1 ■ °Ст^(0), т 0. I,.... п - 1.
«•

Заметим, что

2 ГГ17Г
1т А (7/(е100) = —2*7А/ в1П------ , т — 0. 1,п — I

л

(^"У1в=0= = -2‘1( 1п> 9ь)'|в=„ < о.

Следователь по, существует некоторое а > 0 такое, ч то

1т А!’“(с՛9) т — 1,2,..., п — I,# 0, при |0 - 0О| < а,

при 0о < 0 < 0о 4 и

и

1т А{։°(е։в) > 0, при 0О - а < 0 < 0о.

Лемма 3. Нцппь Ь - соя1 а/2, 7 £ (21777). Тогда хпдхр(} - со1 [1,3,.... 0)‘



о факторизации /-циркулянтыых Матриц֊«! уздсций

Доказательство. При IP — 0О| < ст.имеем

к Ö -Оо
Re аPo/ 

гл кса Re Кл^(0)] > 1-2*7А'/б > О,

Откуда в частности следует, что множество {/?; |0 - 0Р| < л-; Re X*< 9; 

Irr՛ Ag,°(e‘ö) “ 0} пустое при гч > 0 и совпадает с {0о} при m = 0. > читывал 

едение Im Ajj°(e’*) 0 точке 6 _ легко видеть, что ind А?® = 1 M.ind AJ® О, 

т= 1,2, п — 1 • Лемма доказана.

Теорема 3.Пусть -/ 6 (jr^; 3^), X = ‘°1 [Xi]"Jo Е И՞, р - Ро’р*1 • • pjT : 

Тогда indyp—x-

Доказательство. Так кай Afn։ = Ü»՛ * = 0, — 1 при « < • н

А£ - An+m-.. s = 1,2,...,’»֊ i при s > m , то

‘»падре = coi [0,..., 0,1,0,Cj, s = 0,1,..., n — l, 
4—v' 
s раз

откуда в силу мультипликативности А полу .им

• п-i г
ind А" ֊ ind [(A;»)*- ...(AJ-!)**-։1= Yt Хт .nd А?’ = *„ ֊» = 0,1..... -» ֊ I

- L ул —О

Теорема доказана.

Замечание 4. При условии (1т 0дУ1в=«п 0՝ Целое число к в фугкиь д ; хно 

выбрать разным I или 2. В случае (1т д*У|0=0о < 0 получим, что тЛ — - I. 

Приведенная выше конструкция универсальна для всех /. При конкретных / ес 

можно упростить.

Замечание 5. Результаты гпюго параграфа отвечаю! на вопрос, поставленный 

в параграфе 5 работы [14].

§5. одно свойство яи;*0
Н ЭТОМ параграфе мы докажем, что в случае гп+ - о»- > 1 лля любою о 6

< я֊о(И'гп( О) существует некоторое д € гакое, ч го 'т° ? ~ И>сть

Д = {(*,)) 6 7Z? : 1<*<П֊1, ТП- + 1

6= coi [6.]”։0՛ Е тэ(И’"(/)), ■
I
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»п+-։
z bo = 0, bk = ^2 ^/^*» I-= 1,2, ...,rt - 1. - I

« т _ +1 . ■; Ч / .«I%
Сопоставим каждому Ь Е ло(И п(/)) вектор (T\b Ç С1(/ — (п — 1)(тн+ — m_ — 1 )) ;

col [4ml+1

Очевидно, что о՜։ является изоморфизмом линейных пространств яо(1УГ1 (/)), С1.

Предположим, что вС( задана обычная евклидова метрика :

(\ 1/2Е |4‘1)12| • -||
• »

Положим

Р՝ = min[||/||iv, J), р = тах[||/||w, 1], d= col(t + г„,и, ....0] е И'”(У),

и =

Пусть V обозначает множество с ;• dax ։(t/) С IV"o. Определим отображение 

az : U •—♦ V, действующее следующим образом : aj(n) = с + с/а։“։(а).

Лемма 4.Отображения ffj, ег^ являются гомеоморфизмами, содержит V.

Доказательство. Пусть 6 = v.ni [Л,]"_ГП1. В .силу неравенства Гсльдсра

Ц4|к IV
։>угой стороны

-ll/ltë(*.>)€△
И ПОЭТОМУ

Следовательно, сг| является гомеоморфизмом.

Единичная сфера {6 Е п(f)) : ||6||iv* — 1} пространства icq компактна 

Поэюму, непрерывная относительно b функция ||d//||vy» принимает на ней ^|,оС 

минимальное значение v > 0. Учитывая (11), получим ’ 'Ж

ll^liiv- > ^ll^liiv* > ^p'lki^jla,
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Принимая н<- внимание (II) и (12), имеем

1|<Т?(А) п — Wj ։(п) ’Ш!1‘Л г ,Т1 4 - ’ Они с ^|։7

и №

li<T2(u) - *72(/?)1|.д n = jp4O։ ՛(<¥ - /Î)||1V > vp'lla -

Эти неравенства доказывают, что а2 является i омеохввфи <м..,и Пуст։.

е V ', (\ = лг2

Ясно, что

6 = a, '(а) = col [6,]"֊'.;

<1 — с 4՜ db, ио — 1, Ь$ — О, а, =- (€ Ч-

1,2>..., п - 1.

11'1.11 .чуясь (I Р и тем , что n Е 6Г, получим

Ич чюй опенки следует, ч то u։ciAr> = 0. Лемма 1 доказана.

Ра<чмотрим отображение Ф - гт17г,։т<72 (Ф : U »— С')

Лемма 5. Комплексный якобиан ./Ф отобпажения Ф в точке (I i ( ра >

Л<»казат<»льсъпо. Пусть n Е (J. о = col [aj//+J, + ։,а„,\ J . !•

с<։| — о'а(г*). Следовательно

о'/'/

()at

ф(') ф'2)
■. Ti.u- I • 'и,- Г ГК

символ Кропеккера. Пользуясь чем, что

..,п ֊ 1

I —
1 - I

(t)rk-'<n,

• •
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и |Â- — л| < n — 1. получим

Следовательно

*

п — 1.՝„)։> ^2 £у<'-‘> = (/4
р="

а = 0

Лемма 5 доказана.

Теорема 4.

»оДЯИТ.) = >ro(tvn(/)).

Дока гательетво. Из теоремы об обратном отображении и Леммы 5 следует,

что Ф((У) содержи ! открытую окрестность точки О G С1. Гак как в силу 

Леммы 4, Г|,гтк являются гомеоморфизмами, а тгог = ՛, то существует

открытая окрестность нуля /У С МИ ’Ч/)) такая, что Н с тг(|т(Г). Пусть m G Л 

и Г'՜ г {а,а : a G V}. Тогда, поскольку îrnr(am) = тяог(д) и согласно Лемме 4 

г- с W՞» то

я„(1Г‘(Х)) = (J тве ։ror(Ki։ ").
n։f N

<։мепание 6. IcopcMa I означает, что для любого b G 7Г(»(П"‘(/)), сг\Ь = <*«»1 

l6mi +1 , -X/7-i’ 4 i >••••^7-:) существуют тп G А и q - col (ç։J7=(iJ G T^Î’J*, »

ГН+- I

ïo=l, </t = (t-i-го) У՝ 
;=^+> '

i акис. ч го справедливо следующее равенство :

Как при доказагсльстве'Теоремы 2, в силу условия«? G //, левую час гь уравнения

(*)(13) можно разложить в ряд от неизвестных
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Замечание 7. Идея построения рациональных д такого дина принадлежи! 

Дани хило. Им же несколько в иной сид уании было доказано существование таких 

у при п — 2, см. [9].

§0. МЕРОМОРФНАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ МАТРИЦЫ ФУНКЦИИ

В этом параграфе мы построим мсроморфную факторизацию матрицы-функции 

aj/։ в случае, когда а Е ехртго(11 ’'(/)), а функция / удовлетворяет одному из 

следующих трех условий :

т\ - т2 — 0; (14.])

г«1 - т2 = 1, гп։ = 0 (mod п) либо m։ = I (mod н); (1'1.2)

tfi\ — т2 =2, п — 2, mi-----четное . (И.З)

Пуги» Д+ = (Е А . km? 4- jn > 0}, Д_ = {(kJ) 6 A : Ьл։ 4- jn < 0},

Au = А \ (А+ U А_ ).

Лемма G. Иля того, чтобы множество Ац было пустым, необходимо и до ста֊ 

точно, чтобы имело место одно из условий (Ц).

Доказательство. Пусть у — Ж П /п\ — куп2/п)} А* = {(А,.;) £ 2ZZ :

) Ç г/}, к — 1,2,..., n - 1. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться что 
х

Ап = и^~|՛ At и поэтому Ап — 0 тогда и только тогда, когда — 0 Если

— тп2 = (), то очевидно q = 0, к — 1.2,...,n — I. Пусть mt — т2 = 1 и т»; £֊ р 

(mod п), где р — О, I,п — 1. Гог да гп| = п/ 4- р (/ > 0, / Е 27) и при р > 2

Ач_ । — Ж f? ( — 4֊ / 4- —> j —nil 4՜ / 4՜ 1 4՜------ ) — { wïj 4՜ / 4՜ 1} ■/ 0
п п

В случае р ~ I имеем q = 7L> Л ( — kl — к/п\ — kl) ~ 0, к — 1.2, 1 Аналогично.

при /> = 0, ô - Ж П (-Ат/; -kl 4- к^п) = 0. к = 1,2,. ., n - I. Пусть теперь либо 
• * É ri 1

пц ֊ та > 2 , либо т։ - = 2, но и > 2. Тогда-------(m։ - m2) > 1 ч очевидно
п

Àn_ ։ V).

Ос талось рассмотреть случай, koi да п = 2 и Ж| — т2 — 2. Имеем Ар — Ai

и поэтому А<» = 0 тогда и юлько тогда, когда

Чо по возможно лишь при четных т։. Лемма доказана.



58 А. Г. Камалян, В. А. Оганян

Пусть h = col е 7Го(И "(/)) с 6П = О и

т+-1
/>*= £ ta 1,2,..,»-

j= m.+1

Обозначим через € A) вектор col [0, ...,0,6^ 0].

Лемма 7. Пусть b G 7Гп(И'н(/)) и G A_). Тогда

expert) 6 (.WJ- (expe<‘>(5) ë (A/.)’1).

Доказательство. Пусть ехр ер\б) = со| [с,]р_0՛. Тогда

т—0 р=0

Пусть п — к = к\д, где (1 наибольший общий делите л । чисел п и к.

Очевидно, ч то если .$ / 5|г/, л։ 6 25, то

п- 1
Ер(пЛ — ) _ 0 

р = О '

( ледова чельно, в силу (15) для таких я имеем с1 = (1. В случае ч- - ,ч!г/, через 

/и. обозначим наимсныпсе полое мео грина՛! ель нос значение /, для ко'пэрого число 

(5; -- и\1)/к\ полос, а через (Т(, обозначим (51 4- П]1а)/к\. Ле| ко видеть, что для

п
при т = /Гц (med н։)
при остальных шачениях т.

Из (15) получим

Остается заметить, что 1>"6 Ц’+ (ё ||'_ ) при (<֊,;) 6 А* (€ Д-). Лемм»

доказана. ■ :
С

Теорема а.//р< .'/положил, что / уг/оолешпоряет ofbio.nn и./ иг.юонй (1^) и

4е’о(И'"(/)). &±



59О факторизации /-циркулянтных матриц-функций

՝Гогда представление

expuft — exp t'jfc+expuj6

ноля стел мероморфной факторизацией ехред^.

Доказател гво. Из Лемм։ » 6 следует, что До - 0. Следовательно

(*.»€△-

< гкуда следуем (16) Поскольку

ехр(6±) = Д схре^)(/>), 

(*>>)*:△*
ехр(֊6±)= Д expejt)(-6)J 

(*.))€△*

гп (-»гласно Лемме 7 cxp(6-t),ехр(—b±) G (А/±)п. Теорема доказана.

Замечание 8. Если выполняется одно из условий (14), то m+rn_ = 0.

$7. ФАКТОРИЗАЦИОННЫЕ ТЕОРЕМЫ

Прежде, чем доказать основные результаты настоящей работы, введем следу­

ющее понятие. Пусть a G GWn(f) и у = col [vdPsZo - некоторый логарифм 
• »

а ;(-2о) в алгеГрс зп))- Вектор-функ Ц’ю h = ехр7 G П/п(/) (ехр бе­

рется уже в ал! îôpe IVn(/)) назовем 2О՝обратной к а. У тверждение следующей

леммы проверяется непосредственно.

Лемма 8. Пусть a G GWu(f), h - ехр 7 ֊ zo-обратная к а, у = col [7»-j’‘J0l. 

Тогда ah G H՜’“,, ”'±(՜?) £ »

A՜1 = ехр[7г+(֊7)]схр[тго( 7)]схр[тг_(—7)]. (h)

1юлс.< того, h“։ = cxp[ir+(—7)] для rr*_|. = 0. h 1 = схр[тг_(-7)] при m_ — IJ 

/: r/i_) и h՜1 = exp( -7)- C2p[7r,i(7oe — 7)] при m+ni_ < 0.

Теорема G. Пусть - rn. > 2, a G GWn(f), h = exp7 является ZQ-обратнои 

к a, y = cul ь всктор-функ^ии p G удовлетворяют

(л( дующим условиям :

ind\p — — tndxah, — — ло(таЛр “ 7)

Мели — Q+AQ- факторизация рационально?! матрицы-функции
•1

u'p-<ç-։ в пространстве то представление

— expp-u’fTTj (rahp + Tq -- T-)]Q+ AQ- e.Xp[u<(^_(raAp + г7 “ 7)] J®) 



00 А. Г. Камал ян, В. А. Оганхц

яаля՛ тся факторизацией матрицы-функции ш0 в пространстве IV .

Показатель гво. Представление (18) следует из равенства »1 — И 'р ] и

формулы (10), примененной к арЬ и «/, соответственно, и (17). Из Леммы 8 
о

следует, что аЬ Е И ? Гак как щбда/ьр = 0 (т.с. арП Е И "0), то в силу I со емы

2, и гд принадлежат И7’ ’(/). Используя Лемму R, получим

схр[±^(*+(тс/։р ф rq - 7))] G В + ХП> схр[±^(т_(тц/։р 4- гд - 7))] G ИСХП

Теорема доказана.

При m+ - m_ < 1 ситуация сильно упрощается. Учитывая, что тгп(—7) - 0. 

аналогичными рйссулЯенйх.йй Нетрудно убедиться, что справедлива
х I X

Теорема 7.Пусть т+ — гй_ < 1, а ё G3l'n(/), h = exp7 - z»-обратная к а, 

рЕ7£1Г.п и md\p = - tlidxah. Если wp-\ = К.Г\К~ факторизация матрицы- 
• <

функции в пространстве I’/, то

i>i = схр[ы(я+(г<1лр - т))]/<+АА'_ схрр(я_(г„/,р - ?))| (19)

х« I • ‘ , **. _
является (факторизацией мйтрицы-фупкции ша л пространстве И

Замечание 9. Как следус! ИЗ Леммы 8 одна из вскгор-функиий tti( —7) в 

равенствах (18). (19) равна нуЛю.

Замечание 10. ( ущее i нование вск гор-функиий р и г/ с гребусмыми свойствами

обеспечивается Теоремами 3 и -1. " , Я '

I аким )|>разим, 1 сором ы 6 и 7 позволяют с под и-п, фак'горизаник, матрицы- 

функции и?а к факторизации рациональной матрицы-функции. Но применение 

формучы (18) (в •'тличис 01 (19)) затруднено в связи с задачей построения 

век ;ор функции д в явном виде. 1’сзульга гы §6 позволяют в нско'горых случаях 

и юсжа гь зюго. Ьолсе точно, справедлива следующая

Теорема 8, Пр( с)псложим, что > 2, / удоплстбиряет одному аз

усювий (Ц), а Е Г;И’’‘(/); А = схр7 гц-обратная к а, р Е ЯИ ", « - *

— — тйхаб. Тогда 7?

а?л _ <՝:• р!->'(тгн.(т11Лг - 7))]w;... Д + гЧр(ы(я.. (т.,цр - 7))],



о фгг I Оризацми / циркуяиятиых матриц-функций 61

где

•Vj. “ exp tjf

польется мероморфпей факторизацией матрицы-функции л>,։

Доказательство Ич (iG) следует, что

=иЛ_,^р_1 схр[ал>+ТиАр)] схр[и(тгпгйЛр)] exp[cd(л֊_fn7lp)] (21)

Со' лтсно Замечанию 8, одно из чисел и т_ равно нулю. Из ЛеММа 8 следу­

ет, ч 1о т0( ֊7) = 0. Пользуясь равенством (17) и Теоремой 5, получим равенство 

(20) Принадлежность множителей правой части (20) к соответствующим клас- 

ам, с учетом 'Ге орем и 5, проверяется аналогично тому, как это было сделано 

при показатель։: гве Георемы 6. Теорема 8 доказана.

ABSTRACT. In this paper the problem of the Wiciicr-Hopf factorisation 
in t he՝ Wiener algebra of a class of matrix functions of /֊ricculant type 
is considered' in the case f is trigonometric polynomial. It is proved, 
that the factorization of these matrix-functi ns is possible reduce to 
;ln fac torization of rational matrix functions. For some f tnerornoipiiic 
factorization is constructed. •
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