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Пусть Ф.,( ֊1 2 4- ... . многочлены. определяемые по рекуррентной
формуле Фп + 1(г) = гФп(г)-апф;(2), ф0(г) = 1, Ф;(2) - гпФп (1), Где {ап }°° 
удовлетворяют условию |ап| < 1. л — 0. 1.2,.... По известной теореме си­
стема {Фп(г)} ортогональна на единичной окружности г = е’*. 0 < 0 < 2т 
относительно некоторого распределения с/<т(6/). причем <т(#> определя­
ется по системе к.п. единственным образом, если гт(О — 0) = гт(0). В 
работе рассмотрены определенные структуры убывания модулей к.п.. 
при которых оказывается, что функция распределения <т(Ь) абсолют­
но непрерывна и плотность распределения гт'(в) = ^(0) непрерывна или 
удовлетворяет условиям гладкости, выраженным определенным видом 
убывания модуля непрерывности ^(6, тп = 0. 1,....р.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть {аг,}<Т и՛•слсловательное!ь комплексных чисел, удовлетворяющих

условии» 1«г,1 < 1. п — 0.1.2,.... Мы рассмотрим следующие дне системы

мною՝։ленов :

и

Ф.|(2) = I. Фп+|(*) - гФДг) - апф;(г),

Co-'HO-I“*!’)՜'- 

fc=0

rn+i(0)
Ml

л = 0 1.2......

^>1(2) - Ко Ф<1(2),

(Очевидно

1^1 — * 4е (z) — <jPn(0)2n 4՜ ... 4" j — 0, 1,2,...

По теореме Фавара (см. |1). стр. 161 ; [2], етр. 14) первая из них ортогональная 

(ОМ). вторая - ортонормиоонанная (ОНМ) на единичной окружности Г(: я = е:*.
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О < О < 2т) относительно некоторого распределения с1<т(0}. т.е.

1

—- / dff(6 i — ^пт * fl • m ~~ ■ 1 • 2- •••»
’T* / —*'• Jr

Числа {an}^ называют круговыми параметрами (к.п.). функции» а((1} 

функцией ра< пре зеления (Фр) : т.е. эго - неубывающая ограниченная функция 

с ։исчисленным множеством г очгк р»»с г а на интервале [0.2 т]. Множество ПИХ 

i.»чек обозначим Если счи i a i г. гт{0- 0) = <т(0) , н> при условиях кп > (I п - 

= 0. 1,2.... и (2) ф.р определяе тся однозначно по последов» тельное i и к.п. {н„ }։? . 

('no i ношен и я (I i) и (1 ?) на ։ываи • i и реле т пилениями ОМ и Oll М. с...п не гс гневно. 

։1<«Ч1И всю ту (ii.в) сущее i вующую 2тг-перио;гичегк> и • функции» гт'(О) = 

называют пл՛՛ i ч >с i ью распре тсления (п.р.). Если «т(0) а» ’•< < »ли • i н< • непрерывна 

гт|9, t \( \0, 2т)). к» (п.р.) называю! весовой функцией (в.ф.). В э;»»м глучае

OIIM • •»"•»значим {<Л»(Г'*)} К Т ,^fS

Функция (՝ен- 'Р(с) : » ' ' ■. . J3M

Т> 1 i'z) = 7г(/..: с) - ехр !п/ (/')•//
J

■Шределя» ! ( Я I ЛЯ ЛИ'О<.|1 не»» i рипа ТГЛЬВоЙ »|»ункпии суммируемой вмеси՛ Со 

св» ИМ IOI Зрифмом.

I ели / (/) . /(/). то будем писан, 7t(^.z) = Ka(z) Как известно, (см. [1]. 

՛ i р 2») фен к и и я ».,(:) аналитична и •> ■ ли'ша о i нуля в ед ин и ч ном кру» с, (ti .в.) 

в1 сунн г » ну у ri ралиалып.н г раничныс значения

^схр{.'-(лОи.

Hin К - ттДО), п — зс ' 

?(<p;Ö) = arg7rc (e,e) z_- J- / СО1 In ^(t) dt
•iff J ci 2

i ,h BHH ip.j.i понимается в смыле главного значения Коши. Обозначим ло(0) = 

л(<Л,ехр JO] .\ i (ff), где ,\f. (0) харак теристическая <|>>нкг.ия множества £,՝о = 

I
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— {С [П. 2тг). О *ч. (т (0) < эс) С Ьв. Если дли О G [0,2г1 \ А'о считать 

Ti^-.expl^M -- <\ ГО |я(<р;ехр {i0}| - {^(^)) 5 Для всех О G (0,2т).

Если в (h) {аг}(^ заменить ла {-ar, }^, то получим .многочлен и {Фп}. 

ртсгоиальные на I относительно распределения dr(0), где т(0) аналогична <т(0) 

я г (!) - Основные свойства этих многочленов, называемых Oil М второго 
9 

рода, изложены в [3].

Обозначим через Ьа п наилучшсс приближение функции ~м(0) многочленами 

Цп{') пенсии < п в пространстве Л^(Г) :

1/2

UH: 11/1к<м= ֊
I Z7F

1' и 2՝!)) оо«1зпачае1 наилучшсс приближение компл<жснозначнпй функции д{0) 

ригов՛-мет ричгскими многочленами степени < п в пространстве /,2(0 2 т) и

I . h > ■՛•'•՛ .знача«՝ i наилучшсс приближение непрерывной функции h\0) ipnioii«- 

mci рическими многочленами степени < п в пространстве С?». З.ксь обоз на­

пас i пропрял» ■«.. 2л՜ периодических непрерывных функций, определенных на 

ин । ’’риале ( — ос. ос ).

Если и < /п,1 < д(0) < ,\1 п.в. в |0 2л],д(6') 2т периодична и и,-2(<\д) = О(Л°). U <

< о < 1(: (){()} G I.ip(n.2)). где

fir2’
-2(А֊ у) - Slip 11^(0 + Л) ֊ «(У)||2, ||е!*2 “ 1 т՜ / lyU)!4 

l*!|<« I Jo
в

1 будем но записывай, гак ՛ д{0} G £(ш() Л/;о,2). Для Л £ Срг определим

t Л. Л । — max (|Л(0 4֊ г) — ||Л|| - max |Л(У)|. О < 0 < 2.т

Если и;(Л. Л) = 0(6°) , то будем писать /*(0) Е Lipo

1։езуль|дты, п«՛ принадлежащие автору, приведены здесь по следующим

соображениям ; 1) привес ! и их полные доказательства ( Лемма 2.1, [4]) ; Теорема
I

> ֊) привести повое доказательство Теоремы 1.1 из [6]; 3) принести

примеры и дополнения результатов указавших теорем, 
в

И ас । иящая статья примыкает и дополняет работу ангора [3].
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$1 ХАРАКТЕР УБЫВАНИЯ КРУГОВЫХ ПАРАМЕТРОВ И

ГЛАДКОСТЛЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Лемма 1.1. Е A Q0, 2л՜) и U < < ^(6) < М п б. [0.2г], т<в

£п,2(я"о) < ^о,п < з/л7 Еп.2(*о),

Локазито-дьство. Известно (см [I), rip. 26).что

(' другой стороны

г f , II / -\ц 1 .1 / /֊!• •’ X

?( 77, ) - || | 7ГП------------^,։ ) ||2 tic < ------- || I 77(1 - ----- р x/rl|2 - ~ ----- ֊^О.Т, -
* < у/пц, ' к /

Теорема 1.1. Пре Положим что в. ф. ф(0) удоллстлэряст следующим уели- 

ьиям :

чР(ГП/ € А։р(п.2) 0 < то < ^(0) < Л/ п ь я|0,2-].

где/) < о <• i, in целое ; длл rn = U считаем о > I /2. Тогда

Локазат<и։ытво. Известно (см. (7j, сзр. 306). что

Еп.2(/) <
3

пп*

Из (1.2) при f = ip ц условия (11) следует, что

п^՛"

n = i

E'n.jfs?) < ос.

lor. л (см. [7], стр.317) у?(0) совпадает п.в. с функцией <ро(0), имеющей абсолютно 

непрерывную производную <р՝"'՜ н(0) и Е £2(0,2тг).
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Мы игноль։\' \| следующий результат Конющкова (см 

7

[8], Теорема 11.1) : из

условия

сю

(I -3)

следуем сходимость ряда

по
Е",|Сп(Л1‘’ < ПО, с„(/) = Ол(/) + ^„(/), 

л = 1

ЫС {сп(/)}™ коэффициенты Фурье функции /(0).

Полагая в (1.3) р = 2 В = 1 и применяя (1.2), получим

ОО
</(?, 1;2) < С, у2п',-(’+т+п>. 

л = |

(1.4)

(1.3-)

1. Пусть т — 1, у = а. Из (1.3) и (1.4) при в = 1 получим

СО
./(», 1;2) < оо, V п°|сп(<р)| < сю. 

л=г -

Следовательно
ОО » • 

/£п = 52= °(г՜՞)- 
к~п

Мы используем следующую теорему Лоренца (см. [9], стр. 209) , утверждающую, 

что ич /|*.п = Г>(п °), следует, что <р(0) Е 1лро, т.е.

о;(6 <р) = 0(6°), р(0)<М. * • (1.5)

'Гак как <р(0) > т(| > 0, то

11п ։/| — 1п уз| < — |з/1 — 1/г| (у\, У2 > то > 0) 
т(

и следовательно

ф(0) = 1п <р(0) е Ыр»: и>(^ Ф) = О (6а). (1.6)
• ж

По теореме Привалова Ф(0) € (лра, т.е.

и(бу) = О(6а). (1.7)
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В силу определения функции Сеге и (1.5), (1.6), имеем

Но

М*) = схр (ч(0) + ։Ф(0)) >, тг)(0) € С2я, |*о(0) < —!
(18)

Поэтому

1*1 - 22| < |1п2! - 1п22| 1г.эх{|21|,|22|}.

ко(0 + ^) - *о(0)| < {'!'(& + Л) - Ф(0)| + |Ф(0 + Л) - ф(0)|} .

Применяя (1.6) и (17), получим

ы(6, я0) = 0(6“). (1.9)

Легко видеть, что

|ДФ'| < т„ 1 |у/{0 + Л) - р'{0)| + гп-’^О)! |(₽(0 4- Л) - р(0)|.

Поэгому

^2(6,Ф') < 4- П1о2||у?/[|2^(А,^).

Так как т = 1, и2(6,<р') ֊ 69(6°), то ||р'||2 < оо.

Применяя (1.5) и (1.10), получим

«2(6,Ф') = О(6“) (||Ф'||2< Л/,).

(1Ю)

По теореме М.Ригса

У2(6, Ф') = 0(6“) (||Ф'||2 < Л/2). (1.12)

Так как

<(е‘^)» = яп(е,в) < ֊- Ф'(б») 4֊ ^^'(0) = 7г(с’е).Л^)։ (113)

то применяя (1.11) и (1.12), получим

1МЬ<^{||*'Ц2 + ||Ф'||г}< ֊—(.V, + Л/2). (1.11)
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По

9

- -|$г. Q) (0 + Л){дф' + >ДФ'} - Дто(0). (1.15)

Объединяя (1.8) (1.15), имеем

си2(6,7г') = ()(6п).

2. Пусть т ֊ 2, 7 = 1 + а. Теперь р'(0) ~ у?'о (0) £ АС(0,2тг), ||^11 < Л/4, 

следовательно (0) € АС(0,2%), си(6, ^(1) = 0(й). Из (1.3’) следует, что 7(1 + 

+а-, 1;2) < оо и 5՛ пл + ‘ |с„(у?)( < оо. Ч ак как ап(у?') - -п/?п(^), 0П(</) = лоф), 

то |сп(<//)| = п |сГ4(<у5)| и V пп |сп(9?')| < оо. Применяя теорему Лоренца, получим

(0) Е Про :

. и;(Л,/) =: О՝(«я), и>(6,^) = 0(6), |/| < Мя. (1.16)

По теореме Привалова и неравенству для логарифмов о/(6, Ф) = 0(6), Ф) = 

= О(61н |). По и ому из (1.16) следует, что

^{6,^) = 0(6°). (1.17)

Следующие неравенства очевидны

ф') < ||ДФ'||2 < ||ДФ'|| < {il/lliA/ll + 11/11 IIAv’IK "»о2 -■

||Ф'||2 < Л/5. (1.18)

По теореме М. Рисса

W։(<+') = (7(«“) (П*1Ь <ЛМ- ՛ (*19)

В силу (1.13)

П’г'11։<֊11’о||{*'11։ + 11*1|}<2^(м‘ + лО-

П силу (1.15), (1.17) -(1.19) имеем

W։(«,/) = O(4e). (1 20)



'0 = «V (о) „/ + „JV(V + fl)fi + ßV (o),!?. 4֊ ,/V(•/ + e),«Z + /V,/ + ,/v

КОЗНИ Հ՝= Ul Kl,'IC

'(,/ ‘V)z”,:.7 > (Л‘9)гл ‘։l!,/vll£j + £!l/vll\9>£||,ßvll

Լ -<«•>!*<MI о = »V (fl) ,1 + ,/v(v + 0)B

L/V/ + ,«v(¥ + n){ и II = (՛/ + fl),/(v + <№ - (v + O)J{'I + o)fi ‘0 - (»),/(e)« 

|+ (o) f (o) )ß кожи I = ui Kl.'jf 'чП11ин.1Ьо ui.i. и = ui и<1|| 'otixo'iUMj.iitiixolf 

I •tuvvvtiunovj /JH Iih jiii ituvpvvyu (u)J/\ - (0) ß vp.'uj । > и > n

r(7,‘uHr/ В (в) (,u)f »' (^7, ՕԽ Э (օ)(|-ա)/ (o) f > "տ > 0 чиийц ՝z՝\ uww >ff 

I I I »•> I ini I J'll.M I |\И1|.<1 < III

II Ai\K3|f KK.n.)KM(i|| о = (^)?՜’յ/ u.auxh ‘(г,՜ I ) л’-и> 4 '7, < 111 ”1՚1 V

-ВИ Kirv (7, ‘чэ)<||/| Э <»։ ь JMIINGhIh КК(1о|.1Н>}|

|=U
I wl!'l э (o)(l_rf)t* и TC > |((1_ժ)ժ)'Ն|ս» 2^
I

К. ,Հ он .i.\) |.։?н< iifui.-j

l = u
1(^)“Jll-rfu = l(|-d/)U3l °" ‘°0 > O*)“3!-.!+<>" 2K

H I - oo

iVHhÄiron ‘o 4֊ I - (l = Լ (I - Ui к։?.1И1Г«)|| (շ 1«)ф | 3

Э (*lh ‘КИН.)];WAJJKcl .1И11Ж.)(111 и ИМ1131Ю □rnniaiiÄirOlJ КВНЭ1\И(1|]

К, V (fl) „Y + (fl) VV((,|,),J)"« + (fl),YV(։.’)> + ('/ + ö),v(,.3)>vl = l(e.');?l

Л* ко I.СО 11

• (fl) ,Л(,.')11^ + (ö),y(9.3)'^ = (,?)>-

(l?.l)

kmi.Xi-oii‘(|Հ, |) (9Г1) кк11и1'.>чо()

՛ {ll^vllj/v/v?. + ll,-'x !lK/V7. + £ll„<*llll<Avlll/vz+

+ll*vll'll„<Ail։/v + ։!l„*vll։;/v} V> > ‘lluOVll

‘ll/VÜ/V?. > llj/vll ՝ ,_[('/ + fl)։c՝(»)|:5‘i '(öb./iZ/C +

Ն (fl) + (fl) °1 (fl) „rt^V+'(fl) г2'(fl) u?-J V ■* (’/+ fl)rt(ö)։e',/'֊՜)

I MBh ив I

MHMDHMiroj LT g 01
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11/’!1։~О(1), ii/"!u =<>(1)

Следуя эд им путем, докажем лемму для любого т > 2.

Теорема \.2.Пусть 69>п - 0 < о <. 1, гл > (). Ллл /л - О

предположим а > 1/2. Тогда 

9
■О») € 46(0,2*), ^"*>(0)5 /,.р(о.2).

Доказательство. Известно (см. [I]. стр. 230), что

Полагая — а*, получим Ап - О п-<т+я ^Л. Следовательно, < до и

пч ному (т(0) t г\С(0,2т), 0 < у>(0) G С?, (0 < шг < ^(0) < Л/), %(г) непрерывна

при {г| < 1 и |тг(е։*)| > Л/՜*/2 (см. [2], стр. 167). В силу Леммы 1.1

Гак как (см. |7|, стр. 317) при / (0) С А?(0, 2тг)

го заменяя / на тг и применяя (1 °2), заключаем. чти для < Ь < - 

^?(Л. 7г’"՝) - Г7(6°). По Лемме 1.2 имее... также ы?(Ь, ^(,п)) = 0(Ла), где 

»/(г") =. л՜ ՝(.”՛). Пусть 7’п(<-10 </) тригонометрический многочлен наилуч- 

пк.то приближения функции у и метрике пространства Л2(0,2х). ОСозна ыя 

~ 0?п(е‘<>). получим

А’г„ ;(v') < II? ֊ <Л,. „։ = II Ы2 ֊ |7՝r. I’lla <

■ < llslhllf ֊ /’nil + ЦТ,.||2||у - тп|| = ор;„.ау)}.

1՛ к как A.՝2„+i.2(s'>) < ^гп ?(?). » силу (1-23) и (1.22) имеем j?(,"i((?) 6 Lip(<>,2).

Лемма 1.3. Ifi/<՝inb tin = dtr 4 2гд6(2 — £). '՝de fi > 0, 2 ~ с1'’, £ = е*'. b(z — £) =

• /)). Ofio r.ia tna чере? {у։.,п(к))(Г coorniirmi |п«|)Н>щи>- OHM, амггм

(1.2-1)
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ка,г,(О = ^o,n(X։C)-

В частности, полагая z ~ 0, получим

а • ,п
1 )'г <7,П (С)

+ ''՜ 1 +яЯа,л(С)

Доказательство. Известно (см. [1], стр. 11) , что

( । г?’ I / |
К-^„) = min — / |Р(з)|га<г + р|Р(<;)|2^ , degP = п, Р(г0) = I. (|.26) 

4 7» Jq )

Соответствующим экстремальным многочленом иуде j

п
Р{2,2()) = (iypaл(*) = A\,n(z, -?o)K'n(zo). (1.27)

v=0

В силу (1.26) имеем * J

{n n n n 4
J 1^1 + В v (C) dv<po kyCj), У dvpOtlr(Z(i) ~ 1 ? ,

*=0 t=u p=0 v=0 )
(I -2»)

I до ' • 5
п Ш q

^o,n(2>C) — У2 ^a.c (<» )• 
k=n ■

5 с.чония минимума запишутся следующим образом :

n
dt- + У d^o Д() - Х^а t(z,i) = 0, к = (J, I,..., л. (1.29)

^=о

S множим обе части (1.29) на dt и суммируя их, Получим

А=К.-.Лго). (1.30)

В силу (I 27), (1.29) и (1.30) и месм 

в
АЛ'(гп)?Л(^-р^.к(С)/<..„К,2п)А -,1(г11). . (1.31)

Умножля ог։с части (1.31) па и гуммируя их, получим

■■= А-..,։(;,֊Р),4՛_ дК,,п(.’,с)к;'(г„)к,,п((;,го). (1.32)
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Пол ж а я г(, = 0 и учи ։ ывая, что (см. [1], стр. И)

^<лп(г,0) ֊ ^.«^„(г), А\,п(2.0) Т-. к»,,,(*).

получим из равенства (1.32)

■ (1.зз)'Ч.П

Полагая г — ( в (1.33), найдем п(<). подставляя которое в (1.33), подучим

(121) . Положим теперь г = 0 в (1.2-1). Тогда

(медова ।<Mi.no

I + А\п(С)
I 4 ^п֊|(() (1.35)

Применяя гоп ж ՝ подход к мерс

получим следующую версию (1-24)

Л- (СО 
1 +1‘ к„.п (<*)

(1.21-)

Полагая г — О. получим

л ,п
2 (1.34")2

Докажем теперь (1.25). В силу (!.21) имеем

^(С) =

о ,л
<х0

— ^гт.п ^<г,п (С) •

у;.„(0
'■ /< ^чг,п(С)
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И*՝ ” 4« я него соотношения следует (1.25). Формула, аналогичная (1.24) только 

для мн«’« <лена была впервые получена Я. Л. Геронимусом .\p.vj им

ме т-эдом « см 101). ,։ «а *ЯЙ* Я

Сл» дствио 1.1. Если адп —* 0(п —> ось то

a) utf>n — о։.п| —» 0 (л —» ос).

Доказательство. Известно (см. [11]), что

1 ак как лп ,։ — ՛1 *՛)* — Ф*.п+’(0) и К9։п (С, (fo) — тсО1П *<Ра,п (Си)» в силу 

(1.37), получим
^*.n(G։) ^.п41 (&)

а

Далее, имеем (см. [11], стр. 56)

«)1<(1 + 1С1)'Д.„(С)| (KI < о.

С.и юватс.и՝но. леп — а1>п| —*0(77 —« эо). Второе утверждение Следствия 1.1

лелуез из ссчп ношения (1.31). Заметим, что мы имеем тот л<е результат в

случае, к*»։ ia

т

<<‘։ = ։йг + 22/'*ф-С*), <* = *"*, с = ei(.
k=\

Cl Для z e i \ {<1,G,...,<TO} имеем lim^oo -*'*■?! = 1, Ы = 1.

Пример 1. Uyc j i, J.t = dO. ds = da + 2n6(z - <0), <„ = 1 (t0 - (J). p - j ։ d - 2ir. 

Тогда

Круювыми параметрами c>v. vr

,1։П Л.„(г) = »,(») - 1.
чг«Гг,(1)* и-ви 1H<«. <r«n(l) — 0, т.е. равномерное a< импточ ичегкое

пр. дс: аглгние bin 
fl ֊ « -К л,(('<') на Г нс выиолняеггя. Отметим, что

уел» «вис Сс гг < 'х имеет М*'С i G.
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•• - «» *» *^» * • * о » ■֊֊^^^!_^»м__м֊__- -_ - - - — - _

Определи* гпответгтвующую плотность распределения МО) для ОНМ второго 

рода {^т nt֊/}? , т> (0) = Ф (0). Круговыми параметрами будут ат п =г-------— и
• ' п 4- 2

п.в имеем (см. [3])

С(, = 2. ^) = 1, £,(0) = -соЦ, Ф(9) = ^_f^_ = |e«_i|2.

Пример 2. Пусть тп = 2, =. —(2 = 1, dcr = d9t pj = >2 = 1. 6 этом случае

*<7,П — I И 

если п четное

О,-если п нечетное

если п четное

если «нечетное.

Для плотности распределения имеем

со = 3,
9 \0) = 1, р, (0) = - cot ֊ 4 tan |։ 

А А

Ф (0) - с2д W) sin2 9
4 — 3sin2 О

Замшим, что р [)2] для в.ф. р(0) = (sir. |)4 1 (cos |) 71,72 >

получены следующие значения для к.п.

71 +(~iyi + 1T2 
! 11’71 + 72 + ^ + 1

п - 0,1,2....

При 7j — ;1,72 = Q эти значений совпадают с найденными в примере 1.

'Теорема 13. 1) Если

(1..Э6)

то

о) п в. на [0,2г1 имеет место поточе^кая ограниченность ОНМ первого и

второго рода : |с?п1П(с‘^)|. |Ф<г,п(с։в)| < Со = Со(^),

Ь) утверждение ‘гиб.” нель.п заменить на “всюду".
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2) Если 6С ., = О (п"Н+,>) , > £ > 0. тпо <г(О) £ ЛСТ0,2?г), л.р.

м-прЧ»Ыбно и строго положительна, а-^(6,уо) = О(6։).

Локалагелытво. Докажем сначала утверждение а). Известно следующее ։•

вепс(во :

(1.37)

Оно является усилением соответствующего неравенства Я.Л.Геронимуса (см.

Т. с гр. 81) и может быть найдено в [13] или [14]. Мы приведем здесь новое

л качыельезво неравенства (1.37). Мы используем неравенство (см. [1],стр. 81)

(1.38)

1акже как и

|Рп(гге“)| < |Рп(пе'в)| , 0 < Г] < г2 < 1, п > 2. (1.39)

|пказанн<1с I.. А. Рахмановым в [15], гдсРп(х) - произвольный млогочлгн степени 

»/. нули которою {Ст}? лежат в области |С| > 1.

||ма։.’.я г2г'6 _ г, _ рп - 1 - 1 ։ г2 = 1 в (1.39), получим 
■ ? |

1Л.(г)| < |Р(/>„г)| ) < ч/2?|Рп(р„г)|. (1.39')
\ п — 1 / '

''' «՝"">'՝' (1.39) к г--„ п(г). Положим г?» = р,,:, г - \рп2\ < Рп. В силу

• >4} и (1.39'). получим

(1.40)

Из }г.ювия (1.36) следует, что 1пгт'(0) £ Ь(0,2тг), поэтому во всех точках, где

ав.1я- |ся производной своего неопределенного интеграла, имеем

Шп |5гД/,„с"։)| = |^(е'«)| =

։<|<> и |оказывас| утверждение а

Гм локачательс гва Ь՝! рассмотрим следующий
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Пример 3. Пусть

а.л(е) = — {1п(*- + 2)} , 0<е< 1, <• = 0.1.2......

и соответствующее ОН М Им֊ ֊к {ао<1(«•));*' Е I2 Действительно

к=п-2
п п пп

Обозначим
О

НмЮГ
И меём

1 — 9

Ь=0

для соответствующих ОНМ имеем ( см. [2], стр.

165 - 166)

ОО

Таким образом, утверждение “л.в.՛՝ существенно.

Утверждение а) Теоремы 1.3 можно доказать проще, если воспользоваться еле- 

дующей теоремой Радемахера и Меньшова.

Теорема (см. [16], стр. 190; [17], стр. 87)./7уггнь {^п(х)},7. нал орто-

нормированная система функций Если V с[’ 1п2 к < ос, то ортогональный ряд 

2_с^^к(^) сходится почти всюду. 
R 1

В [17] и [18] указанная теорема доказана для вещественнозначных ортонорм иро- 

ванных систем. Ес доказательство весьма сложцо, чего нельзя сказать о нора- 

венстве (1.37).

Наши рассуждения в случае а) не выходят за рамки обшей теории ор гогональных

многочленов на единичной окружности.

Выведем теперь утверждение а) из теоремы Радемахера - Меньшова. При- 

меним преобразование ,\беля (см. [17], стр. 78)



где {ui} {ut} - действительные числа и 7 v, < 00. Положим и*, =• |^*(0)|2» m —

= O.u> - In5.* (* = 1,2,...). В силу условия £t,=n (<р«(0)| = О(1/п), последнее

слагаемое, в (*) стремится к нулю, предпоследнее слагаемое равно нулю при всех

л. Так как ик - ia-i = (Infc - 1п(* - i)) (in к + Jn(fr - 1)) = O(lnc/fc), то

ОО
J^|^(0)|2ln2A- < ос.. 
к=1

Полагая сп = у?п(0), где {у?п(2))о° “ OHM на Г и применяя теорему Радемахера

-Меньшова, получим, что ряд сходится п.в. на Г. Так как

п
/^’(е1*) = y?^*(0)^*(eW), *0 < «« < К,

* = 0 «.՝•. . • гt
* • * • •

то п.в. на Г имеем поточечную ограниченность ОНМ.

Докажем теперь утверждение 2). Известно (см. [1], стр. 169), что

Следовательно, <г(0) Е АС(0.2т), 0 < а'(0) = (9) $ C(0,2ir) и система ОНМ 

равномерно ограничена (см. [I], р. 167). Применяя неравенство (см. [3]

, 1 с,6 А л С|»Д ։ „ ,
"(-•*) $ ~ Д,Л<М-/4) —X" < С1»,։ >

»=0

получим ^(S,<fi) = 0(f), -L < 6 < 1. Теорема 1.3 доказана. 
• •

/ ’ *' * . * • '* ♦ • 1 -1*1 | ‘ • \ V *

Прямер 4. Согласно условию (1.36), п.р. может иметь нули.

Рассмотрим в.ф. ф(в) = _ Ip, ds = d0 Имеем _ ± 6
. ' • > 1 О • -г*п *+* J

О(п՜4/2). ’ ՛՛ . <-jj

■

При тер о. Согласно условию (1.36) ф.р. может иметь точки разрыва.

Рассмотрим функцию распределения ds, = ds + 2тг/>(z - <0), = с։‘°
« • , ՛ • .*■** • а kF • * л« » « • • ՛ • • • *

^<0i4"C<io<#2—£< 2тг. Имеем
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Известно (см. [1], стр. 54, 56), что если а(0') - <г(0") > тп^О1 - 0"), а < 0' < ” 
—• • • *

< 9" л '"о > 0 , то Ко,п (0) < С|э(п + I), 0 Е £г(а,11) = а + е,в — е]. Ьсли 

<т(0) Е АС(0,2։г) и ^>(0) < М, то К„.„(9) > С20(п + 1), 0 Е 5,(о։/3). в нашем 

случае [о,3] = [0|,<У и К. „(«) ~ л, I С £Д0,.02). Гак как <й՜ = V (0) М и 

<■'{0) е цо,,ог). тоУ(а,¥>) = 0(6) и ՛■_’-՛

Нт Нт |Ф,.п(с‘в)|5 = ф՜1 (0),
П —ОО ’ И—.ОО ՝ '

равномерно для 0 Е ^(^1,^2) (см. [16]). Слсдоваic.ii.ho, Ф,.п(е'*)| = 0(1). 0 6 

^е(^Ь^)- ПОЭТОМУ

I 1^1 ||^2։ А к ։ ^'22 Г’
1/1л,п| “Г , л։։,п 3 п + 7= '■-2Л“7=-в у/п у/п

Таким образом, ф.р. #| (0) имеет точку разрыва яри 0 = !0 и обращается в нуль
при 0 = 0 и Л41 п = О ( —/=]■

\ V / е

Пример б. Нус г’.

,п

а'(1) = ^(1) = К(1) П 1«''։ ֊ е։'։֊|27“ = Л(։)7(<), (1.11)
|/=1

। и՛ 7(0՛ обобщенный якобиев вес и /»(/.) Е 1.(п1(),7\/; 2). Тогда

Лля случая 7] = ... = 7„, = 0 это неравенство было доказано Я. Л. 1'сронимусом 

(см. [I], счр. 48). Докажем (1.12) в общем случае. Имеем

Г I Г2’ 4- ’ 1«г(з; р) = схр < ֊—- / 1 1п (/*(07(0) с//> = тг(г,Л) л-(г,7). (113)
I 4л՜ ,/0 е։(Г — 2 )



П.в в ;’1.2тг| -меем к(е,в,А)| < 7Г(֊;Л) € Н2. Следовательно

т(з; Л) < С25, |г| < 1. (1-16)

Оценка (1.12) теперь следует из (1.37), (1.41) - (М5) и из того, что при (1.41) 

им. < V „ =: () (п“!/2). Последнее утверждение было доказано в [19) (Теорема 4)

при условии, „ > 0 при всех р = 1,2,..., гп. Здесь мы докажем

эю утверждение в случае, когда некоторые из {7р}™ отрицательные числа

Предположим, ч го % < 0, и — 1,2 тп > к. Положим

А(0) = 1(0) П к” 
= I

е^|2,

где
ГП 

7(0) = П 
р = 1

|2зI (1.47)

Очевидно, все показатели функции А (9) будут положи тельными. Имеем

■ в

р=1 V- 1 I/ %

<)чсвидно

л .
7г(?; г) = 7г(А; г) £|(1 - ге՜'**).

</=1
(1 -481

М?) < Пк(7;е'*) - ^„(е'в))\/7(0)!|2. (1 ■19)

И.՛ 1 ь _ д. (А; г) многочлен степени < п — гп, для которого

ЛП_,(А) = ИМА;С’9) - £п_к(А;е։*)]х/А70)||?.

Подггавляя 
к

(2„(г)= П (1 (?п_*(А;г)
«/=1

В (1.19) и применяя (1.50), получим

к
«п(7) < II П (е” - С՛’֊) НА; г) - ^„_։(А; ;)) Л||2 < 

1/=1
< 2*П ИА; г) - г)] ^||2 < 2*б„_։(А).

и
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В силу Леммы 4 из [19] следует, что М?) = О (л՜1''2

Теорема 1.4. Пусть к п. удовлетворяет одному из двух условии
Q 1

1) W < > а, П = 0, 1,...

при о = 1: <т(4֊0) - <т(—0) = 2тг/в а1 (9) =

2) {։1Г1)7° естественные иап> —, п 
2п

Гогда в случае 1) имеем (г (9) Е ГД0,2т) и я 

~(9^ 0) (см [10])

случае 2) <т (9) имеет точку разрыва

при 9 = 0.

Доказательство. 1) По известному неравенству (см. [1], стр. 167)

1к,л(4 + 1)...(л + п֊1)=а^,следовательно

W«)l’ >
1 Г(0 - о -4- п) Г(/3 + о) 

у/(\} Г(/3 + а + п) Г(Х? 4֊ о) ՛
(1.50)

Известно (см. [20 .л р.62), что

Полагая а а, b = в 4- а. г = п в (1.51) и учитывая (1.50), для

получим

(1.51)

[0,2ir],

К„ (9) = lim Коп (9) = > п —»ос '

□о
= ОО.

Так как (см. [10]) сг(О 4- 0) — <т(9 - 0) = 1 (9), то (т (9) Е С(0, 2т).

Доказательство 2). Имеем

jj I 1 - akz 
t=o ՝

1 • •• I

п

Поэ I ому

п

п —

k=0

। - |g*l 
। + |g*l

da (0).
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À=U

силу (1.5'1) имеем

а к как

À=()

Ո — I

и

։ - l"*l

1 т խ*| > 2խ*| ('<Կ I < , Ä’ = II, I,

1 ք՜-Hi {»/,.(:))?
• է ՚ Ц

СИСЧ՛՛ ,;i ()||\1 ! lopof.i puj;i (лЛЯ ЭЧ ИХ МПО|г)ЧЛС1)ОВ Кру I О1Ч1ИМИ

парам»՛ i рами • <y;iv ч 1ч И(’Х< > 1 -А И 5 г- 1ЖЛГГ I вл (ем. [ 1 ]. Г I р. I б)

л'(-) + ։.'п(г)

и IU 1141 'Г I Вешки- I И к.Г!., имеем

en

применяя (I.5G) и (1.57), получим

В силу вчаимнос i и Oli \! И { Լ ։О.»« (*)}<?, получим
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для (tb.n > W- Поэтому

ь*, «-1 = 0.

Для определения сходимости ряда У" и* применим признак РааЗе. Обозначим 

!{п = n[un /un+i - 1], имеем ип/un+i = exp [2(лп - sn_!)] = ехр(2ап) и Rn -

_ п[ехр(2ап) - I]. Если R.n > 1,то ряд сходится. Так как

схр(2ап) — 1 = 2ап + > 2dn,

io 7^ > 2an > I, и Кп (1) < ос, поэтому 0 = 0- точка разрыва непрерывности 

а(0), гак как сг(0 + 0) — «т(0 - 0) = 2ттЛ'<7Д (0).

$2. ХАРАКТЕР УБЫВАНИЯ КРУГОВЫХ ПАРАМЕТРОВ

И АБСОЛЮТНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Теорема 2.1. Пусть числовая последовательность удовлетворяет еле

дующим условиям :

и

(2.1)

Тогда ф.р. сг (0) £ .461(0, 2л՜).

Доказательство. Известно (см. [1], стр. 165), чзч>

п — 1

Поскольку In (1 — !«*!) >

п (*_ i°*d • 
4=0

0 < о < 2тг. (2.2)!Ф„(е։<)| > мп
1

ы
1 - а

(2.3)
t—О

Выберем т так, чтобы
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О1 ласно (2 3) имеем

(2.4)

Но

Применяя (2.4), получим

где т<< нс зависит от п и 0.

Известно (см. [1], стр. 33). что

,2ж 30 '՜* уКЙЯ
/ ;ф„(е'’)|3г/а, (0) >С„У 1-ъ!2, (2.6)

■>° *=՛■ ■՛ ՝ т

где т1 (0) сумма функции скачков и сингулярной комиинен । ы фр. ^(0). При­

меняя (2.5) и (2.6), получим

3 ак как

то

читывал (2.1), получим ^о-։ (0) = о и, слсл«»вачт;н.н<>, гг (0) е АС(0,2л՜).
г՝



Кругоаьк* параме тры, функция распред» .V ния ... 25

Частные случаи.

1. Пусть Л4 = ։, * = о, 1,.... тогда Л» = А, = < + 1, £*=и д-1 ֊

и

’)п»т случай »первые был рассмотрен в [21] и затем лруг им методом в [3].

2. Пусть Л* = -—-, горда при k > > 1 имеем
1п к

1п{*(^)*}

lnHn(Àr - I)՜

Поэтому

Xt > —[lntln(t — 1)Г*. 
I — а

II..

2 in՜ п

и чвачи ।

(Л

1 ՝.՛!< ь о»а п льни \ • л< »ние (2.1) выполняется.

Заметим, что Теорема 2 1 и частный случай 2 изложены в [5]. Гэм доказа-

■|с;|ьс г во Теоремы 2.1 основано на первом метоле из [3]. .3 [1], стр. 167 доказано» 

•по если £ |яп| < сю, то (т(0) € ЛС(0, 2т), Ла ֊ ^>(0) ЛО и вес ^(0) стрпю по­

ложи гелен и непрерывен на [О,2тг;. Это условие отлич ится от нашего условия 

— П!®п|2 < оо- Действительно, полагая
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ПОЛ V чи м

= СЮ,

Наоборот, полагая

если n — m2v, ^ > 1, m = 1,2,... 

если n / m2v

пол; ним £2 ап < оо, в то время как 52 па[ — оо.

Рассмотрим теперь пример, иллюстрирующий частный случай 2 Теоремы 2.1.

Пусть

= [(п + 2)(1п(п + 2))е] ' ,

тогда 52Г=! пап = оо, 52 ап = сю, и

ОО °° г ï< 2 |(п + 2) [1п(п + 2)]'+/J < оо,
п=2

<т(0) е лс(о,27т).

В заключение автор хотел бы выразить свою ô.naj од арность рецензенту за сю 

замечания.

ABSTRACT. Lot 4>n(z) — zn 4֊ ... be the system of polynomials, satisfying 
the recurrence formula 4>n+1 (z) — z4»ri(z) - 4>’(z), ^(z) — 1, 4>’(z) = (7)1
where the reflection coefficients (an)JJ° satisfy the condition |an| < 1. n = 
0, 1,2,.... As is well known, the system {<l>n(z)) is orthogonal on the unit 
circle with respect to some finite positive Borel measure a(0 — 0) — 
— <r(0), which is uniquely determined up to a positive constant factor. It 
turns out. that under some decreasing conditions on measure fr{0) is abso­
lu* --’v continuous and the weight function (ï'(O') = <p(0) is continuous and 

s some smoothness conditions. These conditions can be expressed 
in terms of moduli of continuity u»(6, rn — 0, l,...,p.
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