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В работе доказаны
теоремы об асимптотике вероятности Р {вир։еТ Х(() > и)։'и _ Метод 
исследования - т.н “Метод двойной суммы”.

ВВЕДЕНИЕ

Одной из первых работ, посвященных нахождению точкой асимптотики 

вероятности Р {зир<е~ %(/) > и), и -♦ оо была статья [1] В ней был 

предложен эффективный метод исследования указанной вероятности для 

гауссовского стационарного процесса Х(<), / С [0,1] с правильно меня­

ющейся в нуле ковариационной функцией Развитие данной метода для 

гауссовских однородных полей было осуществлено в [2] (31 Затем в [4^ 

была найдена асимптотика вероятности большого выброса для гауссовского 

локально стационарного [5] процесса, дисперсия которого достигает аб 

солютного максимума в конечном числе точек. Наконец, в [6], (7] были

изложены теоремы об асимптотиках больших уклонений широкого класса 

гауссовских локально однородных полей, дисперсия которых может дости­

гать своего максимума на произвольном компактном множестве в (К‘

Оказалось, что в этот класс входят широко распространенные в теории 

и приложениях винеровские и связанные с ними процессы и поля мно 

гопараметрическое броуновское движение (в смысле Н Н Ченцова [8]), 

т.н. винеровский лист, а также гауссовские процессы и поля, являющие» >. 

слабыми пределами соответствующих эмпирических процессов и г՛ I й
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при проверке разнообразных статистических гипотез. Асимпто1ические 

распределения супремумов последних играют важную роль, например, в 

теории статистик Колмогорова-Смирнова. В настоящей работе излагают­

ся результаты [6], [7] с подробными доказательствами, особое внимание

уделяется статистическим применениям.

§1. ТОЧНЫЕ АСИМПТОТИКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

МАКСИМУМА ГАУССОВСКОГО НЕОДНОРОДНОГО ПОЛЯ

Введем необходимые обозначения. Пусть 61, е?..., е*, £2 е, - п - натуральные

числа, а а։,..., - положительные числа. Для вектора / = (Ь опре­

делим величину

а./2
I

ео — 0. (1.1)

гл
Аналогично величину |ф определяют числа /1,...,/Ш| 22/,- = п, 01,.... •

1=1
0< >0, 1= 1,..., т Составим векторы 

С1 раз еь раз /} раз /т раз

которые мы будем записывать также в виде а = (а^),а<п)), 0 =

(Р(1),֊..,0(п)). ’ -’Н., •

Для невырожденной матрицы А размера п х п определим “расстояние” 

между 4 и«: рл։р(1,£) = |А(£ - . Для компактного С С 1ЛП положим

Рл,д(С<7) = 1пГ{рХ։0(г,5) : 5 6 С).

Если А — 1 (единичная матрица), то будем писать просто

Пусть А(<) - гауссовское сепарабельное случайное поле, заданное на *
компактном множестве Т С ЯГ*, с непрерывными траекториями. Пусть 

Я(Х,$), г(£, $) и обозначают соответственно ковариационную, корреля­

ционную функции и дисперсию поля Х(«) Пусть

$' = {*ЕТ: />(*,$)<£}, € > 0



€1
Асимшугики вероятностей

означает 6-окрестность множества S С
’ а — sj - евклидово

расстояние между t и s.

В данной работе предполагаем 

четыре условия (I) - (IV) :
выполненными для поля X(t) следующие

(I). 1) Дисперсия а? непрерывна на 7’ и имеет место асимптотическое

соотношение

Ъ = * ֊ РА,(М'ТО) + o(pAtf3(t,To))1 PA,0(tiTo) —г О,

причем То — {I Е T : at — о}, где с - максимальное значением, на Т

2) Найдется такое р > 0, что

rnes {t Е Т : 0 < <т - at < г} = zM(l 4- о(1)). х | О

где mes - мера Лебега на IRn. Заметим, что это условие заведомо выпол­

няется , если множество TG имеет гладкую границу.

3) Существует такое открытое множество U С IRn, что То Q U С 1, где U -

замыкание U.

4) Условие конуса : для всех t Е дТ П дТ,

/ + Г(е(1),Я)СТ,

где Г - прямой круговой конус с вершиной в начале координат, фик- 

сированного раствора £1 и высотой 0 < Я < со; е(<) - единичный вектор 

направления оси конуса Г а дТ - граница множества Т.

(II). Условие локальной однородности : для всех Е имеет место

r(t,s) = l֊|D(t,5)(I- $)|а(1 + <Я1)), p{t,s) — 0,

где £>(!,«) = (</;,(«,։)),, =-- - матричная функция, заданная на Г х Г. >1е1 

£>(«,«) # 0 для « е ?;•, элементы </,՛,(/. а) непрерывны на Ц' * и лля ьс֊х 

1,»е Г;‘ либо </,>(!,«) = 0 при |< ֊ «| < < с' > 0. либо ..,(«,<) # С.

(III). Существуют С > 0, у > 0, е2 > 0 такие, что для всех !,з € J ,

|1 — $| < £? выполнено одно из следующих неравенств
п

|1- г(1,«)(<с52|(.֊«(Г>

>=1

(Г’
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п
Е(Х(4)-Х(4))։<С^|«,֊4<Г.

1=1
(IV). Для любого т > О

вир{Я(М) •• М € |1 - $| > Т) < СТ2

Теорема 1.1. Пусть гауссовское непрерывное поле .¥(<) компактно о 1Н" и 
*

удовлетворяет условиям (I) - (IV). Пусть далее выполнено одно из следующих

двух условий :

а) ։ = ],..., гп, ; = 1,...,г;

6) /?(,-) > аг(։), : = 1,п и для некоторого £3 > 0 матрицы А, 0(1, в)

диагоналъны, 1,в € 'Г^°, |1 - $| < £3.

Тогда для любой функции 5(и), удовлетворяющей соотношениям

6(и) 1 о, иб(и) —► 0, для и —* оо (I 2)

верно асимптотическое равенство

Р < вир Х(1) > и > = ехр 
)

и
2^

|<1е1/)(М)ИЦ1 + о(1)). и -* ОО, (13)

где

Те(А) = {/ € Т : рл.^Х) < 3(и)},

„ .. Яо(5)
О < Н„ = пт —-— < оо, 

, 5-оо 5՞
г°° ( 1

Дл(б’) ~ 1 4- / ехР-' вир х(0 > £ ( (£г, 
(«€[0,5]’' ]

« Х(/) - гауссовское поле с п.н. непрерывными траекториями,

(1.4)

Е*(0 = “На, Соу (х(0. ХМ) - На 4- |*|а ֊ |* “ *1а-

Существование предела (1.4) доказано в [3]. Условия а) и б) являются наи­

более распространенными в приложениях и во многих случаях позволяют 

явно вычислить асимптотику интеграла в (1.3). Остальные возможные 

случаи зависимости между а и 0 более сложны. Однако, когда Тс содержит 

। онечное число точек, мы имеем исчерпывающий результат.
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Обозначим через <Лав(С1......г„) диагональную матрицу с г. н, гла.։ной

диагонали.

Теорема 1.2. Пусть гауссовское непрерывное поле %(։), < £ 7 удовлетворяет
условиям (I) (II!) и То _ {Го}, - внутренняя точка множества Т

Пусть И - О(1о,1о) ч Г( ) ֊ гамма-функция. Тогда справедливы следующи.

утверждения.

(») Пусть А — с11а.£ба1,..., ап), а, / 0, ։ = 1,п « Д =<^а£(</1, ...,а'п), </, / О 

։ = 1,п и для некоторого целого р

Г(д-1) + 1<р<Г(д); %) < 0(0»

а(О > 0(0» ’ = Р+1,...,п; 1<р<п, 

где 
9

Л։) = £я. £(О) = о
» = 1

1'огда

Р \ ьир А'(<) > и > — ехр

где а^р) = (а(1),.... а(р)).

(11) Если к = т, е, = а, = Д, « = 1,2, •,к. то

Бир Х(1) > и 
«6Т

= ехр -Г՛ (2»)-1/5Яо-1 (ПД-’)(1 + о(1)), 
а /

где 1 = (1......1) € И1‘,

О < Н*(С) = Нт 
А—ос

Н^((-А,А);С)<оо,

величины определены ниже в Лемме 2.2.

(1Й) Пусть для некоторого целого р, 0 < р < п
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где Ax,Di - матрицы, размера рхр a Л2,Р2 ֊ матрицы размера (п-р)х(п-р).

Если
р — E(q) — £?(v), • — /{ + !>*՛*>€* — fm )

«(О < 4(»։ О(») - £(»)» ։ = р + 1,...,п,

то

Р \ sup X(t) > u
- lt€T

x|de։D։| |ае1Л1|-12’-1/2>г^-1»։Яо(,)Яо'1..)(1>։А2-1)(1-!-о(1)), ■ u - oo,

гд< а1р՛՞’ = (0(^+1).......«(»))-

(iv) Пусть в условиях пункта (iii) вместо (1.5) выполнено 
Л

“(•) > Л')>

Тогда (при и —♦ <х>)

I =։,... ,р; »(,) = /?(,), ։ = р+1,...,п.

Р \ sup X(t) > и Яв*о..։(РгЛ։-։)(2ж)-1/’(1 + о(1)).

Замечание 1.1. Пусть дисперсия а? гауссовского непрерывного поля X(t), 

определенного на компакте Т достигает своего максимума <г2 в конечном 

числе внутренних точек sb...,s/ 6 Т. Пусть для каждой точки si։ ։’ = 1,...,/ 

выполнены условия (I) - (III) с величинами А։, /?’, Д, o’, i = 1,2,/. Пусть Ц 

- достаточно малые взаимно непересекаюшиеся компактные окрестности то-
• •

чек в,, i — 1,...,/. Обозначим через L։(u,A»,0։, О։,а’,<т) точную асимптотику

вероятности

Р sup X(i) > и U —- ОО,

вычисленную по Теореме 1.2. Тогда

Р < sup X(t) > и 
Н€Т

V —♦ ОО.

Некоторые численные значения констант Нв։Я*(С) будут даны в сле­

дующем параграфе.
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§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕК/КЛЕНИЯ

В этом параграфе мы изложим основные результаты, на которых базирует
ся наш метод исследования асимптотик.

Теорема 2.1. (Д Слепни, (10)) Пуст* Х«),У(Г) - гаусссвскис сспара6с.,*н**с 

функции с нуле «им и средни, заданные на некотором параметрическом 

множестве Т. Если

ЕХ2(<) = ЕУ2(«), ЕХ(«)Х(,) < ЕУ(։)У(а), 1,*еТ,

то

Р вир X(0 > и \ > Р/зирУ(0>1Д . 
I ит J Сгст

Введем следующие обозначения :

К($,0 = {х € ПТ1 : «1 < х, < ։ = 1,2, п}> I — ($1,.-Лп), $ —

М0= /<(0,0 А'а(0 = /<(0 + а = (г + а : А(0), а е 1ЛЛ

Лемма 2.1. (В. И. Питербарг, [9]) Пусть Х(0 - гауссовское сепарабельное 

поле, заданное на параллелепипеде Т = (71,...,ТП), где 1\ - 71(и),

։ = 1,п - монотонные функции от и > 0, и существуют у,То > 0 такие, 

что Т,(и) > Тси՜՜2^, I = 1,...,п. Предположим, что

8ир{|ЕХ(0| : < € К(Т)։ < т < оо, зир{ПХ(0 : < € А(Т)} < <т2 < оо

и для некоторого Ь > 0 поле Х(0 удовлетворяет одному из следующих

условий :

(1) Корреляционная функция г(1, в) поля ,¥(!) удовлетворяет н^равсн< V

Г,5€/<(П-

(й) Функции ЕХ(0, ОХ(0 непрерывны и

п
О(Х(0 - Х(з)) < 1^1*.՛- »<Г> € Г<։т)-

1X1
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Тогда найдется константа С, зависящая лини от Л,7, п,То. тп,а такая, что

для всех и > 0 имеет место оценка

sup Х{1) > и
К(Т)

< СI [ TiU^ 1 ехр
•=1

(и — т)2 ■ ■■ 
2<г’ «

Следствие 2.1 Пусть X(Q, t € К (T) - гауссовское поле с непрерывными 

траекториями и для некоторых т,<т2,С, 7 > О

|EX(t)| < тп < оо, DX(t) < а? < оо,

п
D(X(f) - X(s)) < с£ |t, - t,s 6 K(TY 

»=1

Пусть, кроме того, существует f> > 0 такое, что для всех t, s Е К(Т)

(DX(t)OX(s))՜1'2 cov (X(t),X(s)) >-1 + 6.

Тогда найдется такое р > О, что для любого замкнутого А С К(Т) имеет

место

P < sup |Х(01 > «

4-0 ехр • и оо.

Доказательство. Очевидно,

Р < eupX(t) > u, sup(—X(t)) > u < P sup (%(*)֊ %(*))> 2u>

Дисперсия и модуль математического ожидания поля Х(<) — Х($) не пре­

восходят величины 2а2(2 — 6) и 2т. Теперь остается применить Лемму 2.1 

для куба К(Т) х Я(Т), взяв р таким, что (2 - 6)՜1 > (р + 1)/2. Следствие 

доказано.

Пусть числа ai,...,ork определяют величину |t|o по формуле

(1.1). Toi ла будем иметь представление (R’1 в виде прямого произведения 

ортогональных подпространств : UU’ = Ше<.
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Определим следующие преобразования пространства К՞

ЛьЖп ֊ 0 , 6 = (*!,...,6к), Ь->о, ։’=1 ь.
<г։1

где (ЛЖ‘) означает гомотетию пространства IV относительно начала ко-

ординат с коэффициентом Л. Отметим, что |о„гк
I’ 1СГ «'։И1

Лемма 2.2. (В. И. Питербарг [9]) Дуст» Х(() - гауссовское однорогое поле 
*

на Ш? с нулевым средним и непрерывными траекториями. Предположим 

что для некоторых е։, аг, > 0, ։։ = и невырожденной матрицы С ковариа­

ционная функция г(1) поля Х(1) удовлетворяет условию

г^ = 1-\а\а^о(\а\0\

Тогда для любых > 0,...,Тп > 0, 51 < 0,...,5п

5 = (51,.... 5П) имеет место

Нт Р и-*оо Х(0(1 I- 1М)՜1 > и ) ехр(и72)Л7и = Я‘((5,Т);С),

= 1 + Г е։Р< ։ир (х(1) - 1МС՜101«) > ։
Л • |с(К(5,Т)]

С[К(5,Т)] = {а : (С Я(5,Т)}

и х(С определено в Теореме 1.1.

Доказательство Леммы 2.2 в случае, когда С = > можно найти з [9, 

Для произвольной невырожценной матрицы утверждение леммы пол> чается 

заменой переменных. Для краткости обозначим

На(Т;С)= Я2((0,Т);С), Я«(5,Т) = Н,(Т) = На(0.Т). (2.1)

Для множеств Л, В С Ж" и для вектора а из (1.1) определим

ра(А, В) = шГ{|( - «1« : « € А. л 6 В}.
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Имеем

Ра(9иЛ,диВ) = и 2ра(А,В).

Опредрлеюк 2.1. Будем говорить, что ковариационная функция г(Г,ж), 

€ Т некоторого поля удовлетворяет обобщенному условию локальной
*

стационарности (ОЛС), если существуют > 0 такие, что для всех

Е Т, |/ - «| < сг имеет место

1 - DJ* - s|e/ > r(t,s) > 1 - D2|f -

где

” (а(1)> •••» л(п))’

I н

Сформулируем теперь еще один нужный нам результат, имеющий

самостоятельный интерес. Пусть А С lRn, / = (Ji,...,ln), b = (6i,...,6n), 

bi > 0 Обозначим через N-(b, А) число параллелепипедов вида K(b) + I b, 

I b - (/i6i, ...,lnbn)t содержащихся в А и через N+(b, A) - число пар- 

аллелепипедов того же вида, имеющих с А непустое пересечение. Пусть

Определение 2.2. ([9]) Систему множеств Аи С и > 0 назовем 

равномерно измеримой, если каждое из них измеримо по Жордану и 

равномерно по и <
п
П △»(^(△> Аи) — -№_(△, Аи))( mes (Аи) + ( ines (А«))՜1] 
։=1

Пусть Т\ означает класс монотонных функций / на (0,сю) таких, что

4 1/(°) ~* 0 при и —* оо и 1։тшГехр(ди2)/(и) > 0. 
Ы—»ОО

Теорема 2.2. (Ю. К. Беляев, В. И. Питербарг) Предположим, что ковариа­

ционная функция г(Г) гауссовского однородного поля Х(1), < (= 1ЛП с нулевым 

средним имеет представление

г(0 = 1-IC/U + o(|C/|e), t - О, 
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где С ֊ неаыражденная n x n матрица. Предложим также, нт, система

замкиутыт множеств {Л

а) для любого е > 0

u > 0} удовлетворяет условиям

6) система множеств {СЛ„, u > 0) равномерно измерила, где СА -

Тогда найдется Ь > 0 такое, что для произвольной f £ Т

и

4 имеет место

lim Р sup X(t) > u > exp(u2/2)u 2т

= HQ\det С|,

где

lim —-— S = (£,...,$) епт.

Доказательство Теоремы 2.2 сложно найти в [9, гл. 2]. Из Леммы 5 работы 

[3] следует более общее соотношение

lirn
/ п

Яв(Т;С)/ | det С|П^

Для оценивания двойных сум в §3 нам понадобятся следующие два утверж­

дения.

Лемма 2.3. Пусть ковариационная функция r(t,s) гауссовского поля X(t), 

t € Т С IRn с нулевым средним удовлетворяет условию ОЛС. Пусть Д —

Д(ц) = (Ajfu),Дп(и)) - непрерывная вектор-функция и

△i(u) 1 0, t — 1,..., п—+ 00,

при и -֊+ оо. Предположим, что векторы to = *о(и) £ so — Ми) 

таковы, что to i 0, Sq J. 0 при и —> со и множества ’(А) С /

пересекаются .

Тогда существуют константы 0 < С < оо, ио > такие, что для любьи 

а, 6 > 0, и > uq имеет место оценка
р/ sup X(t)>au. sup X(t)>iu|^ 

1к‘.(А) К’*(Д) J
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< С mes (№•(△)) mes (K**(A)) П(и max(a, 6))4e* **՝ x

։=1

x „Р J _ï_(0 + 6)3(1 + ^.рв.(К‘-(Д),К-(Д))] l la + J)֊։«֊1. 
O Z ’

Доказательство Леммы 2.3 аналогично доказательству Леммы 6.6 из [9], с 

дополнительным использованием Теоремы 2.2.

Лемма 2.4. Пусть поле X(t) удовлетворяет условиям Леммы 2.3 с той же

самой функцией Д(и). Предположим, что векторы t0 = (^31, •••, *(m), $о = 

(sob - .^on) таковы, что |to» — «о»| равно либо Д։, либо нулю, ։ =. 1,..., п, но 

/£'•(△)) = 0. Пусть До(и) ~ непрерывная функция такая, что при

и —оо

До(и) I 0, До(и)/Д»(и) —♦ О, До(и)и2, 0(,) —* оо,

Пусть (i = 1,

если |tOi - s0,| = 0,
если |£ о» sq։ | — Д։>

если toi .$q, — 
если tfr — soi = О, 

если tQi — soi = Д».

Тогда найдется константа С > 0 такая, что для любых а,Ь > 0 и для 

достаточно больших и имеет место оценка

sup X(t) > au, sup X(t) > bu 
K'.(A)

sup X(t) > bu > +К(Д) J
+С mes (/<"• (Д)) mes (К'-(Д) \ Я(Д)) JJ(и тах(а,6))4е‘

х ехр и2
7 »

֊21 J r о л и a■ = max a,-.

Утверждение Леммы 2.4 можно получить, используя Лемму 6.6 из [9]. Те­

перь укажем некоторые свойства величин Я^((5,Т);С), введенных в Лемме 

2.2. Нетрудно видеть, что
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Я*((5,Т);С) = Еехр 8ЦрС[К(5,Т)](х(0-1МС-Ч
(2.3)

Поле х(0 можно рассматривать как сумму к независимых гауссовских полей

] = 1, где

/ ад \ о,/2
£^) = 22е«» ЕХ;(^) ~ ֊1^1^ = - р /2 

։=] \<-ВЬ'-1)+1 /' 

со* (Х;(Н.Ху(Й) = 1*Т' + й®' - |Р -

Пусть матрица С диагональна. т.е. С =Л^(С1..... сп). Обозначая с =

(с1,...,сп), С* — _!)+!,....С£^)), ($ец 1)+1,...,5е0)) и учитывая

(2.3) и равенство С[К(8> Т)] = К(с • 3,с • Т), получим факторизацию

Я‘((5,Т);С) = П Я‘'((5>/Р);С>), <? = 6 ЛГ-,
;=1

(2.4)

где с • 5 = (<?! £1,..., сп 8п) € 1ЛП.

В частности, имеем

V к
Я‘((5.Т);С) = Цяв/(Л$>,<ЛТ’) П (2.5)

;=1 >=»+1

где Ь = (0,...,0,6и+1, ...։6к) и с3' - (сеО.1)+1,...,Се0)):

Важное значение для асимптотик распределений супремума гауссов­

ского процесса имеет предельное поведение величин 77*((-5,8);С), ^о(8).

8 = (5. ...,5), 5 —> ос В Теореме 2.2 указано на существование конечного

предела — Нт ЯО(8)/5Г։. В процессе доказательства Теоремы 12 будет 
5—»ос

установлено существование конечного и положительного предела

Н\(С)= Нт Я^((-8,3);С),
$—♦ ОО

где / 0, ; =

Пусть В силу (2-4) получаем для ( =diag (с1։...,сп)

к к
^(С) = П ^'.((?), я« = Пя«-֊ 

. 1=1

(2.и)



Наконец укажем, что известны следующие частные случаи :

1 ) если ei = • • • = en = Qi = •• • = огп = 1, то Я1 = 1, Я/ = 2" ;

2 ) если е, = • ■• = е„ = Л “1 = • • • = Оп = 2, то Н} = 2"/2, где

2 = (2......2) 6 ж».

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 1.1 И 1.2

Здесь мы полностью докажем Теорему 1.1 и утверждение (ii) Теоремы 1.2. 

Вкратце укажем на отличие в доказательстве других утверждений Теоремы 

1.2 Основные идеи доказательства теорем типа 1.1 и 1.2, основанные на 

методе двойных сумм, заключаются в следующем :

1) мы показываем, что искомая вероятность имеет асимптотику, совпа­

дающую с асимптотикой вероятности выхода траектории гауссовского поля 

за высокий уровень на множестве Т$(Л) ;

2) разбиваем множество Тб решеткой, измельчающейся с ростом и, и 

применяем неравенство Бонферрони ;

3) используя теоремы Слепяна и Беляева-Питербарг а, находим асимп- 

готики соответствующих сумм ;

4) применяя результаты §2, доказываем, что двойная сумма в не­

равенстве Бонферрони является по отношению к найденной асимптотике 

бесконечно малой более высокого порядка.

ледующие три леммы справедливы для произвольных а и 0, а 6(ц) 

удовлетворяет условию (1.2).

Лемма 3.1. Пусть Т6 = ТД/), t0 = Goi, .-Лоп),

Т’» = {' € Т : !<■ - <0.1 < (Л )'1/2(6/т)‘^, F(j - 1) + 1 < i < F(j), j = Ï^J. ,

7՜,. = {<€T: - to, | < «, ,• = 1 nj, =

i=l
Е(0) = 0.

lozàa для некоторых констант С։,С2 > 0 имеет место

ni
U С с (J Ci JJ < mes (Тб) < С2.

<€т0 ,S1

Доказательство. Для достаточно больших и и для некоторого > О
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имеет место 1ь С Т^. Кроме того, в силу компактности Та и непрерывности 

функции Рлд(М). Для любого ( е Т найдется точка ,, 6 Ц ТЛ1ЛЯ чт0 

Рл.рО.То) = />лл(։,։։). Отсюда легко получаются утверждения леммы

Здесь и далее мы полагаем а = 1.

Лемма 3.2. Для любой функции 6{и), удовлетворяющей (1.2), имеет место

iim Р < sup X(t) > u > /Р

Доказательство. Имеем

Р < sup X(t) > и sup X(t) > и > + P 
7ДЛ)

sup X(t) > u > .
T\Tt(A)

(3 1)

Разобьем множество T \ Tf(A) на кубы A, co стороной ез/уй, где s? из 

условия (III). Пусть /V < оо ֊ число таких кубов, покрывающих 7 \ 7e(.Aj

Тогда

sup X(t) > uТ\Т,(Л) < N max P
~ 1<»<7V

sup A'(t) > и > 
к.п(Т\тв(д)) I

В силу условия (III) поле X(t), t E А, удовлетворяет предположениям

Леммы 2.1. Для достаточно больших и по условию (!) имеем

sup{<7,2 : I е К, Л (Т \ Т,(Л))) < 1 - #{«)/2.

Следовательно, применяя Лемму 2 1. получим

sup X{t) > u 
Я;п(Т\Те(Л))

u
"2(1 - W. exp(-

Последнее соотношение верно в силу выбора 6(и)- В го же время, длл 

произвольной точки to € То имеем

Р / sup X(i) > u) > P{X(Q > «} = (\/2^и)'‘ехр(-и /2)(1 +о(1))» “ 00

1т,(Л) J

Из последних двух формул и (31), (3.2) получаем утверждение ле.чм

Обозначим

Xc(t) = + с>° (3 3)
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Лемма 3.3. Для любого € > 0 справедливы неравенства

Нтзир -

Доказательство. В силу условия (I), для любого £ > 0 и для достаточно

больших и имеем <7ц.с(/) < а(1) < сг]_г(<), I € 1б. Следовательно,

Лемма доказана.

Лемма 3.3 показывает, что для нахождения искомой асимптотики нужно 

вычислить асимптотику вероятности Р {$ирт<. Лг($) > и} для значений .с 

близких к 1.

Доказательство Теоремы 1.1. Преобразование масштаба и нормировка

подсказывают нам, что можно ограничиться случаем А = 1 и а — 1. 

Для единой записи доказательства обоих вариантов Теоремы 1.1 введем 

следующие обозначения

(34)

где
вариант а) 
вариант б), 

вариант а) 
вариант б),

а — шах о,, 1<«<4
О О — ПНП а,. !<*<£■

Итак для обоих вариантов 3(») > <*(,)» « =

Пусть Д(и) — (△,), ։ = 1,п - непрерывная вектор-функция, для которой при 

и —♦ оо выполнено

△.(и) I о, △, —> оо, △,-и2/в(») —► ОО-, 1=1,..., п. (3-5)

Разобьем множество 7} измельчающейся с ростом и решеткой, образо­

ванной множествами

Е/(Д) = Л'(Д) + /△ = {* е Т : /,Д, < Ц < (Ц + 1)ДМ » = 1,.... л},
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где I € г", 7" - решетка точек с целочисленными координатами в ПТ

Применяя неравенство Бонферрони, получаем

вирХе(<) (3.6)> Р

> 52 р < вир Х'(<) > Л - 52 Р < ։ир Xе«) > и, ։ир/€£֊ 1к«(д) *<-(△)
где

£+ = {/.• Х((Д)ПТ4#0}, £- = {/: /<1(Д) С Т4).

Вследствие условия (II), для каждого I 6 £+ функция |й(( ։)(( - »)|„ 

равномерно непрерывна на компакте К/ х Я|։ Следовательно для любого 

€ > 0 существует ио такое, что для всех и > ио и для всех 1,6 Е имеет 

место

|£Т(1(,0)(( - в)|о < |£>«,«)« - в)|« < |П+((4.*,)(( - в)|в, (3 7)

где I; € К\(Д) выбирается произвольно и

о±(1,.1,) = ((1±с)<1,>((1,։,))0=—

В силу равномерной непрерывности функции рд^ на компакте /</, для 

любого € > 0 найдется Ц) такое, что для всех и > и) и для всех < € ^/(Д)

имеет место

(1 — €)рд,0^1, Тв) < рд,р(1, То) < (1 + £■ )рл,0^1> То). * (3.8)

Для каждого / Е обозначим через У|д(0 однородные гауссов֊ кие 

поля с нулевыми средними, единичными дисперсиями и ковариационными 

функциями г±&(Г) = ехр[—В силу (3 7) для любою £ > 0, всех 

1,8 Е А'/(Д) и для достаточно больших и имеем

г|+л(<-т)<г(С«)<г|‘а(‘-*)-

По Теореме 2.1 с учетом (3.8) получаем
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< Р < вир У, д(0*<-«(<|) > и 
11€К|

(3-9)

Для краткости значки “±" и и±еп писать не будем. Имеем

и
вир 

)(*.]

где У(1) - однородное гауссовское поле с нулевым средним и ковариа­

ционной функцией г(Г) = 1 — |<|о 4֊ о(|Г|а), ։ —► 0.

Предположения теоремы и соотношение (3.5) позволяют применить Тео-

рему 2.2. Имеем

вир У/>Д(Г) >

-1

шее (К|(Д)) 
1 = 1

< «(и), (3.10)

где к(и) —♦ 0 при и оо. Пользуясь тем, что суммирование в (3.10)

производится по тем /, для которых 0 и следовательно рл.р^ьТ0) <

6, можем записать

ехр(-(си6)2/2] < ^ехр 
г

к
<М<1) 1 ае1 £>(/,, е,)|х

։=1

X те։ (К)) ехр(-и’/2) £ехр(-и2срЛ./»(<!. Г.)) | <1е1<1)1 те« (К։)

(3.11)

В силу равномерной неггрерывности функций рлл и МеЮ((,<)| на К։, соот 

ношения (3.5) и Леммы 3.1, имеем для любого с > 0 и достаточно больших

и

/ ехР|-«2(с+ ։Мл,д(«.Т.)]|ае1 £>(։,<)!л < 
I ՝'*'։



< 52вхр|-и’срд^(е|,Т.))|<ЫД(|(,<,)| те* (К,) <

(1+£)£ А ехр[-и2(с-£)рлл(։,Т։))|<1е1О((.։)|Л. 
/ /Л| (3.12)

Учитывая Леммы 3.2 и 3.3, неравенства (1.2), (3.6) и (3.9) - (3 12), имеем 

для любого с > 0 и достаточно больших и

к
(1-€)Я„(’/2яи)-’ехр(-и2/2)I ехр[-«|։(1+։)Лм(1,Т.))х 

<=1 *'т*

х\6еЮ(1^)\(И - Р1+‘ < Р (5ирХ(Г) > и 
1<€Т

(3.13)

-£)рлл(1,Т.))|ае1Р(1,«)|Л,

где ^с(и) означает двойную сумму из (3.6).

Далее, несложно показать, что интеграл

ехр[-и2срл^(<, Г*)] | (1е1 £>(*, Г|| сП

асимптотически (при и —* оо) эквивалентен следующему выражению

си7 / ехр(—и7сх)д(х) 4х (1 4֊ о(1)), 
7о

(3.14)

где

| ДеЬ £>(*,<)| <Й, С(х) = {< € Г: рл,0(1»Го) < *}•

Соотношения

глее (1 € Т : 0 < а - < х} = хм(1 4- о(1)),

и (3.14) позволяют заключить, что для всяких с,£ > 0 имеет место

1 < Нт < и-*оо

< 1пп ՝ Г д [ д(у/е)ехр(-и2|/)^ < £(е г)' (3 15)
«—»СО Уд \С — € / Уо

где Нт Ь(с,е) = 1.

Итак, из формулы (313) следует, что для любого > 0 справед

неравенства



1-е < Пт Р < вирХ(<) > и > /С}б(и) < (14- с)£(1,е) - Нт > 1*‘(и)/С)6(и и—оо ^<£7՛ ) и—оо *—*

где обозначает главный член асимптотики в правой части (13).

Оценка двойной суммы в (З.в). Докажем, что

Нгп V 1>с(u)/Q<(u) = 0.

В условиях теоремы и в соответствии с (3.4) существуют такие константы 

Di.D2.Cr > 0, что корреляционная функция r(t,s) поля X(t) удовлетворяет 

неравенству

1 - DJt - s|o> > r(M) > 1 - D2\t - s|o«, t,s ET, |t ֊ s| < er. (3.16)

Рассмотрим сначала случай, когда diam То < сг. По определению поля Xc(i) 

в силу (3.3) и (3.8) для любого £ > 0 и для достаточно больших и имеем

*с(0 < *(O/bt(l + (с ֊ ф*.4(е/։7;))],

где i Е К/(Д) и ш € {о/ : X(f,u>) > 0). Следовательно,

Р ։upX'(O>u,supX'(O>« < pfsUpX(()/a. >и(1 + (с-с)Рл,в(0Х)),

supX(f)/<r, > u(l + (c-e)pA.(l(ti,,TQ)) = Pl,,'(«)•

Мнижг ՛ тво суммирования в двойной сумме разобьем на две части ;

£■* = ‘.I' € £+, l/l',p(Kl,Ki-)> 0)

= {(Л''): 1.1' е£*,1/ Г, р(К1։Кг) = 0}. 
*

Неравенство (3.17) позволяет записать + 52^ где = V* рн,

Докажем, что 52,-+<(и) = о(фб(и)), и оо. Пусть (/,/') е £*, т.е.

множества К, и не имеют общих вершин. Ковариационная функция г(!,в)
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поля Х(0/а( удовлетворяет неравенству (3 16) Значит

выполнено условие
ОЛС (см. §2) Учитывая (35) можем применять Лемм» 2.3 „ получить

‘ • Г ’
Я,,.(и) < С,и՜1 ехр(-и’/2) П««•■/< ехр [- у(е -^(О.Г.) + ,^„,7;),

х ехр Ра1 (КцКр) тез (К,) тея (К/*). (318)

Мы использовали здесь неравенство Ра^.Т,) < 6, верное для / (, С* Так 

как (/,/') € £] , то найдется такой индекс и = «/(/,/'), что |/„ - Ги| > 2 Тогда

ро,(/<|։/<г) > [(|/, !)△,]

имеем (С, > 0)В силу (3.5) имеем Нт и2г(и) 
и—* ОО = ОО С учетом (3 18)

X

е; Г/

' ехр(- и2/2)х

*хр(-7

Используя неравенство (3 15) и Лемму

получаем

—֊(с - 2е)рд։д(<,Т0)|(/< /

(ЗЛ91

3.1, для достаточно больших и

ехр|—и2( - ֊ €)рА,0(*,Т0)] Л = 0(1). (3.20)

Следовательно, в силу (3 19), (3.20) и указанного выше свойства функции 

г(и), получаем £։1+< /С}б(и) —* 0.

Пусть теперь (/,/') € С*, т.е. р(А’/,Л',*) = О В силу (3 16) к полю

Л'(0/а(/) применима Лемма 2.4, причем = / △ и △ Имеем

Р/.»'(и) < Р \ вир Х(0/^ 
Йен

■ЬС^и՜1 ехр( —и2/2)

> и(1 4- (с-с)дл,д(<1'.^>)) ? +

- —(с—с)|^л^(^.^4>)+
Лг
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ехв шее (Х|) та (К/*),

где Кцг — Л (Д') 4 - / • △ 4- Д" С А’(Д) 4- 1' • Д. Сумму по (/,/') Е вторы

слагаемых в (3.21) оценим так же, как и вы п е (см. (3.18),(3.19)); эта сумм}

будет величиной порядка о(Ф$(и)), так кат и2Д£ ->оо, и —» оо. К
Рассмотрим оставшуюся сумму

£3 Р < supX(t)/<7< > u(l + (с - c)pA,p(tv ,Т»)) i . (3 22
lK,'‘ J .

• a

Рсреходл от поля t Е К/,/* С Ку к полю Yj+д (t), замечаем, что дл/

достаточно боль них«, (3.22) не превосходит

i
Са«’1 ехр(-ь2/2)Ц(xp[-i?(c - с)/>дЛ(^,Те)]х 

<=1 (1,П€£?

х шее (Хд) Р] (ДДь)/ДДи)]. (3.23)
{•: 1^1'1

Поскольку для фиксированного ?' существует конечное Число параллелей*
*

ледов, имеющих с .К>(Д) общие вгршиныг то, как и в (3.12), получаем, что

(3.23) не превосходит ՝ у 1

к
Сз«’1 exp(-t?/2) 

i=l
' ехр[-։?(с - 2e)pA։fl(t, Г.)] <ft A.(u)x 
Ъ

— J
x max Д,(и) ‘ 1<»<п v 'U — —

В силу (3.15), так как До = о(Д,), ։ = l'jп, последнее выражение есть

$(Ф<(ч)) при и —♦ оо. Следовательно, ) (и) = о(ф$(и)). Таким образом,

52й 1 ~ если diam Тс < ет и Теорема 1.1 доказана в этом случае.

[ уСТЬ теперь diam То > сг. Разобьем То »֊мерной решеткой с шагом

*г/(2\/п) на замкнутые подмножества

восходят ег/2, т.е. Т. = ^5. и SiПSi = 55» И Тах как Тв
»«1 , г ч» V : i 1*! ' и

ограничено, то Я < оо. Обозначим = {/ 6 Г’: рх,д(<»5։) < £}. Тогда

51։...,5лг, диаметры которых не пре-

Т՝։,) =
N

™in рдл(<,5։), \<i<N ՝РК '
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Следовательно,

где

= 52р 5 SUP*W > u,։up%(t) > U 
։#j I $•< Sjt

Обозначим также

F(u) ~ Ha(x/2iru) 1 exp(-u2/2) JT u

expf-u^ ,j (t, S,)] | det £»(t, i)| <Й.

И меем

" <
> P <’ sup A (I) > и

Поскольку yn€s(S;- П$) = C, I/ j TO F ^CJI. rXHO ПО <ЛЗЯТЬ, «ТО

4֊ Zu(5j);/ /.<(*?։ U Sj ՝ = 1,

Отсюда следует, что

supX(f) > и

=.<b(u)(l + o(l)), (3 25)

Покажем, что = o(Q$(u)). В силу (3.25) для соседних подмножеств Si,Sj 

diam(S։- USj) < cr имеем

f )
P <[ supX(iJ) > u,supX(*) > u > = o(Q$(u)).

I )
u —♦ 00.

Пусть теперь подмножества Si и Sj не соседние, тогда p(S»,S;) > €r12>/n)

P < supX(i) > u,sup%(f) > и > < P \ sup [A'(0 + -Ц*)] > 2« । ■ 
( S,t Sjt J /

Используя условие (IV) для ковариационной функции R(t,s) поля А (И, 

убеждаемся, что найдется такое число к, 0 < к < 1, что для (/,«) 6 Sts х Sjt 
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имеет место D[X(f) 4֊ -V(s)] < 2(2 - к) В силу условия (III) поле X(t) 4- X(s)

удовлетворяет условиям Леммы 2.1. Следовательно,

sup (X(t) 4- X(s)] > 2u

Далее, обозначая ку = к(4 — 2л)՜1, имеем при и —* оо
*

= С3ис< ехр(-и2м)/ / ехр[—u2pAjj(t,Te)] dt —» О, 
JTt

так как

где <*>(и) удовлетворяет соотношениям (12). Поскольку в £/ входит конеч­

ное число слагаемых, то мы доказали, что £ (и) = о(фб(и)). Теорема 1.1 

полностью доказана.

ТЪказательстно Теоремы 1.2. Для 1 < ։ < р мы можем использовать 

подход Теоремы 1.1, а для р < ։ < п множество Ть можно выбрать более 

“узким’ В силу соотношения между векторами а и /3 теперь в дополнение 

к (1.2) потребуем, чтобы — 0, ։ = р + 1,...,п, в то время как

—» оо, ։ = 1,...,р. Заметим, что когда множество То состоит из

одной точки, интеграл в (13) считается явно (см [11], стр 403).

ТЗоказаггельсттю п (ц). Вез ограничения общности считаем, что 4 -- I, 

— 0 В силу Лемм 3.1 - 3.3 достаточно найти асимптотики вероятности 

Р {вирТ6 X’(I) > и}, и —* оо для значений с, близких к 1 Введем обозначения 

А'.ь = К(֊у, у) + । △ = [< 6 Г : (/( - |)Д, < ։, < (/, + |)Д<։ ։ = Гп| , .

А, = Аи-’/“<‘>։ I е г՞.

Согласно (1.2) имеем

♦ оо, и —оо, 1 = 1,..., п. (3.26)

Следовательно, по Лемме 3.1 множества Л/△ образуют разбиение множес­

тва 7$. Как и прежде, обозначим через два гауссовских поля с нулевыми 

средними, единичными дисперсиями и ковариационными функциями вида

г±(0 = expH^doL £ > 0.(() ±f)^j)։J=T7T,
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По Теореме 2.1, для любого е > 0 и для достаточно больших и имрри

Р 6ирГ(О'с(О

Далее, опуская индексы “±”, имеем

вир 
Ж-д/2,д/2)

<PS sup У(0/(1 +с|*|а) > и> + 
lÆ(-a/2,û/2)

sup У(«)/(1 + с|<|о) > и .
Тв\К(-Д/2.Д/2)

Применение Леммы 2.2 позволяет записать

вир 
К( —Д/2.Д/2)

= (72ÏÏ«)-] ехр(—и։/2)Я'((—А/2, А/2); £>)(! + я(и)),

где А = диХ, Л = (А, , А) е IR", с = (с, —»О, и —* оо....,с) е к(и)

(3.28)

(3.29)

Оценим сверху оставшееся слагаемое в (3.28). Пусть /'Ц(и) =ЕпЦ61/а<։’/Д»)» 

։ = 1,п, где ЕпЦг) означает целую часть числа г В силу (3.26) имеем

—► оо при и —* оо, ։ = 1, Используя однородность поля У(<) и Леммы

2.2 и 3.1, получаем

Р ] sup Y(t)/(1 + c|Z|e) > u > < p < sup У (t) > u<7/ > = 
(t4\K(-A/2,A/2) J lX,A J

= ^2(ч/27и)-1?|-1ехр(-и։д,2/2)Яо(?1-А;Я)(1 + <։1(и«|)). <3'30)

где 

V = {/ : 0 < Hd < Ni, i = ^n,t/ 0},

и к։(։) - оо при ։ - 0 В силу (2.2), для достаточно больших А

Ял(,, -А;£>) < С, А"Я., J,՜1 ехр(-Л?/2) < С,ехр(-у ֊ Сз|/ - А|.).
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Здесь и далее С, > 0. Следовательно, учитывал (3.30), имеем

вир У (0/(1 + с1*1а)
ТАК(֊Д/2.Д/2)

< С4и-1 ехр(—u2/2)An ехр[֊С3|/ • Х|а] = и"1 ехр(-и2/2)к2(А), (3.31)

где к2(А) —♦ 0, А —* оо. Итак, учитывая (3.28), (3.29) и (3.31), заключаем, 

что

Я^((-А/2, А/2); D) < liminf Р < sup У(0<тс(<) > и > ехр(и2/2)\/27ги 
и~°° I Tt )

(3.32)

И ’ ЯИ 1 Я" Я

Нт вир Р • вир У(0^е(0 > и [ ехр(и2/2)ч/2тги < 
и—»оо I Т< )

< Я'((-А/2, А/2); Г») + <2(А). (3.33)

Из определения величины Я£(( —А/2, А/2); О) следует, что она является 

монотонно возрастающей функцией от А. Следовательно, существует предел

Нт Я:((-А/2,А/2);Р) = Я;(Р). 
А —СО

Покажем, что этот предел конечен. Используя (2.2) и неравенство

Яд((-А/2, А/2); £)) < 7/о(А; £)), получаем для достаточно больших Ао

я;((-Х./2.1./2); О) < Сънах՞,

Отсюда в силу (3.33) следует, что

limsup Р < sup У(t)ac(t) > и > и ехр(и2/2) < оо. 
«-•оо It* )

Из этого и (3.32) получается H°(D) < оо. Итак, учитывая Леммы 3.2 и 3.3, 

соотношения (3.27), (3.32) и (3.33), для любого е > 0 имеем

liminf Р /supX(t) > ul ехр(и’/2)727и > Я’+г((-А/2,1/2);D՜), (3.34)

Hmeup Р 
ы—оо

supX(t) > и > ехр(и2/2)\/2ж
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< Hi'r((֊X/2.I/2);D+) + ъ(Х)։

(3.35)

где 7 = <։......е> € И1‘- ♦»«“»«• Я2‘Г((-Х/2,Х/2);Р’) непрерывны по £

поэтому устремляя € 

утверждение (ii).

О и затем А оо в (3.34) и (3.35) получаем

Утверждения (iii) - (iv) можно вывести с учетом формул (2.5) и (2 б)

ABSTRACT. Let X(t) be a mean zero Gaussian locally homogeneous 
random field defined on a compact set T C 1R”. In the paper the theorems 
on the asymptotic of probability P {sup։6T X(t) > u), u 
Research method is the so-called Double Sum Method.

ро аге proved.
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