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В работе построен параметрикс смешанной задачи для гиперболич­еской системы в ситуации, когда бихарактеристики системы трансвер֊

.о ковой границе. Параметрикс построен в виде глобальногоИнтегрального Оператора Фурье (ИОФ). Тем самым, конструкция параметрикса смешанной задачи для гиперболического уравнения второго порядка, предложенная Ж. Шазареном, распространена на гиперболические системы. В качестве канонического отношения этого оператора выступает многообразие ломанных бихарактеристик С, ос­нащенное структурой однородного иммерсированного лагранжева под­многообразия. Символ ИОФ построен в виде асимптотической суммы гдадких сечений определённым образом выбранных векторных расс­лоений над С.

51. ВВЕДЕНИЕ жВ настоящей работе конструкция параметрикса смешанной задачи для гиперболического уравнения второго порядка, предложенная Ж. Шаз­ареном в работах [1-2] распространяется на случай строго гиперболической системы уравнений в частных производных первого порядка. Как и в раб­отах 11 и [2], предполагается, что бихарактеристики системы не касаются боковой границы. Параметрикс построен в виде глобального Интегрального Оператора Фурье IканоноческиЙ оператор Маслова). В §2 описано канон­ическое отношение этого оператора, для чего введено многообразие ломан­ных бихарактеристик. В 53 и §5 выписан символ ©того оператора. Построе­ние символа основано на гладком продолжении канонического отношения ($4). Основной результат работы сформулирован в §б и доказан в §7.



Микро л скальный параметрикс смешанной задачи,, в случае когда бихарак. теристики касаются границы области, построен в (3-10).Пусть X — ограниченная область в IRn с гладкой границей дХОбозначим Q - П<+ х X, Qo = {0} х X, dQ = 1П+ х дХ. Рассмотримследую И ме классы распределений :
= *):  * GE'(dQ),smgsupp# С [6,+оо) х дХ, j = 1,...,г):V, 6 Т^Оо),smgsuppuj с Qq, dist(smgsupp , dQ) > 6, j = l,..,m);^m(Q) = u> € P'(Q)и существует продолжение u, € D'(lRn) такое, чтоWF(Sjn(N<j։(IR"+1)U^Q(IRB+1)) = O, j = 1...... m).Отметим, что распределения из класса 2^։((?) имеют ограничения на и

Пусть Л,(я), > = 0,1,...,п — гладкие матрично-значные функции (размерь т х тл), определённые в некоторой окрестности (^, В(х) — гладкая матрич­но-значная функция (размера г х т), определённая на дQ.В работе рассматривается следующая смешанная тя памя
“i<j։ = “о. = Р, (1.2)где z = (։0,г-), ։„€!<+,։' = (։։........։.) е Л', u0 € j € £'r t(dQY ирешение и ищется в классе PinfQ).Определение 1.1. Оператор называется параметриксом задачи (1.1) " (1.2), если

Е,: ГМ(0С2) х Р^.ДОо) Vm(Q) (1.3)и ^(p.uo? ~ « G где и точное решение задачиМаша цель заключается в построении параметрикса задачи (1.1) ֊ (1.2) в оорме глобального Интегрального Оператора Фурье (ИОФ).



иной задачи  ֊ / ' 3 -[ля х = (х,() Е обозначим через <Уд(х) главный символ оператора _ . Л » 1
А. т. е. матрицу — £ А;(х){;, где I — единичная матрица и £ = Ко,Г), 6 е ш, Г = 6ИЙ.Будем использовать также следующее обозначение : р(х) = <1е1(7д(х). Пред- положим, что система (1.1) строго гиперболична, т. е. выполнено сле­дующее условие.
Условие 1. Для каждого х € Е 1ЯП \ {0} уравнение 'р/х,^) = 0 ■относительно £$ имеет ровно т различных действительных корней.Мы предполагаем также нехарактеристичность границы, т. е. предполагает-ся выполненным • ■■
Условие 2. Для каждого х из конормального расслоенияИ*)#0.Пусть ТГд : т-5-5 — естественная проекция. Введём следующие обоз-начения
Пусть Ф,:

СЬаг.Ч = {.• €7՜^: р(г) = 0}СЬаг,Л = {г 6 СЧагЛ: тд» е д<^, > 0}.СЬагЛ ►—* СЬагЛ бихарактеристический поток, т. е. Ф, — потокгамильтонова векторного поля Нр. ОбозначимСЬаг^Л = {х Е СЬагьЛ: су II ествует г > 0такое, что для любого з Е (0,г), т^Ф.х Е <2}СЬаг*  А = {х Е СЬагкЛ: ествует€ > 0
Обозначим такое, что для любого х Е (0. г), т<?Ф#х ф). также через каноническую проекцию я* :
7'(дQ).

Условие 3. ОтображениеI ж» : СЬаг+ Л ~ Т"(ВО)является г- кратным накрытием.'I Условие 3 означает, что из каждой точки границы в область входят ровно г бихарактеристик.



Угтпяир 4. Каждая бихарактеристика исходящая из T*Q  трансверсадЬн пересекает границу области Q.Мы также предполагаем, что выполнено условие Лопатинского. того, чтобы сформулировать его в удобной для нас форме, рассмотри тривиальное векторное расслоение Ет над T*Q,  где слоем является К” Поскольку для любого х € T*Q  матрица <гд(х) имеет гл различных лейст, в и те ль них собственных значений, слой над точкой х разлагается в пр» мую сумму m инвариантных подпространств матрицы 04(2). Рассмотрим сужение этого векторного расслоения да Char А, т. е. тривиальное век торное расслоение CharA х JRm ♦ CharA. Это векторное расслоение имеет линейное подрасслоение К *—* CharA, в котором слоем нал точкой 
х € CharA является Кег 0-4(2) (см. [11]). Аналогично рассмотрим трив иальное векторное расслоение £'m(T*5Q)  = IRm х T*dQ  ► T*dQ  и трив­иальное гладкое расслоение Gmtr(T*dQ),  где слоем над точкой т € Т*дЦ  является грассманово многообразие г—мерных подпространств в fftm. Из условия 3 следует, что для каждого х € T*dQ  имеем rfx(2) = (zj,...,zr), где 
Xj € Char/՜ A, j = 1...... г. •Пусть V(x) — сечение расслоения Gmr(T*dQ)  определённое следующим образом : V(x)=K(։։)+ *(»,)  + .- + *(։.),гдс {-i,...,Zr) = ։(х).У слэш® Б. Для каждого х £ 'TdQ, В € Ie(V, £7(7*  3Q)).
52. КАНОНИЧЕСКОЕ ОТНОШЕНИЕйаусть
RefЛ = {(»+,։_):
Обозначим

Z± € Char*  A,Tq2+ = TqZ_, Д4.,— *•  = 0 на 1
Char о A = {x £ Char A: xqx € Qo}-



Определение 2.1. (см. [12]). Ломанной бихарактеристикой оператора А назовём отображение
где ~ {*о» -•» — конечное подмножество [*о>  *1]  такое, что(1) если I - интервал лежащий в [«о.«1]\А» то кривая I 9 • »—  бихарактеристик  оператора А лежъщлл над ; **

(ш) существуют пределы у(а0 + 0), 7(1} ± 0) и
0)) € ЯеМ,

где У = 1,...Д(7).Обозначим через С — множество ломанных бихарактеристик, а через С, — множество, состоящее из ломанных бихарактеристик имеющих I отраженийот границы, т. е. С, = {7 € С: £(7) - I՜}.
бражение т •—♦ Т*(5о  — естественная проекция. Определим ото-

т: (СИагоЛ и Скат*  А) — и
следующим образом »|СЬаГеЛ = »о, т1съаг4л՜ = Рассмотрим также отображенияк0: С, »—* СкагА и Скаг^А, к, : С, ♦֊—» СЬаг^՜ А,У = 1,...» «• X • С*  * Т*Уопределённые следующим образом : *I К>(7) = 7(ъ+0). У = 0.1»х(т) = т(»1)- (2-2)
Открытыми множествами на С, назовём прообразы открытых множеств при этих отображениях. На С,,« = 0,1,... введём топологии, порождённые этими открытыми множествами. Эти топологии, в свою очередь, порож- >Дают топологии на С.



Покажем, что для любой у е С существует окрестность иу С С такм I что отображение есть биекция на образ. Действительно, пусть так^ окрестность точки у(в; 4-0), что равенство тц = жх2 влечёт ц = х2 для все։ х1։х2 € С/>. Существование такой окрестности следует из Условия 4. Теперьв качестве возьмём *(т) £/, = П <(Ц).
>«0Покроем С такими окрестностями, а в качестве координатных отображенийвозьмем композиции отображения х с координатными отображениями мно- гообразия СЬагЛ. Получаем атлас на С, порождающий С°°-структуру. ко­торая превращает С в (2п + 1) — мерное многообразие.Обозначим через 1 следующее отображение

»: С —* СЬагЛ х д(}),

1 — X — (г о «о)*

где *(Т) = (х(7),ток0(т)).Многообразие С имеет следующую стратификацию
С — С\ и Сч и Сз,

где С\ - к0 1( СЬаГ|՜ А), Сч - /с՜^СЬагоЛ), Сз = (т<? о ко)֊1(с*Р  П Qo).Легко видеть, что С\ и Сч — (2п + 1)-мерные, а Сз — 2п-мерное многообразия НРассмотрим симплектические многообразия 'Г £} х Т*(д(2)  и х Т*($о) с I каноническими 2-формами = (?тя() — 0тл(д(?) и и>о — — <тт*ро  соотрет-ственно • мчойсгйх*’ ЛЧЙИЙИИИ НТеор^мн 2.1. (С],։) и (Сз,։) суть однородные лагранжевы подмногообразие в ГР х Г((9Р) и Гр х Т*(Ро)  соответственно. В
у* кизотельс-гво. Докажем теорему только для многообразия (С1,|) (ДЛ*  (С2,։) доказательство аналогично). По определению формы имеем



Л егко показать, что каждая точка уо € С\ имеет такую окрестность С77в, что отображение »0 =ляется диффеоморфизмом. Следовательно.
(2.6)

Определим отображение
Ф: —х(^.)

следующим образом : Ф = X о «о 1- Покажем, что Ф — симплектоморфизм.
Ф' ат*(}  — &т9б<) = 0. (2.7)Фхо = ? влечёт существование такой у € иУо, что /с0(у) = *о,  х(?) = *•  Окрестность иУо может быть выбрана так, что для каждого 7 6 V,.. *( 7) = Ь(уо). В случае, когда <Ь(уо) = 0 имеем, что Ф = Ф»,->։, и равенство (2.7) ■следует из известного результата о том, что Фt — симплектоморфизм. Покажем, что оно сохраняется и при наличии отражений (&(уо) >0). Пусть

5*  = {֊ € СЪаг*Л:  существует у € такое что г = у(«; ± 0)}. (2.8)
Определим отображение
где Г;(г_) = х+, если существует у € УУ9 такое, что ?± = ± 0).Пусть Лг(у0) = к > 0, тогда

*
Ф = Ф ~ о г > о ф-֊ * о гк_1 о ... о Г1 ч. Ф- ж 1 Х *0 (2.9)

Для того, чтобы показать, что Ф — симплектоморфизм, достаточно по- казать, что г;, } = 1,2,..., к имеют то же свойство. В достаточно малой окрестности точки Я’ру(«> 4-0) выберем систему координат таким образом.



8чтобы граница области Q записывалась как хп —.0. Пусть £ — (^0i---,^n)
и: ойственные координаты, тогда

(*01 Х11• ••» 1
(210)

Заметим, что на TS*  форма dz„ равна нулю, и
(211)

Иэ (2.5) и (2.6) следует, что (С1,>) — лагранжево. Лекажем, что оно однородное.Определим на С действие группы П<+, порождённое действием этой группы на т. е. паре 7 Е С и р € ставится в соответствие ломаннаябихарактеристика р7 следующим образом
Р m*o,p ։ m։i] \ {р1 ’n«o,...,p1-m»4(7)} Э*> —. (П - Po-f(s) е i~Q. (2.12)

Для того, чтобы убедится в том, что /ту действительно является ломанной бихарактеристикой достаточно заметить, что система Гамильтона-Якоби и условие (2.1) инвариантны относительно следующей замены переменной ;
"Ч X •—* х, £ •—► р£.

Из определения действия группы на С следует, что
։ о р = р о ։. (2.13)

. 15 сть ( векторное поле на С\, порождённое действием группы К-н Из (2.13) получаем, что векторные поля ^х(С) ° *оК  порождаютсядействием группы на 'ГС} и Гд(}. Поэтому
Го - Х’огт.р - (г о яоГaT.eQ = x*(dKJcr r.Q) - (ж о к0)'(<1(т о к0)С?Т^) = °>

однородное лагранжево многообразие.
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§3. ГЛАВНЫЙ СИМВОЛ ИОФ PoПусть П^2(СБагА) — линейное расслоение полуплотностей на СБ аг А. Обоэ- начим через Кп — линейное расслоение над СБ аг А, являющееся тензорным произведением расслоений К и П1^2. Рассмотрим проекторР(г): ИГ*  КетаА(т),порождённый разложением в прямую сумму инвариантных по.•н рос-транств матрицы <тА(х). Соответственно, обозначим через
Рп: ВТ" 0 Я1/։(СЬ»гЛ) »— Кпгомоморфизм векторных расслоений, порождённых проектором Р(г).! Для произвольной точки го € СЬагА существуют окрестностьи гладкая функция А(г), определённая на С7Жс такие, что для каждого г € £Л0,A.(z) есть собственное значение матрицы сгд(г) обращающееся в нуль в точке Zo- Таким образом, в некоторой окрестности CharA определена гладкая функция A(z), обращающаяся в нуль на CharA. Пусть v — гладкое сечение расслоения Кп- Определим следующую скобку Пуассона

~ )։,%]• (3.1))=о
■1ля того, чтобы убедится в корректности этого определения, покажем, ямто дифференцирование сечения V в правой части (3.1) производится посательным к CharA направлениям. В окрестности точки zo 6 Char А расс­мотрим собственный вектор v(z) матрицы од(г), соответствующий собствен-му значению A(z) и гладко зависящий от z. Продифференцировав равен-во (аА — XI)v =г 0 по £о и воспользовавшись очевидным соотношением (ал)<0 = J получаем

еперь применим к обеим частям этого равенства проектор Р(г). Так как (г)^л(*)  = 0 мы получаем, что А^в = 1 на СЬагА. Продифференцировав авенство (<гА — АГ)V = 0 по (о и хо получаем
(vA - XI) v(.„ + (ал - XI):,v.. + - A,^s = 0.



10Применяя проектор Р(х) к ©тому равенству получаем, что •
(3.2)

на СЬагА. Для i = 1,..,п аналогично получаем
(ал - (3.3)
(Ол - М)с.Ч, = А«.* (3 4)Так как гамильтоново векторное поле Н касается СЬагА, имеем

{^дК. = {А>Ли)г = (#а Аь)г = о. (3.5)
Следовательно, на СЬагА

)<гл.«} = {«'>։,։'} + {A,<u)v£o = ~ *»,»(•)-
» = 0

(З-б)

; = i1-форма </А обращается в нуль на векторных полях Агот— ох, 
. д . д . _ _п, и поетому они касаются СЬагА. Для завершениядоказательства остаётся заметить, что {А/,!?} = и что векторное полеЯд касается СЬагЛ.Рассмотрим ненулевое гладкое сечение v(z) расслоения Л'п в окрест­ности точки zq С Char А. Определим функцию д(х) на £/1в с помощьюсоотношения

/A*)v(*)  = Р(*)[<МФ(г)+  {^л - АМ}]. (3.7)где (7i(x) — субсимвол оператора А, т. е.
՛. (3-8)

—— и %

%

Покажем, что функция д(х) не зависит от выбора локального сечения у(’)и, следовательно, инвариантным образом определена на всём СЬагЛ.



руги ми словами, инвариантна при замене »—*Произвольная скалярная гладкая функция определённая на (7/а. Дла того,■гтобы показать вто, заметим, что на СЬагАI Р(х) к1(*)?(*М х) + {^д - АД р^}] - р(?) Р(*)  [<Г1 (х) г(т) + {ах - АТ, в}] =
К■ = 12 [р^Р(г)('А - - Р(^(*)('л  - =КвI =53“ АД€> - А(у(ал - АТ)<в] <>(*)-
I ^в1В ~ 53 Рб^(*)  - А/)г, - Аг,-(ах - А1)с.] г(т).>=оПокажем, что последнее выражение равно нулю. Для этого достаточно применить векторные поля

гч<> •

■ “дг} *։д£0' ' .......... ’к) обеим частям равенства (аА — А/)и = 0 а затем подействовать проектором Мх). Определим на С функцию дс следующим образом :
Далее, на линейном расслоении Кп определим линейную связность V- Пусть г) — векторное поле на СЬагА, v(z) — сечение расслоения К^, рассматриваемое как сечение тривиального векторного расслоения

П1/2(СЬагА) х НГ*  —♦ СЬагА.
Определим 57п«(х) = Р(г)[Р,,ии)], (3-9)где — производная Ли сечения V вдоль векторного поля т). Эта связность имеет простой геометрический смысл : для того, чтобы осуществить пар-ельный перенос вектора из слоя расслоения Кп вдоль некоторой кривой



12 Р. г. етян, Г. Р.7 нужно параллельно перенести его вдоль кривой.как вектор из слоя трщ иального расслоения П1/2(СЬагА) ® №.т ♦—• СЬагА, а затем полученный вен
• Iтор спроектировать с помощью проектора Р(х).Пусть -/(хх.ха) — бихарактеристика, соединяющая Х1,х3 6 Обоз!начим через ЯУ/Д оператор параллельного переноса в расслоении Ка вдод] кривой 7(гьхз). порождённый связностью V- Таким образом, если то е Кж>, причём существует сечение а расслоения Кп дд!< • Iкоторого V5 = О, >(Х1) = VI, «(х3) = 1^. •Рассмотрим векторное расслоение Мгк = К х К х ... х К (г сом] ножителей) над СЬагА. Слоем в является г-мерное векторное прос транство матриц размера т х г, столбцы которых принадлежат слою расе] лоения К. Таким образом, оператор действующий в Лп, порождав! оператор параллельного переноса Яу 1з, действующий в расслоении Мгк.Полагая г0 € из Условия 3 находим — {х1,...|хг}, где

Zj G Charjf’A, j = 1 — окрестность точки х0 такал, чтсуществуют гладкие ненулевые сечения v;(z) линейного векторного расе-лоения А71, определённые в окрестностях (7ло точек х։° и и2о С тг*[/ ։сО ДЛЯ' — 1,..., г. Поэтому можно определить гладкую матричнозначную функш У(г) в С7,о, столбцами которой являются «1(х),®г(х).Теперь определим следующие матричные функции в и,0 (см. [13])
ИЧ*)  = И։)[В(։)У(։)Г։- (3.10)

Наше определение корректно, так как из Условия 5 следует, что В(г)У(х) есть невырожденная матрица. РИ(х) не зависит от выбора ^(х), и, поэтому, • . I ■ *па определена на Т"д(). Рассмотрим следующие сечения По и И расслоения
Яо(։) = Р(т)И/(т|,г)1 (3.11)П(т) =(3.12)Обозначим через Л4л-(С?1) векторное расслоение полученное поднятием слоев расслоения Мтк относительно отображения ■—♦ СЬагА. Опре-



делим главный символ оператора JFO как гладкое сечение расслоения
Пусть — произвольное ненулевое сечение расслоения 
дQ, 7 € С1, и главный символ определяется формулой^в(7) = Х-ехр[-дс(7)]^ЬЬ։Ь)|Х(7)П(х4(7)_1(7))о° ^'<*( ’т>-։(т).«*(-»)-1(т)^^* С*(т)-5(7))

° ° RX(T),«»(7)n°(KoW)®
(3-13)

Qirfxi1/2)OrQ* /^))-Заметим, что поднятие полу плотностей с Q и dQ на CharA и Char + А относительно отображения ttq и с CharA на С относительно отображения х корректно, поскольку отображения tq: CharA »—♦ Q, tq: CharJ'A »—♦ ф •
dQ и x՝ С CharA сюръективны.Аналогично, обозначим через A4J£(C2) векторное расслоение над С2 по- лученное поднятием слоёв расслоения A'fJJ над CharA относительно ото­бражения х’ С2 *—♦ CharA. Соответственно, для 7 € С2 определим <7^(7) как гладкое сечение расслоения A4JJ(C2) ® Q1^2(C2) формулой :^.(т) = х’ехр(-рс(т)] Я’։„.։(Т),Х(Т)П(''4Ь)֊։(1'))0

° о R’ (7),.1Ь)Ж«о(7)) ®
(3.14)

54- ПРОДОЛЖЕННОЕ КАНОНИЧЕСКОЕ ОТНОШЕНИЕ. Обозначим через Q открытую окрестность множества Q, в которой опреде­лены коэффициенты, оператора А. Соответственно • •Сь/а = {։€Г<2: р{г) = 0, > 0). (4.1)
<7^0Пусть ВкЬ^А — множества бихарактеристик оператора А направленных относительно оси I вверх (+) или вниз (—), т. е. В1сЬА есть множествоотображений 7 таких, что



Рассмотрим отображения ßj: Bich^A »—* Char A, j — 0,1 такие

• ж.

I Ч7й= у(^). Наделим Bich±A структурой (2п + 2)-мерного С°°-многооб. разил, порождённой отображением
Обозначим

Bich|Л = Char^՜ A U Bich^՜ A U Bich^A.Для того, чтобы продолжить отображения на Bich*A  доопределилих на Char*  А следующим образом l * 1ftlchar*x  = >d, 0 = А) При этом Bich»A наделяется структурой гладкого (2п -4֊ 1)-мерного многообразия.<ие 4.1. Отображение
мы называем продолженной до границы ломанной бихарактеристикой опер- атора А, если выполнены следующие условия :1) ДЛЯ любого «1 6 (*о , ? i)\J ограничение у на является ломаннойбихарактеристикой оператора А ;2) х(7) ֊ 7(*1  - О) € Char*  А * ШОбозначим через С множество всех продолженных до г ранит гы ломан- ных бихарактеристик оператора А. Введём на С топологию, являющуюся прообразом топологии на Ch ar J А относительно отображений ло,xt(7j,x Затем мы наделяем С структурой 2п—мерного С00—многообразия с помощью

В многообразии (Char^AuC) х Bich^A рассмотрим следующие подмно- гообразия : • . и= {(71,7а): 71 € CharjJ՜ A, уз С Char^՜ A U Bich^՜ А для i = 1 и7, 6 Bich; А для i = 2, 7, = ^(7,)}.



Сз,» = {(?i , 7з): 71 € С, уз € Char^ А U Bich^A для t = 1 и72 € Bich; А для » = 2, (Зо(7з). х(71)) € RefA}.«w ** _L. •Пусть С = C11UC12UC21UC22. В силу. Условия 4 С является (2п+ 1)-мернымС°°-многообразием и С С С. Заметим, что
С — C*i  U С2 U Сз и С, CG, » = 1,2,3.

Рассмотрим отображение т: С •—♦ Т“(Р) х (Т*(д(У)  х Т“($о)), определённое следующим образом т = 0\ х я о к0, где ко доопределено на Скаг^А как . тождественное отображение.Аналогично тому, как ©то было сделано при доказательстве Теоремы 2.1, можно показать, что (С1,т) и (С2,т) — иммерсированные однородные лагранжевы подмногообразия в Т*(ф)  х Т*(д(Э)  и Т*(ф)  х (Т*(<Э 0). Назовём (С, г) продолженным каноническим отношением. Если С — замыкание С в С, то = {(71,72) € С1Д иСэ 1: £1(72) }.Границу дС можно представить в виде объединения непересекающихся подмногообразий
дС = <Э0Сид+СисСС, • (4.2)где = {(71,7г) 6 С1,1: 71 = 72} ~ Char+A,

д±С = 0СПС2>1 = {(71,72): 71 € С,72 € Char+A, (x(7i),72) 6 RelA},
д-С = {(71,72) € дС: 72 € Bich^A} — С.՛ Из Условия 3 следует, что д±С является г-кратным надкрытием над д֊Сотносительно отображения

Наша цель продолжить ИОФ Ло ло ИОФ ЛЬ с каноническим отношением С. Таким образом, мы должны продолжить главный символ оператора Ло 



16с С на С. С ©той целью рассмотрим линейное расслоение Кл ♦ СЬагЛопределённое аналогично расслоению Кп •—* СЬагЛ.Естественным образом продолжим функцию я(*)  с СЬагЛ на СЬагЛ м ' ֊ ՛ • ,линейную связность ф сК н&К. Соответственно, определим оператор пар- аллельного переноса Определим теперь главный символ оператораТо следующим образом :1) если (уьтз) £ Си иС1д, то
<гЛ(71,7») = (4.3)

2) если (71,7г) € С2д иС2,2, то
»/„(71,7,) = (4.4)

где 0>о определён на продолженных до границы ломанных бихарактерис- • \тиках по непрерывности.Таким образом, построен ИОФ Л): £'г6(д0) х О'гп Д<?о) »—* Р^(ф) такой,что для любого (д,и) € ££,($0) х 1Ут ,(<Эо)

А(»,и) (4-5)

55. ГЛАВНЫЕ СИМВОЛЫ ОПЕРАТОРОВ ИОФ Л,. У > 1Мы начнём с описания процедуры интегрирования сечений линейного расс­лоения со связностью вдоль кривых лежащих на базе.Пусть М произвольное гладкое многообразие, Ь — линейное расслоен- бие над М, ^7 — линейная связностпе на I, г — сечение Ь и 7: [$0, «1]»—♦ М — непрерывная кривая на М.Определим интеграл от V по 7 следующим образом :
/(7(«))ь'(7(»1 ))<<«. (5-1)

где и> горизонтальное относительно связности V ненулевое сечение расслоения Ь над кривой 7, / — функция, определённая на кривой 7 
9соотношением к = /о/. Заметим, что интеграл в (5.1) не зависит от выбора



17горизонтального сечения ы. Действительно, пусть u»i —-другое горизон-т^льное ненулевое сечение такое, что ы = ри^ — векторное поле </7 тогда О - - \7{(рых) = ({p)wi + р Wi = Kp)cui,И р — const ВДОЛЬ кривой у. Поэтому V = /1U>1 влечёт /] = р/ и
Обозначим через Л» ИОФ/(т(Л)Ыт(*1))

каноническим отно ениемс 11

с» = {(։i,jJ)eT-flQxT’d<3: tq։, € 8Q, = ։։} (5.2)
и символом ”9Q |</х|^2 ([14]). Заметим, что

Л 6 - х Нап^Л?), £"(«)).
Нашей целью является построение последовательности ИОФ 5у, ; = 1,2,.с о>л 1им и тем же каноническим отношением С и главными символами, опре­делёнными рекурентными соотношениями и удовлетворяющими следующимусловиям :

(5.3)
IAoV? €l^-(Q.dQ,C,Q^ 0Hom(Em(Q),£r(dQ))), (5.4)

j=o

,-Idt I-1-'(dQ.dQ,CtOC,ni^xBQ0Hom(E'(Q).E'(dQm, (5.5) >=0 / = 0,1,....На языке символов соотношение (5.4) можно записать следующим образом :
<7 (] еЬ^-1-,(С,П1̂ 0ЯОт(ЕГ'֊С),Е'(С)). (5.6)\ >=° /Будем предполагать, что выполнено также следующее соотношение

Ра ) е 5»-։-'(С,П1/։0Нот(£"(С).£г(С)). (5.7)I \ >=о /



18 р, Г. ------- -Отметим, что композиция И ОФ J՜*  и корректно определены, что из Условия 4 следует, что композиция
___  9

С трансверсальна ($7). Также отметим, что канонических отношений С»И ОФ Л построенный в И 2,удовлетворяет всем этим условиям для I — 0 (это будет показано в §7).Пусть то € СЬагА, А/1(т) — гладкая матрйчнозначная (размера (тп — 1)т) функция, столбцами которой являются базисные векторы пространст 
(I - Р(т))Шп. Матрица Л/Дт) определена с точностью до правого действ; группы СЦт — 1, R). ՛Из Условия 1 следует, что дд(г) — .втоморфизм подпространства (/
В окрестности z0 рассмотрим гладкую матричнозначную (размера т х m функцию M(z) = M1(z)[M1tr(z)^(^Af1(zИз инвариантности М(х) относительно правого действия ОЬ(т — 1,И) и; Л/1(т) следует, что М(г) не зависит от выбора базиса в (I — Р(т))Ят ։ поэтому М(г) определена на всём СЬагА. • |Обозначим через Мс(у),' Кс и гладкую матричнозначную функцию линейное расслоение и линейную связность, полученные поднятием M(z)

Кс и \7 относительно отображения у: С »—* СЬагА.Рассмотрим векторное расслоение Нот(£*  (СЬагА), Е™(СЬагА)) на СЬагА, слоем которого является векторное пространство матриц размер т х г. Пусть Л4 есть векторное расслоение, полученное поднятием Нот(Е’г(СЬагА),Е'т(СЬагА)) относительно у: С »—♦ СЬагА. Обозначь через тензорное произведение Л4 над С. Главные символы опеаторов J-j будут сечениями этого расслоения. Рассмотрим гладкие сече
Л ° Уj

4=0

Г5.9



Параметрикс смешанной за^чи ... 19расслоения Л4© и ИОФ с каноническим отношением С и глазными символами Из (5.8) следует, что
Лг(Ло7),։) € 6’»-։",(С,Я1/։0Нот(£га(С)1Г֊(5)). (6.10)Определим процедуру поднятия ломанной бихарактеристики 7 € С из СЬагЛ в С следующим способом :каждой ломанной бихарактеристике у € С, у: [>о,*1]  \ / •—* СЬагЛ, со- • _ •поставим кусочно-непрерывную функцию у € С, у: («о,*1]  \ J •—* С такую,' что для 6 € («о, «1]\Л 7(«): [«о,*]* —» СЬагЛ и у(Т) = 7|(Жв։>1)\- Рассмотримгладкое сечение (5.11)расслоения Л4п- Пусть у 6 С и у — соответствующая ломанная на С.Для произвольных точек 71 и 72 принадлежащим у обозначим через оператор параллельного переноса вдоль бихарактеристической дуги 71,3соединяющей точки 71 = 7(^1) и 72 = 7(^2)- Обозначим через ЗИ*/-  оператор 71 лзпереноса в слоях расслоения Л4л, порождённый интегрированием гладкого сечения а*  вдоль дуги 71,2. т. е. если V принадлежит слою над точкой 71расслоения Л4л. то

3^~ V = ֊ V +
71 Лз 71 Ла ехрРс(тМ)^ (?(*))։!» (512)

принадлежит слою над точкой у.Пусть и 5г2 — проекции Т*(2  х Т*д<2,  соответственно на первый и гвторой сомножители. Рассмотрим композицию
Сь о С = {(З1,х2,7): (п,*2)  € Сь 7 € £С, *1  от(7) = *2}  (513)~ • •канонических отношений С> и С, и отображение ц: С>оС •—► Т*д(^  х Т*дЦ,  действующее по правилу >>(*1,22,7)  = (*ь  *2( т(7))- Тогда (С*  о С,ц) — однородное иммерсированное лагранжево подмногообразие в Т* дQ х T,дQ. Определим отображение </>: 8С >—• С> оС :

։₽(?) = ((»»О5, от)(7),(л։ ог)(7),т). (5Н)



20являющееся диффеоморфизмом, цо^ = х (я*о/с 0). Поэтому, (дС,ц^— однородное иммерсированное лагранжево подмногообразие в T*dQ t

T*dQ  и существует диффеоморфизм из (ЭС, ц о <р) в (С*  о С, ц).Обозначим через Мп(дС) ограничение расслоения A4q на дС С С.мотрим гладкое сечение расслоения Л<л(<9С) определённое следующие * • ч- * . г *1.11 rt РгЗм .<образом
<4 (?) = По(х(7)) о i-i _ (7). (5.15"֊*•£*  .. . 1

'•° ՝ .'4„ fгде 7 € дС. Пусть теперь 7 € С, J7 = (s0,sb ...fsk), и 7 —. соответс
—-твующая ломанная на С. Заметим, что 7(^1),y(sk) 6 С и д-С С дС*0(7) € Char*  А -֊ доС С дС.Главный символ ИОФ определим формулой :СТЛ.։(7) = «Р(-МС(7)] SS> <i(7(»*))+

JtT
+ ^(7))s£;.։ )֊(։։) ... ՝ (J- Н(7(Ъ)) + П(м(7)) S֊l).;(„/»(«o(7))] ...] •

Наконец, ИОФ Tj определим как сумму
заметим, что если 7} есть ИОФ с каноническим отношением С и главны*символом Оу = о~ тогда для любого g C{dQ) получаем

56. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТРассмотрим асимптотическую сумму
. (5-11

I ՛֊-"’• л

И функцию p4(z) € С«(М"+>) такую, что Л(։) = 0 в »/2-окрестности 5<?П и />*(*)  = 1 вне ^-окрестности 0QnQo. ‘Определим оператор



9

следующим образом и*?)  х

£'(г,“о)0 М«|1,։ = />»(») х ?(з>'»<з.«о0 М*'| ։/')>

21
(6.2)
(6.3)

где Уед — ненулевая полуплотность на дQ, введённая в 53.Для формулировки теоремы необходимо следующее
Условие 6. Для любого х £ множество х”1(а;) — конечно.
Теорема 6.1. Если Условия 1-6 выполнены то оператор Е{ является параметриксом Задачи (1.1) — (1.2).
§7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6.1Пусть X и У — С00—многообразия, Е »—♦ X, Е »—» У — векторные расс­лоения и (С,։) — каноническое отношение из У в X. Будем называть (С,։)локально-конечным каноническим отношением, если для любого х €существуют окрестность и, С Т*X  х Т*У  и натуральное число к. такие,что ограничение ։ на С1 (СТ,) есть £,-листное накрытие.Пусть (С1,1}) и (С2,12) — локально-конечные канонические отношения из Ув X. Будем говорить, что (С1,«1) редуцируется к (С2, »2), если су II[ествуетгладкое отображение / из С\ в С? такое, что «1 = «2 о/. Пусть € 1т(Х х
у, С»), ։ = 1.2, и отображение / реду <рует (С1,11) к (С2,12). Обозначиммчерез Л ИОФ с каноническим отно II ением (С2,»2) и главным символом

^(1) = $2^1(7»'). (7.1)
где суммирование ведётся по всем прообразам у,- € С\ точки у € С2 относительно отображения /. Тогда

А г Г(Х X У,С։)
и

у

А = .г։(1по<։г,-։(Л' х у,с։». (7.2)



22
векторные расслоения, (С։,1։), ։ — 1։2 однородные иммерсированные гранжевы подмногообразия симплектических многообразий (Т*Х  х
Тогда (Ci х Ca.tj x i2) — иммерсированное подмногообразие в Т*Х  х T*Y  х

IIмножества Т*Х  х Д хГ2 относительно отображения ц х а2. Будем предпо. лагать, что отображение »1 х а2 трансверсально к Т*X  х △ х 7* 2. Тогда С есть подмногообразие в С1 х С2 (см. [15]).Пусть ГХхГУхГУхГ2н֊.ГХхГ7каноническая проекция и
« = »Xxz ° («1 х а2)|с : (7.3)

Однородное иммерсированное лагранжево подмногообразие (С, 1) в (Т*Лх— и'т-г) будем называть трансверсальной композицией канонич-еских отно II ений (Ci.li) и (C2,t2). Заметим, что если (С1,»1) и (C2,»j)локально-конечны, то их трансверсальная композиция также локальн конечна.Перейдём к доказательству теоремы. Рассмотрим иммерсированное ла­гранжево подмногообразие (7*дфиС,£)  в Т*д$  х Т*(9ф,  где
«1т-9Q = И х id, «la = X х (х*  о xo).

Определим отображение /: дС »-*  Т* дQ\JC следующим образом : /|^в^ = г֊листное накрытие, /\в с : д~С >->С — диффеоморфизм, :^-С С г-листное накрытие. Выполнено следующее соотношен
Î о / = ц о ip. (7.41

Рассмотрим И ОФ с каноническим соотношением С*оС.  Отображена • •/ редуцирует С, о С к (T^дQ^յC,i). Из диаграммы (7.4) и формулы (7.1!



23следует, что
= ^|(то<1/>-1(ад1О<г,Т-д(ЗиС,п;/<}2яв<}0Нот(£’(5<5),£'(в<?)))),— ИОФ с каноническим отношением (T'дQ и С, •) и главнымсимволом :

(7.6)

где (71,...,>) = / ‘(7)-Для того, чтобы доказать (5.5) при / = О, выпишем главный символоператора Т’ь о Т'о. Поскольку дС СьоС— диффеоморфизм, мы имеем€ $п/’(0С, Я&*  0 Нот(Г(0С), Г (ОС))).

Из соотношений (3.13), (4.3), (4.4) и формулы композиции для ИОФ (см. [12]), получаем 4 •а) для у € СИаг^Л ** д^С

= 5(тсо»։(7))по(»,(т))01г;^0<;гво, (78)

Из

б) для у = (71,72) € д^Сид^С

4>’а^ = ։хр(-М71)1*̂ Л?(05(ж <г<>ж,(7}))*д|<(։Г 1/2

I <соотношений (7.6) - (7.9) получаем

X

(7.9)

(7.10)



24Отсюда и из соотношений (3.10), (3.11) следует, утоГ<4,(7) = В(т<?(7))12Р(7,)^(7)[В(7)^7))-։0<^1?0ъ‘^<г. (7.11)

Пусть Е+(т) — линейное подпространство в П1т, натянутое на столбцы Г 4 . *. матрицы У(1). Проектор £ Р(%) действует на Е+(у) как тождественный >=1оператор. Следовательно, получаем
= (7.12)б) для 7 6 С<4, (7) = ехр[֊дс(7)] к&'аэ х(7))’о1^Г1/2хх ЯХ։т)-1(7).х(т)П('։‘(7)-։(7)0".- ° ЛХ(Т),«.(7)(П»('с»(7) 0 |<*г| 1/2) 0 Яд»'«<? +

Г
+ ^ехр(-^(7,)]»с^<г0В(1г<} ох(7,))0»в1<1։|՝1/։ х П(к(%)) 

> = 1

(0 (<^^1‘^г) 0) ^диад,г-“е (71...... 7г) = /-1(7). Я» .Заметим, что ’9 ° Х(7>) = »<} о Х(т), я,(^) =Л«.(Т,)л.+1(7,) = Л«.(т).«.+>М՛ 1 =°>-А-1, Дс(7,) = Дс(7), > = 1,...,г.Таким образом, получаем’/.(7) = ехр[֊д։(7))^Рв<} 0 В(1(г о х(7))хд|</։|“։/։х I^ + ^П^^^Л*»<,)-.(7). х(т)П('։‘(7)-1(7)о... (713)1
•••оЛХ(т).«.(7)<По(''о(7)0х^|<11|1/։)0^к.в1г. IИз (3.12) следует, что 1

В^О°ХМ)(1 + £>(х(7;))) =
> = 1
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= В(1Г() о х(1))

Г

- Е РМъ)) X ох(^))В(Г() ох(7<)) =

= В("-<? О х(7, )) - В(*д  О х(т)) X

X Щх» о Х(7))В(я<? О Х(7)).

(7.14)
ГПроектор £ Р(Х(7>)) действует на £.(х(7)) как тож.«т.»т »>х1 +\дки/ тождественный оператор,поэтому используя соотношение (ЗЛО), получаем

В(х0 о Х(7)) х £ Р(х(уу)) I х 0 Х(у))В(г<] о х(7)) = 
\ 7 = 1 /

В(Ч о х(7)) X ( £ Р(Х(%))) И(х։ О х(7))(В(»о 0Х(7))х 

\>=1 /
X ^(т,ох(7))]-։В(х13оХ(7)) = 5(,сох(7))

(7.15)
Из (7.13) - (7.15)доказано для следует, что <гд(7) = 0 для 7 е С. Тем самым (5.5) 0. Соотношение (5.5) для I = 1,2,... доказываютсяаналогично.Мы не будем останавливаться на доказательстве (5.6), поскольку оно проводится стандартными рассуждениями, и перейдём к доказательству

окажем, что Ра-ПЛ^о) =0. (7.16)|орошо известно (см. [12], [16]), что 
9

о-НЛ^о) = {о’л.ох,} + ։г_։(Л)<гу0.тсюда
<^-|(ЛЛ0)_ Р({„А-Л/,ал,) + а-1(Л)<гл0) + Р{Л,^։} = р<гЛ(, + Р1>я,ал =

+ ^н,(Гу0 - (\7я, + д)ехр(-/лс(7)] х Х’Л^։
н, = 0. V =

■алогично,



26Используя (5.16), (5.12) и (5.11) последнее выражение можно переписать^виде
։=0т. е. выполнены соотношения (5.7).Нам осталось показать, что разность между Еб(д,ио) и точным решением задачи (1.1) ֊ (1.2) принадлежит С°°((?). Пусть У$(д$) — 6-окрестность множества дЦ в 1Лп+1. Для х Уб(д<2) имеем

Uo) “ Е6(д, ио) — (1 ~ Рб(х)) F(g, Uo) = 0.
С другой стороны, Д^,и0) € С Поэтому и» = Е$(д,^)^\— решение смешанной задачи с бесконечно дифференцируемыми даннымии эти данные с -согласованны.
ABSTRACT. In the paper a parametrix for ixed problem for a hyper-bolic system in a situation where the bicharacteristics are transversal to the boundary is constructed in the form of a global Fourier Integral Op­erator (FIO). So the construction of the parametrix of a mixed problem for second order hyperbolic equations, suggested by J.Cbazarain, is ex­tended to hyperbolic systems. The manifold of broken bicharacteristict, supplied with a structure of a homogeneous immersed Lagrangian sub­manifold, playes the role of the canonical relation for FIO. The symbol of FIO is constructed as an asymptotic sum of smooth sections of certaii vector bundls on C. .
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