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Рассмотрено несколько моделей канала множественного доступа с 
ттнум я кодерами и одним декодером и канал. множественного доступа 
с иерархией источников. Решена задача построения внешней и вну
тренней границы для Е—пропускной способности.

§1. ВВЕЛЕНИЕ

Канал множественного доступа (КМЛ) с двумя кодерами и одним деко

дером IV = {И7 : Д'] х А'з ।—* У) определяется матрицей переходных

вероятностей

6 Л'ь *2€А2, у Е У}.

где Л'1 и А'г - алфавиты первого и второго входов канала, а У - выходной 

алфавит. Пусть х, = (х,1, х?,.... х") Е Х-*, » = 1,2 и у = (у1, у\уп) Е Уп. Мы 

изучаем каналы без памяти, для которых . ՝ у
п

И7П(у|хьх2) = Р[И7(у||х‘1>х,2).
1=1

В настоящей статье будет рассмотрено несколько моделей КМ Л. Первая 

модель - ато НМЛ с коррелированными источниками, который был впервые 

исследован Слепяном и Вулфом [1]. - *?*Ь

В этой модели имеются три источника, один из которых связан с 

обеими кодерами,, а каждый из двух других связан с одним из кодеров. 

Множества сообщений источников обозначим соответственно ЛЬ.МьМг. 

Кодом длины г* для такой модели называется тройка отображений

/1 : -Л/о х М ] и-—» X™, м0 х м71—> х;,
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Ио

и

КМД с коррелированными источниками

: Уп *—' Мо х х М2,

где /1 и /2 суть кодирования, а </? - декодирование Основными характе

ристиками кода являются тройка скоростей передачи (все логарифмы и 

экспоненты в статье имеют основание 2)

- 1о£|Л/<|. 1 = 0,1,2 
п

и вероятность ошибки декодирования Обозначим для т1 6 Л/, 1 = 0 1.2

«т0,т։,т2(/1,/2.^>”) = ^”(1/ • ^(2/) # (™0, т1. ™з) I /1(т0, /2(^0. П>2)). (1)

Средняя е(/1։ /2,^, п) и максимальная е(/1,/2,^, п) вероятности ошибки

определяются как обычно :

|Л/о| ■ 1ЛЛ1 |ЛЫ то-т։
ТПо.ГП > лп?

ГПаХ ето,гп|,т։
ГПО|ГП) ,т

Тройка неотрицательных чисел Яо,Я],/?2 называется £ ^осгли *;ил<(.»и для 

КМД УУ, если для любого д > 0 и для каждого достаточно большого п

существует код длины п такой, что

- 1о£ |М,| > Л - 
п

а средняя вероятность ошибки удовлетворяет ^<ловию

, е(/1,/2»п) -•



64 Е. Арлттанян, 1У1 Арутюнян, А. Аветисян

Областью пропускной способности КМД IV называется множество всех дос- 

тижимых троек скоростей для всех £ > 0. В отличие от дискретного канала 

без памяти (ДКБП), для КМД области пропускной способности для мак

симальной и средней вероятностей ошибок могут быть различными. 
К

Наша цель - изучение области £֊достижимых скоростей для е = 2“п£, 

Е > 0. которую мы называем областью Е-пропускной способности. Показа

тель Е будем называть надежностью. Функциональная зависимость ско

рости от надежности (см. обзор [2]) была исследована для различных 

каналов и источников. А * -

Ранее [1,3] для КМД была рассмотрена задача исследования зависи

мости надежности Е от скоростей из области пропускной способ

ности. В частном случае, когда |Мо| = 1, получаем классический КМД, 

впервые введенный Шенноном [4] и изученный Алсведе [5, 6] и Ван дер Ме

леном [7]. Шеннон описал область пропускной способности этого канала. 

Алсведе [5] получил простую характеризацию области пропускной способ

ности, а также другую характеризацию в [6].

В [1] была найдена область достижимых скоростей КМД с корре

лированными источниками и построена граница случайного кодирования 

(нижняя граница) в “форме Галлагера” для надежности как функции ско

рости. Для этой же функции в [3] была получена верхняя граница (граница 

сферической упаковки).

В настоящей статье приведены внутренние и внешние границы области

Е-пропускной способности для различных моделей КМД аннексированные 

в [8]. Внеш* границу мы называем границей сферической упаковки, аю

внутренюю границу - границей случайного кодирования. В частном случае 

Щз! = 1, КМД называется асимметричным [9]. В этом случае внешняя и 

внутреняя границы (для надежности - как функции скорости и для области 

Е-пропускной способности) совпадают при малых Е.

работе [3] показано, что формы аналитической записи Арутюняна и

I аллагера для границы сферической упаковки эквивалентны. Там же было
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показано, что внешняя и внутреняя границы для скорости как функции 

надежности, при малых Е совладают также для КМД с коррелирован

ными источниками, когда матрица переходных вероятностей, определяющая 

канал симметрична Аналогичный факт ложно доказать для границ, обсуж

даемых в настоящей статье.

Рис 2 КМЛ с подглядывающим кодером

Следующая модель, рассматриваемая в настоящей статье - это КМД

с подглядывающим кодером, введенная Виллемсом и Ван дер Меленом [10.

11]. В этом случае (см. Рис. 2) первый кодер получает полную информацию 

о втором кодере, а общий источник отсутствует т.е. 1Л/0| = 1 Полученные 

для этой модели внутренние и внешние границы области Е-пропускной 

способности также совпадают при малых Е

Результат для асимметричного КМД естественно обобщается на слу

чай модели КМД с 5 входами, связанными с 5 источниками согласие

следующей иерархии (см. Рис. 3)

Рис. 3 КМД с иерархией источников 
' ■. • • ՝ ; >
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г-ый источник (г = 1,5) связан с первыми г кодерами. Эта модель 

была рассмотрена Преловым [12], который определил область пропускной 

способности такого КМЛ. Мы приведем внешние и внутренние границы 

области Е-пропускной способности этого канала.

§2 ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Очевидно, что внешняя граница области достижимых скоростей, постро

енная при экспоненциальном убывании средней вероятности ошибки с 

заданной надежностью Е, верна также в случае аналогичного убывания 
4 - ’ •максимальной вероятности ошибки. При исследовании же внутренней гра

ницы области достижимых скоростей достаточно рассматривать только 

максимальную вероятность ошибки. Это отражено в нижеследующих тео

ремах.

Введем вспомогательную случайную величину (7 со значениями в

конечном множестве Ц Пусть случайныё величины Х1,Х2,У образуют 

цепь Маркова и задаются совместными распределениями вероятностей 

(РВ)

Р = {Р(и,Т1,2:2) = Р0(и)Р(г1։ *2|и), и еЫ, *1 € , х2 € А2}

и

Ро V = {/э(и.х1,г2)И(у|х1, х2), ие/у, *16*1, х2 € *2,- у € У)

с некоторой матрицей V = {V(у|х 1,х2), 6 *ь *2 6 *2։ у £ >}.

Мы пользуемся следующими обозначениями :

для дивергенции 

о(уци'|р) = 0(ро уцро и7) = £ Р(и.т1,т2)У(у|х,.г2)1о8

для энтропии

1{р(^11Х2\и) = ֊ 52 Р(*х. *2|и),
и.*Ь*3

Нру(У\Х>,Х2,и) = НРу(У\Х1,Х։) -
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= ” 52 ^*(и»։ьа:։)^(։/|х1,Х2)1ой Р'(у|^ь«2)
*»*։ ,*з,9

«•ш

и для взаимных информаций

/р,и(Г ЛХ։,Х2) = Нр(Х1,Х2)- НрЛ,(Х1,Х2|У).
I

1рУ (^ Л *11*2» У) — Нр(Х}, |Х2, [/) — Нру(Х\|Х2, у, и), 

1ру(У Л Х1, Х2|С^) — Нр(Х\, Л2|^) — Нру(Х\, Х2|У, [/).

Для удобства введем специальные обозначения для внешней и вну

тренней границы области Е-пропускной способности Пусть IV - ма

трица переходных вероятностей КМД и Т>(№,Е) - облась Е-пропускной 

способности этого канала. Область Р,р(И; Е) в координатном пространстве 

Яо,Я1,Я2 назовем границей сферической упаковки для Р(1У, €), если для 

заданного Е > Ь > 0 и любого кода /ь/2,9? из

е(/1, /2, <р, п) < ехр(-п(Е- 6))

при достаточно больших п для скоростей этого кода следует

(Ло ֊6. Я1 - 6, Я2 - 6) € Т>лр(И< Е).

Внутреняя граница для Р(И7, Е), называемая границей случайного кодирова- 

ния и обозначаемая 7?Г(1У։Е), имеет следующее свойство : для Е > 6 > 0 и 

для достаточно больших п существует код /1,/2,¥? для КМД такой, что

е(/ь/2,^,п) < ехр(—п(Е — 6))

и

(Яо 4 6, Я, + 6, Я2 + 6) 6 О,(И', £).

Теорема 1. Для КМД с коррелированными источниками объединение ослас-

глей

О < Я1 < шт 1ру{) ЛА1|(7, Х2), 
“ ” V :^(^||И'|Р)<£

О < Я2 < пнп 1ру^У АЛ'2|Е,Х1),
“ V Р(У||И'|Р)<£

Я։ + Я2 < шш /рг(У Л Ах, А2|Г ),
“ У:Р(И|И'|Р)<£

О < Яо + Я1 + Я2 < т։п /р^(Т л А\, А2
֊° - V £>(У||И'|Р)<£

(2)

(3)

И)

(5)

п° различным РВ Р на х Т2 х // есть I )•
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Следствие 1. При |Л/о| = 1 объединение областей

Яо = О,

0< Я, < гтип 1р,у(У ЛХ1|Х2), 
И||И'|Р)<Е

О < Я2 < пгйа /р у(У Л А'з|Х1), 
~ У:Р(У||ИЧР)<£

Я1 + Я2 < пип 1ру(У ЛХ1,Х2)
V Д(1/||И/|Р)<Е ’

по различным РВ Р на Х\ х Х2 есть Р։р(И/, Е).

Следствие 2. Если |Л/2| = 1, то объединение областей

Я2 = О,

0<Я! < пип
V Д(И||И'|Р)<Е

1ру(У АХ^Хз),

О < Яо + Я1 < гп1п 1р у (У ЛХ1,Х2 
~ V О(к'||И,|Р)<Е

по различным РВ Я на х Х2 есть Т>ьР(М/, Е).

В следующей теореме мы предполагаем, что в КМЛ с подглядывающим

кодером второй кодер получает полную информацию о первом кодере, а

|Мо| = 1.

Теорема 2. Для КМД с подглядывающим кодером и |Мо| = 1 объединение 

областей

Яо = 0,

О < Я, < Н/>(Х։),

0<Я»< гпт 1ру(У АХЛХ^,

Я1 + Я2 < тт 1ру(У ЛХьХз) 
V П(^||И'|Р)<Е ’ ՝ *’

по различным РВ Р на х Х2 есть Р,р(1У, Е).

С ледующие результаты ֊ о построении внутренней границы Е’-пропус-

кной способности.
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Теорема 3. Ллл КМД с к0ррелчроламными рсточмЧ11Лми лыпуклая о6(М0„о 

области

V о^Р)<Е Цру{У л ХШХ*) + О(УЦИЧР) - Е1

Лг - V рЛйя)<1>.‘'(У Л + О(К||1У|Р) - Е|+,

Я։ + Яг ֊ У С(г1^|Р)<е|^‘'<У Л + Р(И|И'|Р) .. Е|* ,

Яо + Я, + Я? < у О(у^р^Е\1ру(У Л А-։, А'։) + О(1-||И’|Р) - £|+

при РВ Р на х х Л2 таких, что случайные величины А'։ А2 условно 

независимы от заданной и, то есть

Р = {Р(и,х1,г2) = Ро(и)Р1(х1|и)Р2(х2|и). и 6 X) € , х2 € Л2},

является Т>Г(\У, Е).

Следствие 3. При |Л/о} = 1, выпуклая оболочка области

Яо = О,

ггип
V Р(И|И'|Р)<£

Иру (У л А'։|Л։) + £>(У||И'|Р) - Е|+ ,

Ш1П
V Р(И|Н |Р)<Е

|/рЛ(УлА։|А-1) + Р(Ц|1У|Р)֊ £|+,

тт
V Р(^||Н |Р)<£

|/РТ(УлХ1,А-г) + О(^||1У|Р)-£|

при РВ Р на Л} х %2 таких, что случайные величины \1 Л независимы

Р = {Р(х1։х2) = Р1(Т1)Р2(Х2). ■ X] 6 ^1» *2 -Ц).

является РГ(И; Е).

Следствие для случая асимметричного КМД формулируется аналогич

но. В отличие от общего случая в этой границе (как и в С ледствии 2|

входное РВ Р - произвольное совместное распределение на Л\ х А2.
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Георемп 4. Для КМД с подглядывающим кодером выпуклая оболочка области

Яо = О,

ггпп
V 0(И|И'|Р)<£

|/р, V (У Л а:2|Х1) + О(У||И/|Р) -

пйп |/ру(У Л Хь Х2) + П(У||^|Р) - Е|
V Р(И||И'|Р)<£

при различных РВ Р на Х\ к Лг есть 2?Г(ИЛ, Ек

Теперь сформулируем результаты для случая КМД, описанного в §1, с

5 > 2 входами и с иерархией источников. Канал определяется матрицей

№: х Х2 х .. х

Определения кода, вероятности ошибки, скоростей передачи Я1,...,Я$, ди

вергенции и взаимной информации, областей Т>,р и Рг для этого случая 

обобщаются естественным образом. $

1еорема 5. Для КМД с иерархией источников объединение областей

0< Я, <т.п/Ру(Х1ЛУ|Х2>

О < Я, + Нг < тга /Ру(Х։, Х3 Л У |Х3.......Х5), ■

0< Я, +Н2 + --- + Н3 <т։п/Ру(Х։>...1Л5ЛУ),

п<> произвольным РВ Р на Х\ х Х2 х ••• х где минимум во всех случаях

осрстся по матрицам У : X) х • •• х Х$ <—* удовлетворяющим условию

О(УЦ^1Р) < Е,

являетсв Т>1р(И', Е). ՛■՛ ■

Теорема 6. Для КМД с иерархией истопников выпуклая оболочка областей

<пип|/Ру(Х1ЛУ|Х։,...1Х5) + О(У|ЦУ|Р)-£|+,

Я1 + Я; < т։п|/Ру(Х1,Х2ду|х3..... Х$) + О(И|И’|Р) - ЕГ,



o< Ry + Я2+- + Hs <TivnIpy(Xit...1XsfiY) + D(V\\W\P)-£|+,

для произвольных PB P на Ад x X? x • • • x Х$, где минимум во всех случаях

берется по матрицам V Ху х ••• х Х$ ՛—♦ .У, удовлетворяющим условию

D(V\\W\P) < Е,

является Vf(W, Е).
9

Вывод границы сферической упаковки Р,р для различных случаев 

отличается лишь некоторыми деталями, то же имеет место и для границы 

случайного кодирования Vr Мы ограничимся изложением доказательств 

лишь Теорем 1, 3 и 6. 
♦ > /• "' " & ■ rfF f. *

§3 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

В доказательствах теорем и лемм используем понятие типа, условного типа 

и некоторые хорошо известные комбинаторные неравенства из книги [13] 

(глава 1, §2). Неравенство (5) является следствием границы сферической 

упаковки для F-пропускной способности ДКБП, поскольку КМД И’ имеет 

не больше возможностей, чем ДКБП с входным алфавитом Х^ х X? и той же 

матрицей переходных вероятностей W.

Доказательства неравенств (2), (3) и (4) аналогичны, поэтому мы 

• докажем только неравенство (2). Из условия

ef/i./j.V’.՞) <exp(-n(E-Ä))

следует, что

1 
|ЛГ0| 1МФ1М21

_ ^-|(mo,mbm2)|xi(mo,m1),X2(mo,m2))
ГПо 1 1^3

< ехр(—п(Е - 6)). (б)

Рассмотрим конечное множество Ы такое, что |//Г > ։ Ио|. Кроме ото

Сражений /} и рассмотрим также отображение /о : Л/q ।—» Цп Обозначим

/(m0, ml, т?) — (и( *п0), Xi xj(ni0, т2)) 
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и через /(Л/о, Л/1, Л/2) - множество всех троек (и(тпо), хДто, пц), Х2(то, тг)),

т, € И֊ ,1 = 0,1,2.

Пусть*
иксировано РВ

Р = {Р(и. *1,Хз) = Ро(и)Р(х1} г2|и), и 6 и, 6 Х\, х2 £ ^з}-

Напомним некоторые комбинаторные понятия из [13]. Обозначим через

Лг(и|и) число появлений и Е в последова ельности и. Типом последова- 

тельности и € //п называется распределение Ро на И такое, что

для каждой и 6 и
п

Множество всех последовательностей типа Ро на Цп обозначается 7рс([7).

Будем говорить, что (Х1,х2) 6 X* х Х% имеет условный тип Р для заданной

и € , если

/У(и,л:1,л:2|и,Х1,Х2) = #(и|и)Р(гьх2|и)

для любых и ЕЕ и, гу ЕЕ Ль г2 € Х^. Для и € Тр0(Ц) и стохастической ма

трицы Р И ।—* Хг х Хч множество всех пар (Х1,х2) € X? х Х%, имеющих 

условный тип Р, обозначается 7р(Х1,Х2|и). Мы будем пользоваться со

вокупностью множеств различных типов 7р0(Г/), Тр(С/,,Х2), 7р(А՜! ,Х2|и), 

^р(А]|и,хг) и т.д., которые определяются аналогично. 
• ■'

Введем следующие множества

-4р0 = {/о(Мо)Л77>0(1/)),

Ар = {/(А/о.МьЛ/^ПТрСС/.ХьХ։)),

Лр(и(т0)) = (/1(то,Л/1) х /2(т0, Мг')) П ТР(Хг, Л։|и(т0)),

Лр(и(т0),х2(т0,т2)) — {/։(п»о. ЛЛ) Л 7р(Х, |и(то), х2(то, тз))}.

Пусть тип Р таков, что

(п+1)-1"1|Мо|<|Лро|
• г

и

(п + ])֊м 1Л-.1 |^||М1|. (М։| £ |Лр(и(тоо))|։ и(т0) € Лр0. (8)

(7)



Неравенство (6) можно переписать следующим образом

и(т0)€Ляь (ж։(то,т1),х3(то,та))€Лр(и(то))
СУ ~<Р 1(п։о,т։,т։)|х1(то,т1),

хг(то,т2)) < (п + 1)|"’Н*‘Н*»1|ЛРо|. |ЛР(и(то))|ехр(.-п(£ - $)).
(9)

Вместо Тру (У|и(то), Х1(шо, Ш]), х2(то, тп2)) в левой части (9) можно взять

Уп. Учитывая, что при этом вероятность №* будет зависеть лишь от Р и

У, получим

и/П(у1х1(гпо, ^п1),х2(т0,т2))-
и(т0)€Лр0 (х։(т0,т1),Хэ(т01т3))€Ар(и(т0))

•[|7,р,г(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))|-

֊|Тру(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))Пу>~1(то,т1,т2)|] <

< (п + I)1"’1 |Л1’ |Л’||АРо| • |Ар(и(т0))|ехр(—п(Е - 6)).

Отсюда следует, что для больших л

|Тру(У|и(то),х1(то,т1),х2(то,т2))П<1р’1(то1т1,т2)| >

|7р>։/(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))|- ехр(-п(Е — 6)) 
1Уп(у|х1(т01 пи), х2(т0,т2)) (Ю)

Зафиксируем т0 и т2 и заметим, что

|Ар(и(то),х2(то,т2))| < |7>.у(У|и(т0),х2(т0,т2))|х

тт
Х1(т01т։)ир(и(тв)1Х։(т0,т։))

х

С учетом (10) и комбинаторных неравенств [13] получим

|Ар(и(т0),х2(т0,т2))| <

ехр[пЯР.у(У|Хг,С/) - пЯЛу(У|и,Х1,Х2)] 
- (п + 1)֊1“11А’.11*>1 т ֊ ехр[п(£>(У||ГУ|Р) - Е - 26)]'

При условии положительности знаменателя правую часть (11) можно 

(И)

ми-

нимизировать по V. Достаточным условием для этого является

Р(У||1У|Р) < Е-6.

Поэтому для части кодовых слов Ар(и(т0),х2(то,т2)) фиксированного 
4

условного типа получаем оценку (2).
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54. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3 
••

Доказательство ^Теоремы 3 основано на методе случайного кодирования,

предложенном Шенноном [14, 15]. Сначала мы докажем следующую моди-

леммы об упаковке [13]. Пусть

Ро = {Л)(и), и Е и). Р = {Р.(х.|и), х. € Д'., и € и}. 1 = 1,2

суть некоторые РВ и

Р = {Р(и,х1։х2) = Р0(и)Р1(х1|и)Р2(х2|и), и € , х2 € А2 }.

Лемма 1. Пусть Е > 6 > 0 и тип Р на Ы * Х\ х X? задан. Пусть

— 1о£ |Мо х М1 х М21 < п
ПНП 

У:Р(У||И'|Р)<£
|/лН*'ЛХ1,Х։)+Р(И|И'|Р)-Е-6|+, (12)

110в|Л/։хМ։| < у о(г1™п|р)^|7Ру(УЛХ։,Х։|£/) + Р(И|^|Р)-Е-«|+, (13)

|М>| < 1МУ Л %։|Х2. и) + Д(У||1Г|Р) - Е - «|+, (14)
\ " I V /

£։°8|Л72| < у в{ ттр><£ |7Лу(У л Х2|Х,. (/) + Д(У||1У|Р) ֊ Е - «|+. (15) 

Тогда существуют векторы и(т0) € Тр0(Ц), х^т^тп!) € Тр(Х1|и(т0)), 

х2(тпо,т2) Е Зр(Х2|и(т0)), т, € Л/,, 1 = 0,1,2 такие, что для каждой 

тройки номеров т0,гп1,т2 и для каждой пары стохастических матриц V, V1 :

Ах х А'г ।—» У, при п > по(\Ы|, |А11, |АГ2|, |^|, 6) имеет место неравенство

|7р,г(У|и(т0),х1(т0,т1),х2(то,т2))р| 7>у.(У|и(то),
(т^,т',т^)^(т0,т։,т2)

Х1(то,т'1),х2(то,т',))| <

< |Тру(У|и(п։о),Х1(то,т1),х2(то,т2))| ехр[-п|Е - £>(к'||И'|Р)|+]. (16)

доказательство Для заданных Л/0,Л/1,Л/2, удовлетворяющих условиям

(12) (15), случайным образом выберем три набора векторов

и(т«) € Тр։(1/), хНто.т,) € Тр(Х։|и(то)),

х2(то,т։)€Тр(Ха|и(то)), т, = 1..... 2|Л7;|, « = 0,1,2.
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Обозначим через С(Л/0,Л/1,Л/2) множество всех упорядоченных наборов

С = {и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2), т» = 1,2|Л/Д, I» 0,1,2).

Если для С выполняется (16) для всех то,т],т2 и V, У', то тройки векторов 

(и,Х1,х2) обязательно будут разными для разных троек (то,т1։т2). Для 
*

каждого набора С из С(Мо, М\, Л/2) обозначим через Лто т,(С. У, Ух) 

левую часть (16). Если Р(У/||И/|Р) > Е, то ехр[-п|Е - £>(У*||\У\Р)|+) = 1 

и (16) верно для любого набора векторов.

Нам остается рассмотреть случай £)(У'||1У|Р) < Е. Пусть

лто,т„т։(С) = (П + 1)֊м 1*11*’11>1 £ £ Лто,т„т։(с, КИ')Х

х ехр[п(Е - £>(У'|| 1У|Р) - НРу(У |СЛ Х1,Х2))].

Если Лто>т։ 1ТП։(С) < 1 для всех то,гП1,т2, то (16) имеет место для всех

гпо.гпь та, У, У'. Отметим, что если для С € С(Мц, Л/1,А/2)

8|Л/0 х Мх х М։| л-п0.т>лп։(О < 2>
П1д ,1711,771 э

(П)

то Ато<тх,та(С) < 1 по крайней мере для |Л/о х М\ х Л/2| троек (то,т],т2).

Кроме того, если С' является частью набора С, то

для всех таких троек. Поэтому достаточно показать, что для всех троек 

(то.п^та) при случайном выборе С

ЕЛ (С) < 1/2. (18)

Чтобы это показать, оценим ЕЛт։,т>.т։(С, V, V")- Имеем

ЕЛт։т։1т։(С, У, V') = £ ^г1у 7>.у(У|и(т0),х։(т0, т,),х։(т0, т։)) И 

У€У-

7р у/(У|и(т0),Х1(т0, т1),х2(то, н12))].
!7> । ,ТТ> д ) ( т о > ,171 д )
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Здесь Рг обозначает вероятность события в скобках при случайном выборе 

С методом, указанным в начале доказательства леммы. Обозначим

Рг(У,т0,пц,п12) = Рг[у € 7р։у(У|и(т0),Х1(т0,пи),х2(т0,п»2))].

Пусть

Р^У'.тЦто.пн) = Рг[у € Тр>^(У|и(т0),х1(т0,т/1),х2(т0, т2))]

есть условная вероятность при условии, что только Х1(то,п1/1) выбирается

случайно для фиксированных и и х2. Аналогично определим

Рг(У,т^то, 1щ), Рг(У', т'1։т'2|т0). Имеем

ЕЛ (С, У, У

Рг(И/,т/1,т/2|т0)+

у€У

Рт{у\тп^ (19)

В первой сумме в квадратных скобках имеем

Рг(Г,т;|т0,т2) = |7>(Х1|и)|-1|{х1 : Х] е ТР{Хх |и), у е Тру.р|и,х1,х2)}| <

< (п + 1)^|*‘Н*’1ехр[-п(ЯИХ։|19 - Ялу<№|У.Л։.У))] = 

= (п + 1)1“1И.11*>1 ехр(-п/Лу,(У л Л'1|Я,Х2)].

В после, чем равенстве учтено что вследствие условной независимостиИ

случайных величин и Х2, для заданной и имеет место

У Л А՜! |[/) = !Ру.(у Л XI |17, Х2).

По аналогии, для второй суммы получим

Яг(У',т^|то,т։) < (п + !)•“> <*•• •*’1ехр(-п7Р,у.(У ЛХ։|С/,Х։)],

В третьей сумме

Рг(1//։т',т2|т0) =



|{(Х1,Хг) : Xi € 7p(Xi|u), x, € 7p(X,|u), у g 7ру(У|ц,х,,х;)}| 
|Tp(X,|u)|- |Tp(X։|u)lI --------

< (n + 1)|и| |**| |*’|ехР[-П(Я|»(Х1,Х։|^)-Ялг<(Х1.Х։|У.У))] = 

= (n + 1)>"I >**• >*’• exp(—nZp^<(y Л X։,X։|iq].

Наконец, для и, аналогично, для Pr(V, m0, m1։ m2) имеем

Рг(У,т0,т1,т9) =

|{u € Tp0(U), xi € Tp(Xi|u), x2 € 7>(X2|u), у € Тру(У|и,xi,x2)}| 
|TPo(C/)|.|Tp(X1|u)|.|Tp(X2|u)| “

< (n + l)l"l I'’՜*! I՜'՜’! exp[—п(Яр((/, X։,Xj) - Яр,у(Я,Х1.Х։|У))] = 

= (n + l)1""*11 |ДГ։| exp[-nZp,v(y A X։,X։)1.

Заметим, что если у £ Тру(У), то Рг(У, т0, пц, т2) = 0. Из (19) и получен

ных оценок для вероятностей получим

EXm„mi,m։(C. V, V) < ехр[пЯр,„(У) ֊ п^у(У Л X,, Х։)] • (п + 1)’^1 >*֊• •*>! х 

x{(2|jW1|-l)exp(֊nZp,v֊(yAX1|C/,Xj)] + (2|AfJ|-l)exp(-nZp,v-(yAA-J|t/,X1)]+ 

+(2|Л/,| - 1)(2|Л/։| - 1)ехр(-п/р,у.(У ЛХ1,Х։|Я)]+

+(2|Л/о| - 1)(2|Л/1| - l)(2|Af2| - 1)ехр[-п-7р,у.(У Л Xi.Xj)]}. (20)

Согласно определению AmOim։<ma(C) имеем

EXmo.mi,m։(C) = (п + 1)1И1 И.НЛКИ+’) £ £
V V‘-.D(V'\\W]P)<E 

z exp(n(E - ^(rilWIP) - ЯрЛ(У|С/, Х1,Х2))]ЕЛтв,т|.тэ(С, V, У').

Из (20), неравенств (12) - (15), комбинаторных неравенств [13], а также 

D(V'||WjP) < £ следует, что

EXm„m„m։(C) < 8(n + 1)M 1*֊1ехр(-п5]. 
vy1

Учитывая верхнюю оценку числа всех условных типов, имеем 

ЕЛто,т1,т։(С) < 8(n + 1)|м| |Л>| |Л֊’|(3|У |+։)ехр[-п<), 

откуда при п > п0(|Я|, IXilJ^I, |У|,6) получим

Е Ат0,т»,тэ(С) 5. 2* 
♦ f

Лемма доказана.
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Доказательство Теоремы 3. Нам нужно построить код с указанными 

свойствами. Для кодирования ограничимся выбором кодовых слов из 

соответствующих фиксированных типов 
м

и(тп0) € 7р0(С7), х^тпо, т։) € 7>(Х1 |и(т0)), х2(т0, т2) € Тр(Х2|и(т0)).

Согласно Лемме 1 существует |А/о х М1 х Л/2| различных троек последова

тельностей, удовлетворяющих (12) - (15) для заданных Р и Е.

Теперь определим метод декодирования. Пусть при декодировании каж- 

дому у ставится в соответствие такая тройка (то,т2), для которой

У € 7ру(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))

с таким V, что Р(У||1У|Р) минимальна. Иначе говоря, применим декоди

рование по минимуму дивергенции. Оценим сверху вероятность ошибки.

Если произошла ошибка при передаче тройки сообщений (т0,т1,т2), то 

существует такая тройка (т^.т^т^) и матрица У', что

У 6 ТР,у(У|и(т0),Х1(т0,т1),х2(т0,т2))П

П7> ^<(У|и(т/0),Х1(т/0, т',), х2(т0, тп'2)) 

и

О(Г||'^|Р) < Р(У||И'|Р).

Поэтому вероятность ошибки можно оценить сверху следующим образом :

Wn и 7>у(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))р|
У':П(У'||И'|Р)<Р(У||И'|Р)

(гг*о-"‘|>т2)^(гпо>т>.тэ)

У':Я(У'||И'|Р)<Р(У||И'|Р)
7Ру(У|и(то),Х1(то,т1),х2(то,т2))р|

01
(п»0 ,т । ,та )^( т0 ,т> ,тэ)
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Согласно (16) получим, что вероятность ошибки достаточно мала :

«(то.тьта)^ £ ехр[-п(Е - О(У'||И/|Р)]х
У':£>(У*||И'|/>)<Я(У||И'|Р)

х ехр[-пР(У||^|Р)] < (п + !)<>• ехр[֊п£) < ехр|-п(Е - 6)].

Теорема 3 доказана.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6
Нам будет нужна модификация Леммы 1.

Лемма 2. Пусть Е > 6 > 0 и тип Р на Х\ х Хч х • • х Х$ задан. Пусть

; 1°8 |М» | < Л У |Х„.... Ху) + О(У||кУ|Р) - Е - 4|+,

1108(1^x4/21) < 

п
ттп 

И:Р(У||И'|Р)<Е
]1ру(Х1Х2ЛУ\Хз..... Х5)+Р(У|ЦУ|Р)-Е-4|+,

(21)

-1о8(|Л/։ х ■ хЛ/$|) < 
п

пип
V £>(И||И'|Р)<£

|/р,г(Х1...%5ЛУ) + Р(У||И'|Р)-£-4|+.

Тогда существуют Му векторов ху(ту) из Тр(Ху), для каждого ту сущест- 

вуют Мз-1 векторов из 7>(Х$_1|х$(т$)), .... и для задан-

ных т2|...,т$ существует вектор Х1(пц»..., т$) из 7р(Х1|х2(т2,..., 

хз(тп$)), что для любых и для каждой пары стохастических ма-

триц V : Х\ х • • • х Х$ У при достаточно больших п имеет место

|7>1у(У|х1(т1,...,т5)։...։х5(т5))р и
(т'.....т'5)^(т1,...,т5)

Тру (У |х1(т/1,.... тп'$)...... х$(т$))| <

< |7>>у(У|х1(ть ...,т$)։...,х$(т$))|ехр[-п|Е1 - Р(УГ||1У|Р)|+). (22)

Доказательство этой леммы аналогично доказательству Леммы 1.

Для доказательства Теоремы 6 сначала нам нужно построить код.

Выберем кодовые слова Х1,...,х<$ из соответствующих типов :

Тр(Л։|х։...... х$), 7>(Х2|хз......Х4-)......Тр(Ху).
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Согласно Лемме 2 для заданных Р и Е существуют М1 х • • • х ра- 

зличных наборов по « последовательностей, удовлетворяющих (21). Снова 

воспользуемся декодированием по минимуму дивергенции (см. §4). Ис

пользуя (22) и комбинаторные неравенства [13], вероятность ошибки можно 

оценить сверху следующим образом

IJ 7ру(У|х1(т1,.... ms), ...,х$(т$))р|
V'D(V'||W/|P)<D(V||kV|P)

• U Tp.v^yixHmÇ,

(т',..,т^.)#(ть. ,n»s)
™'s),х$(т$))|х։(т1,т5),х$(т$)

< ехр[—п(Е — 6)].

Теорема б доказана.

ABSTRACT. Several odeis of ultiple-access channels with two en-• e

coders and one decoder and a multiple—access channel with a hierarchy
of sources are considered. The proble of constructing the outer and the
inner bounds for E-capacity region is solved.
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