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1. Пусть <р(х, А)-решение дифференциальной системы

-֊¥>" 4֊ и(х)у> ֊ Х(р — 0, у>(0, А) = 1, ^(0,А) = А(0<х</), (1)

где г-вещественная функция, V Е Г1 (0, г) для любого 0 < г < /. К- 

вещественное число.

Неубывающая функция т(А) = т(А - 0) (-оо < А < оо, т(-оо) = 0) называет­

ся спектральной функцией системы (1), если для всякой /֊финитной (равной 

нулю в некоторой левой окрестности точки /) функции ( 6 Г2(0, /) выполняет­

ся

А)</т </т(А).

Как уточнение известной теоремы Гельфанда-Левитана ([!]), в работе

М. Г. Крейна [2] установлена

Теорема 1. Для того, чтобы данная неубывающая функция т(А) была спек- 

тральной функцией системы (1), для заданной I, необходимо и достаточно, 

чтобы :

1) функция 

п(о = 1 - С06 (0 < < < 2/)
— ОО
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была конечной и имела две абсолютно непрерывные производные на любом

сегменте [0, г], (г < 2/) ; ■

3) linisup 7V(p)/У? >//”՜» р-* + оо ♦
N(p)—число точек спектра функции г в интервале (0,р).

Эта теорема впервые была указана М. Г. Крейном в [3] ; однако там при

её формулировке, как отмечает автор в [2], ”по недосмотру было опущено 
J <

условие 3)”. Это условие можно заменить (см., например, [4]) следующим :

3') Если

£(А) = / £(/) cos \/Xt dt, 
Jo

где < € L2(0,/)- /-финитная функция и

|f(A)|2 dr(A) = О,

то f(t) = 0.

Нель этой заметки показать, что условие 3х) (значит и условие 3)) 

лишнее, т е оно есть следствие условий 1) и 2).

2. Пусть Ф(х)֊ вещественная непрерывная функция в интервале (0,2/), 

(0 < / < оо)

/(М)= |(Ф(/ + «) + Ф(|/-։|))

1 акая, что для всякой / финитной функции £ 6 £2(0,/) выполняется условие

f |«0|2Л+ [ [ f(t,s)dtds > 0. 
o Jo Jo

Отсюда следует, что

dt + f [ f(t,s)£(t)v(s)dtds 
Jo Jq Jo

есть квазискалярное произведение в L ={( •• « € L2(0, /), f -/-финитна)
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Легко проверить, что оператор

= -Г, Г(0) = о •

симметричен, т.е. Для любых < и т) из £, имеющих первую 

абсолютно непрерывную производную и £'(0) = */'(0) = 0.

Легко проверить, что

л
Ф((,^) = / 00 сое £еЬ 

Уо

есть направляющий функционал для оператора А, т.е уравнение

(Л - А7)е = т?

имеет решение в том и только в том случае, когда Ф(ту, А) = 0. Поэтому 

из теоремы М Г. Крейна ([5], [6]) следует, что существует неубывающая

функция т(А), (—оо < А < оо) такая, что для любой функции £ € Ь

ОО соз сП ^(А)= [ Ю012^ + А/ /(м)О0ОО<^ 
Уо Уо Уо

(3)

Лемма. Однородное интегральное уравнение 
а V

((0+ / /(«,*){(«)</$ = о ■ (0<е<г<0 
7о

при любом г (0 < г < /) имеет только тривиальное решение.

(4)

Доказательство Пусть £о(О (0 < < < г0 < /) - решение уравнения (4) при

г — г0. Пусть Го < г < / и

00 = 6(0.
0,

ДЛЯ 0 < * < Го

ДЛЯ ГО < < < Г.

Тогда из (3) следует, что

ОО со® \Ха < сП £о(О со5\/А< сП
2

</т(А) = 0.
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Отсюда вытекает, что при любом 0 < & < г — П)

cos V Аб ) cos \/Xt dt I £6(t) cos Vxt dt 
о

2
dr(A) = Ot

где

6(0 = • •
|(6* + *) + 6i<-*i).
0,

для
для

0 < t < r0 4- 6 
г0 4֊ 6 < t < г.

Следовательно, из (3) получаем, что

Г|6(0|2^+ / [ f(t.s)^(t)Ms)dtds = Q. 
о Jo Jo

Отсюда, учитывая (2) следует, что функции удовлетворяют уравнению 

(4) Если предположить что <0 6 £2(0,г) ненулевая, то получаем, что

{(А) = / £(t) cosjxt dt £ 0. 
Jo

В этом случае для любых 0 < 6] < бг < ... < 6П < г — г0 система функций

будет линейно независимой Действительно, из 1

0 < / < г

следует, что
п

6 А) Orjfc cos = 0
Jt=l

для любого А Е (—00,00).

Отсюда
п

У2 ак cos Уа = 0
*=1

для любого А, и следовательно, <>։ = а? = ... — ап = 0.

1аким образом, из (о 0 в £_(0,го) следует, что однородное уравнение (4) 

имеет бег конечное число линейно независимых решений, что невозможно.

Теорема Для того, чтобы данная неубывающая функция т(А)( —оо < А < оо) 
г

оыла спектральной функцией некоторой системы (1), где / (0 < / < оо) задано, 

достаточно выполнение условий 1) и 2) теоремы 1.
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Доказательство. Как известно ([4]), условие 3’) (или 3)) равносильно тому 

что уравнение (4), где

/(М) =4 (П"(< + л) + П"(|< ֊ «I)), 
£ (5)

при любом 0 < г < / не имеет нетривиального решения. Поэтому согласно 

лемме, достаточно проверить условие (2). Последнее следует из легко 

проверяемого соотношения

о
■

Отметим, что эта теорема при / = оо приведена в монографии В 

А. Марченко ([7], стр. 117). Её доказательство основано на известной 

асимптотической формуле для спектральной функции, установленной Б М

Левитаном и В А Марченко.

Заметим также, что функции т(А), фигурирующие в теореме 1 и соотноше-

нии (3) при (5), совпадают.
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