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В статье дается не» торое применение результатов авторов (см. [1,2])
ок нелинейному пэрэболигческому уравнению ди

0։
+ (-1)тх

= 0 в цилиндре <2 = (0,оо) х 9, где 9 С Я1п ֊
ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = дС1 и р > 2
связаны с построением аттракторов полугрупп, порожденных смешан­ными задачами для нелинейных параболических уравнений высокого 

Эи

видаРассмотрим нелинейное параболическое уравнение порядка 2т (т > 1)
в цилиндре ф = (0,оо)х9, где 9 С 1ЯП - ограниченная область с достаточногладкой границей Г = 59 и р > 2 - четное число.Поставим следующую начально-краевую задачу :• , и(х, 0) = ио(х), х 9, (2)ТГи|Е = 0, |ы|<т-1, . - (3)

Агде £ = (0, оо) х Г.В настоящей статье для модельной задачи (1) - (3) приводится при- ложение результатов, полученных авторами в [1,2], по построению аттрак- торов полугрупп, порождаемы* смешанными задачами для нелинейных па- раболических уравнений высокого порядка и исследованию глобальной



60 ՝ Р. Л. Шахбагян, Г. С. Акогцщфункции Ляпунова. •“ *1°. В первую очередь нам надлежит установить однозначную разреши- мость задачи (1) - (3). С этой целью приведем соответствующий результат работы [1]. В ней исследована начально-краевая задача для следующего класса операторов : #-.'л -Ч
ди ^֊+Ци) = °,£(и)= V (-1)1»1р»(Ла((,г,1>-’и)), (4)|а|<тгде функции Аа(։,х,£у) определены для (/,г) £ ф и всех при этом выполнены следующие условия : *. *1) Функции непрерывны по < и и удовлетворяют неравен-

где К} > 0 - постоянная.2) Хсловие эллиптичности для любой функции и(х I), и £€ £^(0,оо,|/Грт(0)) ( те для любого Т > 0 и £ £р(0, Т;И?рт(^))Хсправедливо неравенство
52 (>։««. X. Р7и),р“и) > ао||и(։ ։)||Р,.„-*(<), (6)

где ао > 0 постоянная, £(/) - непрерывная на полуоси [0, сю) функция. Круглыми скобками (,) обозначено скалярное произведение в пространствеа II • ||т,р “ норма в И/рт(П).3) Условие сильной эллиптичности •иий и,« е ^(О.оо; И7*(П)) таких, что и неравенство52 [ / (Аа(։,х,тг<и)-Аа( |а|<т 0 п>О1 / Ци-«||^.,л, /о

: для любого Т > 0 и любых функ- - V € £^*(0, оо;1У™(9)), имеет месточ *7.x,75*^о)) Р°(и — V) <1х • (П••



61где <։ 1 > 0 ~ некоторая постоянная.Для дальнейшего нам необходимо следующее обозначение. Пусть Я (Г) - банахово пространство функций, получаемое замыканием .линейкого мно- гообразия гладких функций г(х,։) таких что
*(*> 0) = 0, ^г1£т =0, М < гл - 1по норме

где Ет = (0.Т) х Г, -+֊ = 1.Р 7Далее через Ят(и0) обозначим множество функций вида
и(хЛ) — ио(х) 4՜где г е. Н(Т). I. Функция и(г,0 Е Ц^О.оо; (4^(9)) называется обобщён­ным решением задачи (2)֊(4), если для любого Т > 0, и(ж,*) Е Ят(ио) и для любой функции и(х,1) Е ^рОС(0,оо;И/™(0)) имеет место интегральное тож­дество :

Ст г а ГТ Г/ ./ ~®(х,1)ЖгЖ + У* / / х, 2)1 в) Т>а V дт сП — 0.Уо |о|<гпУ°Теорема А ([1], Теорема II) Пусть оператор Ь удовлетворяет условиям 1)֊

тогда задача3), (2)-(4) имеет единственное обобщенное решение для 
начальных данных.Для доказательства аналогичной теоремы для оператора

Ци) = (-1)гаДостаточно проверить, что он удовлетворяет условиям Георемы А.Очевидно, условие 1) следует из оценки
1ла,«Лт)1 = 1М'-1<*> (8)



62где мультииндекс 7 = (0,т, О,О).Легко проверяется также условие 2) (условие эллиптичности) Теоремы ДоДействительно, для любого и € £р(0,имеем<9тиЭх՞* • ■ т,р> (9)
откуда следует оценка (6).Наконец, справедливость условия сильной эллиптичности легко следует изнетрудно проверяемого неравенства

(10)
верного для любых а и 6, а постоянную с > 0 можно выбрать не зависящей от а и Ь. ЖЙЯ•• • •Действительно, в силу (7) для любых и,и € £рОС(0,оо; И/>т(П)) таких, что и — * € £},ос(0, оо;Илргп(П)) рассмотрим выражение
Нетрудно заметить, что последнее выражение можно записать в следующемвиде : чУ ’Я
Используя неравенство (10), для интеграла J получаем следующую оценку : .

> ֊ , [т [ дт(и — V) р гТ
-С(Р ]п - <к<Н = с(р-1)^ ||и-в||р1рл. (11)

Следовательно, условие (7) сильной эллиптичности выполнено. Из оценок (8), (9), (11) и Теоремы А вытекает справедливость следующего утверж- ления •Георема 1. Задача (1) - (3) имеет единственное обобщенное решение для
любых начальных данных и0 € Игт(О).



63м пункте будет доказано существование компактного аттрак­тора полугруппы, порождённой задачей (1)-(3)Заметим, что Теорема 1 позволяет ввести полугруппу Г £ 0 операторов, определяемых следующим образом :
= и(<),

1 де и(1) траектория, выходящая из точки ио Справедливо следующее утверждение.Предложение. Пусть решение и(х,1) задачи (1)-(3) принадлежит прост- 
ранству Ьр (0,00,14^ + 1(П)) и р > 2 - чётное число. Тогда семейство опе­

раторов {£<}, порождённое задачей (1)~(3), отображает множества, огра­

ниченные в 1/г(0), в ограниченные множества пространствам^^!), и, стало • • •
быть, компактные в £2(П).Пусть Т > 0 произвольным образом выбрано и фик­сировано, а 1/о = {ио € Ь2(0) : ||г*о|| < М} - произвольное ограниченное множество в Ь2(0).Подставляя решение и(т,/) задачи в уравнение (1), умножая обе части последнего тождества на £2Ди (△ - оператор Лапласа по пространственным переменным х) и интегрируя его по области П, получим
Интегрируя последнее тождество по частям, придём к следующему соот­ношению :

(12)
Теперь, произведя в (12) интегрирование по < € [О,Т], получим

(13)



64Поскольку р > 2 - чётное, то последнее слагаемое в правой части (13)положительно, и следовательно, получаем оценку
Г (ди (1х сП.

Из последнего неравенства вытекает, что
(Н)

где с > 0 - постоянная, а
1/2? о ЛоИспользуя как и в [1] модифицированный метод Галёркина и совершая пре­дельный переход, получаем следующую оценку для обобщённого решения задачи (1)-(3) (ср. с неравенством (31) из [1])

ИМ*.01111,2 < С1 ||ио(*)||, %где с։ > 0 - некоторая постоянная.Оценка
(15)

11^тио||1,2 = 1М*,Т)||1.2 < с2||и0|| < с2 М. и0 € (/онепосредственно следует из (14) и (15).Таким образом, оператор Эт отображает ограниченные множества про­странства Ь2(9) в ограниченные множества пространства ^(9). Отсюда, в силу компактности оператора вложения из ^(9) в £2(9), следует наше утверждение. -Повторяя рассуждения, проведённые при доказательстве Леммы 2 в [1] н грудно убедится в справедливости следующего утверждения. *Лемма 1. Обобщенное решение задачи (1)-(3) удовлетворяет неравенству

(16)Легко устанавливается также следующая



65Лемма 2. Дуст» и10(х) и и20(х) - произвольные элементы пространства (^)> в ^1(®.0>**2(х,<) е £рос(0, оо; И/рт(П)) соответствующие им обобщён- мме решения задачи (1)-(3). Тогда имеет место оценка : <

Ц5< «ю(ж) ֊ 3, Ом(։)|| = ци|(։,0 - Г)|| < ||И։о(х) _ Ъи(։)ц (п)__ •Приведём теперь одну общую теорему о существовании аттрактора, доказанную в (3].
Теорема Б ([3], Теорема 1.1). Пусть полугруппа {£,} операторов, действую֊ 
щих в банаховом пространстве X, удовлетворяет следующим условиям :

а) полугруппа {S<) равномерно ограниченна, те. для любого R > 0 су­

ществует постоянная C(R) > 0 такая, что * -л • • - • —||S։u|| < С(Я), при ||u|| < R и для любого t > 0;
6) существует компактное в X поглощающее множество Во С X, те. 

для любого ограниченного множества В С X существует такое число Т > 0, 
что при t > T, StB С Во ;

ц) операторы. St ՝ X X непрерывны при t > 0.
Тогда у полугруппы St имеется компактный аттрактор.Таким образом доказана следующая
Теорема 2. Пусть р > 2 - чётное число Тогда полугруппа St, t > 0, порож- 
денная задачей (1)~(3), обладает аттрактором, компактным в пространст- 5 ее L2(Q).Доказательство следует из ЛеМм 1,2 и Предложения.

3°. Как известно ((2]-[4)), структура аттракторов полугрупп конструк­тивно описывается при условии.существования глобальной функции Ляпу- нова. Более точно она описывается явно с помощью неустойчивых инвари­антных многообразий, проходящих через неподвижные точки полугруппы 
$։.



66В настоящем пункте будет построена функция Ляпунова для задачи (1)֊(3) и, стало быть, описана структура аттрактора порождённой ею полугруппы
Прежде чем сформулировать основной результат приведём необходимые чопределения и одну общую теорему о структуре аттракторов (см. [2], [3]).Определение 2. Пусть {£<} ~ полугруппа операторов, действующих в банаховом пространстве X. Точка г 6 X называется неподвижной точкой полугруппы {£<; / > 0), если = г для любого / > 0.Определение 3. Пусть г Е X - неподвижная точка полугруппы {5,}. Мно- жество С X называется неустойчивым инвариантным многообразием, выходящим из точки г, если существует такая непрерывная кривая и(т), —оо < т < оо в X, что1) и(0) = и ;2) 5« и(т) = и(1 4- т), Уг € К1, VI > 0 ;3) и(т) —» г при т —♦ —оо.Определение 4. Пусть У С X - слабо инвариантное множество полу­группы {5,} : 5(У С У, V/ > 0. Непрерывный на У функционал Ф : У —♦ Ш.1называется функцией Ляпунова полугруппы {5,} на У, если выполнены еле дующие условия : . ' ■1) для любого и 6 У, функция Ф(5<и) убывает по < при I > 0 ;2)весли Ф(«$\и) Ф(5$и) при некотором / > то 5ди является неподвижной точкой полугруппы {5։}.Теорема С (см (3), Теоремы 10.1 и 10.2). Пусть полугруппа {5,} обладает 

компактным аттрактором М и на множестве М обладает функцией Ля­

пунова Ф Предположим, далее, что множество М неподвижных точек {5,} • конечно и, кроме того, для любого и 6 М, функция Ф($,и) непрерывно зависит 
от I (по норме X). Тогда А4 = и М(г), ■

где М(г) - неустойчивое инвариантное многообразие. выходящее из точки х.



67Имеет место следующаяТеорема 3. Функционал

(18)□
определённый на пространстве И^П), является функцией Ляпунова полу 
группы {£<}, порождённой задачей 
>С|г)казательство. Непрерывность функционала Ф наИ^п(П) очевидна, пос­кольку Ф(и) = ||и||^։/>Для того, чтобы показать, что Ф(5«и) убывает по t при I > 0, рассмотримвыражение

(19)
для и, V 6. И7"(9).Выделением линейной части в (19) убеждаемся, что Ф дифференцируем всмысле Фреше, а дифференциал Ф'(и) действует на V по формуле
Последний интеграл существует, поскольку

дти
дх™

дту.- ; е 1,(П) и —— е I
Следовательно, для решения и(т,<) задачи (1)֊(3) имеем

Таким образом, функция Ф(5։и) убывает при < > 0.

(20).



68 пянПроверим, наконец, условие 2) определения 4. С »той целью предположим, что при некотором <о > 0 имеем
Ф(и(х,*о)) = Ф(и(х,0)).*Тогда, в силу (20)

НоО = Ф(ц(гЛо))֊ Ф(^о) = / й (Ф(и(г,*))) dt = 
Jo

(L(u)}2 dx dt dx dt.

Следовательно, — = 0 при I Е [0,<о]> те. Ь(и) = 0. Так как £(ио) =Ь(и(х,0)) = 0 и —т—* — 0, то г = ио(*) является решением задачи (1)֊(3)<71и Stz = z, т е z — u(x,0) = uo(*) является неподвижной точкой полугруппы {5») Теорема доказана.Теоремы 2 и 3 с учётом Теоремы С, позволяют описать структуру ат трак тора полугруппы {5(}, порождённой задачей (1)֊(3).Теорема 4. Пусть р > 2 - четное число. Если множество АГ ~ (х), ?г(г),*...,гг(х)] неподвижных точек полугруппы. {$}, порождённой задачей (1)-(3), 
конечно, то аттрактор М полугруппы. {} совпадает с объединением неус­

тойчивых инвариантных многообразий 1,2,..., г, выходящих из 2,,I пге. •Л4=иМ(։>).
ABSTRACT. The paper gives some applications of earlier results by the authors (see [1,2]) on the nonlinear parabolic equation •+ L(u) = du . / sxm A d™ / = 0 in a cylinder Q = (0,оо) х Q, whereдх™■' < IR « a bounded domain with sufficiently smooth boundary T = dQ and p > 2 is even. We pose the following initial-boundary problem u(z,0) =1 ylc = °» H < h where E = (0,oo) x T. These resultsre la U to construction of attractors of .semigroups generated by initial- oundary problems for high order nonlinear parabolic equations, as well as co investigation of global Lyapunov function.
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