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В работе вычислены колмогоровский, бе риште йновский и линейный
точные п—поперечники функционального класса = {*(•) |.•и х(<) —
(А ♦ и)(0» I € 1՝ и() € Доо(1К), ||и(•)||1<ж։(т.) < 1} в пространстве £<»(/),
1 з=. [0,1], А(-) — непрерывная и интегрируемая на вещественной оси Ш. 
функция такая, что К (Г) (И = 1 и функция А(ДО = /<(*-£) строго 
вполне положительна на ША Лжазано, что значения поперечников
равны норме сверточного совершенного К сплайна, наименее укло­
няющегося от нуля в метрике £«>(1).

50 ВВЕДЕНИЕ
Цель настоящей статьи вычислить точные п-поперечники класса

1ЦК(Л= {х()| ։(() = (К * и)((), ( ё I. и( ) 6 /.„(Ж), ||и( )||2,«,(П) < 1}.

в пространстве Ьоо(1), I = [0,1], А'() - непрерывная и интегрируемая на

вещественной оси функция такая что

и Е(Ц) := /<(<֊«) строго вполне положительна. (1)

а (А' ♦ «)(.) обозначает свёртку функций А(-) и и( ).

Напомним (см. (!]), что функция А() называется строго вполне положи­

тельной на если

ЗА'1’ ... ■‘"՝):=ае։(Е(АЛ>))^=1>0.
\€։ > ••• >*« /

Для любых действительных Ц < ... < . £։ < — *֊ и 11

Статья основана на работе В. М. Тихомирова (2]. которая получила 

Дальнейшее развитие в работах С. А. Мичелли и А. Пинкуса (см. (Ц). Мы
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докажем, что точные п֊поперечники класса (7) в Loo(I) равны значению 

следующей экстремальной задачи 
♦ 

п • ------
(Р) ||1 + 2^(Ы)'Ф(< - 0,)||с(/)-♦ inf; -ОО < 01 < 02 < ... < 0n <+оо,

t=l 4 • л

где Ф(<) = K'(£)d£, а минимум ищется по всевозможным точкам 0i։

1 < 1: < п.

Эта задача чебышевского типа и была решена в [2] с использованием 

топологических методов. Здесь мы приводим экстремальное решение этой 

задачи. В нашем случае удаётся реализовать метод предложенный В. М. 

Тихомировым для полиномиальных совершенных сплайнов (см. [2], [4]).

При решении задачи (Р), мы используем необходимые и достаточные 

условия минимума в выпуклых задачах, теорему об очистке и основную 

теорему алгебры для свёрточных совершенных 7<-сплайнов. Последняя тео- 

рема доказана в статье [5], с использованием свойств чебышевских совер- 

шенных А-сплайнов. Здесь приведено другое, более короткое доказательст- 

во этого результата. 
%

Отметим, что топологический подход в подобных задачах достаточно эф- 

фективен (см. [1], [6], [7]), но экстремальный подход имеет преимущество, 

так как он универсален для широкого класса экстремальных задач теории 

приближений. - . ‘5,

§ 1 ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Прежде всего приведём определения колмогоровского, линейного и берн- 

штейновского n-лоперечников. ,Т:

П\ сть А линейное нормированное пространство и W — некоторое выпук­

лое центрально-симметричное подмножество X. Величина

^(И7,X) = inf sup inf ||х — j/||, L.€L։nw(X)

I л< нижняя грань берётся по всем подпространствам Ln размерности п 

пространства X, называется колмогоровским п-поперечником. Подпрос­

транство Ln при котором достигается нижняя грань называется оптималь­

ным для </n(1V,X). 
• •
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Бернштейновским п-поперечником называется величина

= вир Бир{А ; А5(Х„+1) С И'},
I

где верхняя грань берётся по всем (п + 1)-мерным подпространствам X 

из 5( ) ֊ единичный шар в Хп+].

Линейным п-поперечником называется величина

А)— зир
Ь‘Пя(Х’),Л€£(Х1£в) Х£И,'

где нижняя грань берётся по всем подпространствам X конечной размер­

ности < п и всем линейным операторам из А в Ьп.

Пусть /<(•) удовлетворяет условию (1), Ф(Х) = и пусть < 

0? < ... < 0П произвольные точки заданные на Ш.

Определение 1. Функция х() называется свёрточным совершенным К- 

сплайном с .узлами в точках 0», если х(1) = (К ♦ где = (—1)* 

для 0,_1 < I < 0), 1 < ։ < п + 1(0О := -оо, 0п+1 := 4֊со).

Нетрудно убедится, что свёрточный совершенный К- сплайн можно пред­

ставить в следующей форме

п
Х(О= 1+2£(-1ГФ(<-0,). (2)

* 1=1

Определение 2. Непрерывная функция х() имеет п-альтернанс на отрез- 

ке I = [0,1] (и пишем АЩх( ),/) = п), если существуют точки 0 < тг < т2 < 

••• < гп+1 < 1, в которых |х(т,)| = ||х(-)||с(/) и г(г»)х(г«+1) < 0, 1 < » < п и нет 4
систем из большего чем п-Ь1 элементов, обладающих описанным свойством. 

Обозначим через £(х(-),7) число простых нулей непрерывной функции х(-) 

на I а через £(«(-), Д1) число перемен знаков кусочно непрерывной функции 

«(•) на Ш.. Пусть {М?=1 и И.}£1 две системы точек на (R Определим 

следующие՝ две кусочно постоянные функции : — (”0 для *

(М.+1)։0 < । < п и и9(0 = (-1)' лля ։ е [^,^+1). О < ; < т(0о = к =

0П + 1 = ти+1 = 4-ое).

Доказательство следующих лемм можно найти в [1].
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Лемма 1.

5(и₽( )± и9( ),т.) < г™п(п,т),

если т — п, то 5(и^( ) - иД), ПС) < п — 1.

Лемма 2. Пусть Ал() удовлетворяет условию (]). Тогда имеет место неро.

венство

2 ((К ♦ и)(.),Ж)<5(«(.),1К). (3)

§2. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АЛГЕБРЫ ДЛЯ СВЁРТОЧНЫХ 

СОВЕРШЕННЫХ А - СПЛАЙНОВ

Теорема 1. Для любых О] < а? < ... < ап существует единственный 

сверточный совершенный К -сплайн х$(-) = (А' ♦ «$)(•) с п узлами в < ... < 0П 

такой, что хе(а}) = 0, 1 < ] < п.

.Доказательство. Для простоты предположим, что все оу принадлежат

1 — [0,1] для всех ) (в противном случае рассмотрим отрезок [О1,ап])-

Для п = 1 утверждение очевидно. При п > 1 рассмотрим единичную сферу
в Д1п+1 *

оп = {х е псп+1|

п + 1
относительно нормы ||г||։ = £ |г։|. Каждой точке г 6 Оп ставим в соответ- 

<=1
ствие следующий набор точек отрезка I : . * д

С(^) — С(2')» 2 < ։ < п — 1

Далее обозначим

/>(*)= ['С’’՛ _

^п(г) = ( -П^’/ ~

I М*) /(^п(^) — ,

Г ассмотрим следующую функцию на. Ш

22 < 0,
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и(«,г) =
~81£П*2.

5^пг։,
“В։?П2П,

Заметим, что эта функция ,и(<, г) меняет знак на Ж не более чем п раз,

причём имеет не более двух перемен знака вне отрезка I. 

Положим

х(4, г) = (К ♦ и(-,г))(0.

Определим отображение Г: Оп Жп следующим способом

Нетрудно проверить, что Р нечётное и непрерывное отображение. Следова­

тельно, по теореме Борсука (см., например, [4]) получим, что существует 

г Е Оп такое, что Р(г), т.е. г(ог; ,г) = 0, 1 < ) < п. Теорема доказана.

§3 . ЧЕБЫШЕВСКИЕ СВЕРТОЧНЫЕ СОВЕРШЕННЫЕ
К-СПЛАЙНЫ

В этом параграфе мы докажем существование и единственность решения 

экстремальной задачи
п

(Р) ||1 + 2у;(-1уф(։-9011с(/)-^;. ֊<» < «։ < < ... < <+оо,
£=1

и опишем свойства однозначно характеризующие решение, 
и •

Лемма 3. Решение задачи (Р) существует.

Доказательство. Рассмотрим функцию
п

/(*։.....9„) = |Ц + 2£(-։)'ф(<-*.)Нс(л
1=1

определённую на расширенном пространстве Ж — Ж и{±оо}.

Нетрудно убедится, что функция / непрерывна. Следовательно, Лемма 3 

является прямым следствием теоремы Вейерштрасса.

Пусть х(<) = 1 + 2 £(-!)’ $(* ~ ” Решение задачи (Р). •
• »=1

Обозначим через
ГП

£* = {у( >1 у(0 = Е у՛ л'(‘ - » 6 лг}
1 = 1 

ч
^-мерное подпространство А-полиномов.
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Лемма 4. Наилучилее приближение х(-) подпространством в метрик

С(1) равно ||х( )||с(/)> т-е- у
• • • * •• «

</(х(),£^;С(/)) := inf ||х( ) - j/( )||c(/) = ll*(-)llc(Z)-

Доказательство. Предположим, что существует Д’-Полином у(0 =
ГП ж (И"

= 2 “ &») такой, что для некоторого 60 > О
1 = 1 . * < Е 0

l|i( ) + у(-)11с(/) = ||*( )11с(/) - <о- (4)

Обозначим m
I։(t)= 1 + 2^(-1)'Ф((-^-еу,). 

i=l
По формуле Лагранжа существуют числа £, € (0,г], 1 < ։’ < т такие, что

тп
։<«).= 1 + 2^(-1/(ф(։֊ в,.)-еу(А-(<-^-?<։/,)) =х(0 + еу։(0, (5) 

1=1
где • Ъ I

т
у,(/) = 2£(-1)‘+1у, /<(։ -е,- г,у().

«=։

Далее, из непрерывности функции /<(•), для 60 > 0 найдётся € 6 (0, 1) такое,

ч т о

Цу(-) - 2/с( )Нс(/) < ^о-

Используя соотношения (4) и (5), получим
В

П^( )11с(/) = 11(1 ֊ г)х( ) + е(х(.) 4- ус( ))||С(/) <

< (1 ֊^)1|г(-)11с(/) + ^||-Е(-) + у(-)11с(/)4֊е||у(-)- 5Л-)11с(/) < И*( )Пс(Г)»

что противоречит минимальности х(-). Лемма доказана.

И< л^ммы 4 следует, что функция у( ) = 0 является решением следующей 

выпуклой экстремальной задачи

0(1/)-* inf; ^ = (1/!.....

где
m

ff(y) = rny|i(<) + £у, K(t - 0,)|.
1=1
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Необходимое и достаточное условие минимума для втой выпуклой задачи 

есть следующее условие 0 € дд(у), у = (о.....0). Следовательно, по теореме

об очистке (см. [4]) существуют точки {п)։'=1 в < тп 4֊ 1, 0 и <-т3 < <

т, < 1 и числа а։ > Ф, £ а» = 1 такие, что |х(т,)| = ||х( )||с(/)» 1 < » <

8 И 
С *

52ог։^пг(т,)у(17) = 0 для любой #(•)££*. (б)
1=1

Докажем, что 5 — т 4֊ 1. Допустим, что в < тп и рассмотрим следующий

Х-полином

у(։) = К»(^ - *•֊* М •=
\т։ г2 ... т,.։ ( /

А'(т1-е։) ... А'(т,А'((-9,)
._ К(т!-е2) ... А(г,.,-е2) А'(Г-02)

• • 9 ••• • Л 9 • • •

к(Т1-е,} ... А(т,_|-^) кц-ё,)
• • • • • • А

В силу условий (1) система функций {К(1 — 0;)}'=1 является чебышевской.

Следовательно, у(т,) > 0. Но если подставить функцию у(-) в (б) получим

а^п х(тг) у(т>) = 0

(по определению у(т,)( ) следу'ет, что у(т։) = 0, 1 < ։‘ < 5 — 1).

Следовательно у(т,) = 0. Это противоречие доказывает, что $ = т+1.

Покажем теперь, что х( ) имеет ”т-альтернанс", 

му мы х(-) чередуются в точках т^, 1 < ] < тп 4֊ 1.

т.е. максимумы и мини-

Положим

У>(0 = К ♦
02 0;-. 0i ^т-1

Лп

От

Если подставим эти функции в уравнение (б) с 5 — тп 4- 1, получим

а;81§П г(т; ) У](т]) + <>т+18։£п *(гт + 1) УА Гп»+1) 0- (7)

Так как система функций {/\(< - ^)}՞’41 
»

1 = (-1)га->+1.

чебышевская, то 5^п^(тт+1) =

Следовательно, из (7) получаем

81£пх(т) ) = (-1)т ;$й5ПХ(тт+1), 1 < ) < тп
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Это означает, что в точках т} знаки г( ) чередуются.

Докажем, что Г1 = 0, т, = 1. Предположим, что Т1 > 0. Тогда производная 
• • * ••

функции х( ) имеет по крайней мере тп нулей в точках л,..., тт. С другой 

стороны, производная функции х( ) - А'-полином "степени” тп — 1, который 

как известно, имеет не более гп — 1 нулей. Это противоречие доказывает 

утверждение. Аналогично доказывается, что т, = 1.

Покажем теперь, что число узлов решения максимальное, т.е. гп = и. 

Предположим, что т < п. Обозначим через а-] < а? < ... < от нули функции 

г( ) на (0,1) и выберем ат+։ так, чтобы ап։ < ат + 1 < 1. По Теореме 1 

существует сверточный совершенный А'-сплайн

т + 1
= (к . UJ-) (0 = 1 + 2 £(-1)'Ф(։ - ё,)

»=1

с т + 1 узлами 0] < 02 < ... < 0т+1 такой, что х(^) = 0.

Для того, чтобы доказать наше утверждение, достаточно показать, что 

И*( )11с(/) < П^( )||с(/)- Так как система функций { А(сг;-£)}7”֊ чебышевская,

то для каждого t € / следующая система уравнений

имеет единственное решение, причём

тsign(A (/-£)֊ ^2 с, /<(Q|. _ = sign (g)
• i = l

Пусть с,, 1 < 1 < П) решение этой системы. Тогда учитывая, что £(о>) =

0. 1 < j < т и условие (8) имеем

|i(0l (Л-(<-€)

т
A'(t - с, А'(ог, - £)

•=։

т
К(Qi - di

1=1 • 

% •

Следовательно,

|х(01 =
• »

т 
52?, А-(О, 

1=1
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Для того, чтобы доказать неравенство ||Т()||с(/) < ||£(.)||с(/),. заметим, 

что если существует г € I. для которого |Г(г)| = ||£( )||С(/), то найдётся 

* 6 такая՛ что ■=■ ։(?). Но тогда функция £(■) - Г( ) имеет не

менее (т + 1) нулей. Но по Лемме 1, этот факт противоречит неравенству

Z(i( ) - z(), IR) < S(ut-(.) - < m. .

Противоречие доказывает, что m = n.

Докажем единственность решения задачи (Р). Допустим существуют две 

функции Xj(-) — (А ♦ U])(•) и z2() = (К ♦ U2)( ) такие, что

Alt(z.(-,7) = S(ui(),IR) = п, |щ(0| =l,i= 1,2.
• » • • • • • •

Гак как Alt(z։(-),/) = п, то Z(z]() — хз(-),/) > п. По Лемме 1 имеем

S(ui( ) - u2( j,IR) < п - 1. Следовательно,

Z(z1(.)-Z2()J)>S(ul()֊U2().IR),

что противоречит утверждению Леммы 2

Как и в работе [3], обозначим единственное решение задачи (Р) через z*K() 

и назовём чебышевским свёрточным совершенным А’-сплайном. Таким об­

разом мы доказали следующую

Теорема 2. Если п > 0 - целое число, то существует единственный с 

точностью до знака свёрточный совершенный К -сплайн z’A(-) = (А ♦ un)( ) 
<

с п узлами, имеющий на отрезке I Пп-альтернансп.

Аналогично можно доказать существование золотаревских свёрточных со- 

вершенных А-сплайнов, которые были введены в работе [3].

54. ТОЧНЫЕ п-ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАССА (Z) В
Чиже || • И«, обозначает £„(/)-норму, которая совпадает с С(/)-нормой.

Теорема 3. Колмогоровский п-поперечник ИГ^А(/) в £<»(/) равен

(1), Lco^)) = \\Zn (‘Ж»’ • •
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Подпространство Ь„ — Ип{К(- — ),..., А*(- — Оп)} является оптимально
<аь

для с/п(И7^Л(/),£оо(7)), где {0,} узлы, чебышевского свёрточного совершенного

К-сплайна.

Доказательство. Мы разделим доказательство на две части :

А) Оценка снизу. Поскольку имеет место неравенство 6П(1У, X) <

< ^П(И< X) (см. [1]), то оценку снизу достаточно получить для бернштей- 

невского л֊поперечника И^А (7) в £то(/). Докажем, что Ьп(№^(7), £то(/)) >
1

(|<Я()||оо- Для этого достаточно показать, что ||х*ЛС(-)||оо 5(хп+1) С И^к(7),
* Л

где хп + 1 = 1ш{ 1,Ф(< - 01),...,Ф{< - 0П)}. Ясно, что А'-сплайн у(<) = у0 + 
՝~*йг՞ и

£2 у, Ф(<-0,) из подпространства хп+1 принадлежит классу (7) тогда и
1 = 1
только тогда, когда |1/։| < 1, 1 < » < п. Следовательно, осталось показать, 

что из условия
п

11уо + £>ф(/֊01)||ос<||1;к()||оо 
։ = 1

(9)

следует, что |у։-| < 1, 0 < ։ < п. Предположим обратное, т.е. существует К-
П - • • ■

сплайн у(Г) = Уо + 22 У. $(< “ М, который удовлетворяет условию (9) и тем 
։=1 *

не менее |у,о| = |1/։| > 1. Тогда для г(<) = у(<)/|у1о| имеем

п
1М)1к = 1ы/у., + £ (</.7у.о ) »(< - 0.)ц«, < 1кк()ц«,:

1=1

Так как Ак(х/(-), 7) _ л, то 8(х„к (•) — »(•), 7) > п. С другой стороны, узлы 

сплайнов <А() и з( ) совпадают и ип(0 - ц2(<) = 0, если I Е [0|ОЛо+1]- 

(следовательно, 5(ип( ) - и2(),ПТ) < л - 1. Это противоречит неравенству 

Хп ■') ~ 2(՜)՛ ип(-) — и2 (•), ПТ), и оценка снизу доказана.

Б) Оценка сверху. Заметим, что для любого х( ) Е ^^(7) существует

интерполяционный А-полином из подпространства Т,А = Нп{7\'(- ֊ 01),

А( 0п)} такой, что у(о։) — х(а։), 1 < 1 < л, где а, - нули функции х^(-). 

Докажем, что ||х( ) ֊ у( < ||т’А (-)||со■ Нетрудно убедится, что интер­

поляционный К-полином для функции х() = (7< ♦ и)(.) имеет следующий
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вид

у(<) =

*(<»1 ֊ 9„)

Следбвательно,

где

G(t.f)

Таким образом,

К (ап —

։(<)-։/(<)

“1

К(ол - 0П) «(()<<«.

еп

• • •

X

Л (°1 - О

МО - у(01 < /
J-ОО

(10)

1ак как signG(t,£) — (—1)*+; для < € и £ € (0)|0>+1)։ равенство

в (10) достигается для и(-) — иД). Но при таком и( ) верно следующее

соотношение

K(t-Oui(()<K
ОО -ОО

Следовательно, мы имеем

МО - J/(OI < /< ♦ и

Таким образом, оценка сверху доказана, и более того получено равенство

sup ||r(t) ֊ у( )||с» = lKX(-)lloo,
*( )еи^'(/)

которое завершает доказательство Тоеремы 3.

Из неравенства bn < dn а также из того, что оценка сверху для dn получена

линейным методом, мы приходим к следующему результату 
♦

Следствие. Имеют место следующие равенства 
» %

LU/)) = bn(w^K(i),Lx(D) - IMK(-)II~.

причём оптимальным линейным отображением для А„ будет отображение

Ранга п, которое каждому х( ) € И^к(/) ставит в соответствие его интер-
I 1 ' I i

г։°ляционныЙ Л'֊полином в точках {о,}, где о, - нули гп (J-• • •
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ABSTRACT. In this paper we calculate the exact n-widths due to 
Kolmogorov and Bernstein as well as linear p-width of a functional class 

» € loo(IR), IIOIIlur) < 
continuous, integrable fuifunctionthe space Loo(J)» / = [0,1]« Here K( ) is a

defined on the real axis IR, with properties K(t)dt = 1 and the function
F(t,f) = K(t -<) is strictly totally positive on IR2. We prove that all three 
n-widths considered are equal to ||x’K( )||0O1whcre r*K(•) is the convolution 
perfect K-spline least deviating fro fl I zero in Loo(I) nor
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