
ЗАДАЧА ТИПА КОШИ-РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА ДЛЯ 
НЕРЕГУЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Известия Академии Наук Армшии. 
том. 27, 3, 1992

Пусть u(x,t) G C°°(IR х По) аналитическая t £ По = {t|0 < arg Г < а < ж} с 
полиномиалным ростом. Рассмотрим дифференциальное уравнение в 
частных производных

дпи(хЛ) , /. д \ дп-’и(хЛ\
— + XА> (’аГ) — = (х,<) е ж х п<*

> = 1 4 '
% .' ь ’ ՛ ' . * - • •

Предполагаем, что число корней характеристического уравнения Ап + 
+ •• + Лп(£) = 0, принадлежащих П£ = {<|х/2 < а^Г< - о) 

постоянный для ( >0 и( < 0. Изучаются задача типа Коши-Римана- 
Гильберта и общая граничная задача. Основной результат этой статьи - * • • _ _ _
состоит в том, что задача типа Коши-Римана-Гильберта всегда имеет 
решение. Для общей граничной задачи приводят ся необходимые и 
достаточные условия ее разрешимости. Получен класс корректности в 
случае/(г, 4) = 0. 

• • *

J0. БЕГ ПЕНИЕ

Введем углы Пв = {t|0 < erg« < а < »}, Й; = 01*72 < < |» ~ <»}

в комплексной плоскости П. Через Мр обозначим класс функций u(x,i) €

C°°(IR х По), аналитических по t € По и удовлетвори II лих опенкам

|DiD'u(։,01 < с,|(1 + МУ’*«։ + 1<1Г". (։,0 € №. х По, (1)

где /?-целое, а ßji < 0- Пусть М — и^>о^д֊
Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение с постоянными

коеффицентами вида

(2)
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(։,<) е л х.По,

где А, (£)~полиномы от (, / и и-функции из М. Через >1«),...»Ап(() мы 

обозначим, с учетом их кратностей, корни характеристического уравнения

Р„((, А) = А" + Л1(()А"-1 + ■ •• + Л.(() = 0. (3)

а через-р(£)-число корней, принадлежащих П’ в точке

Мы предполагаем, что

/>«) = *. при { > о. Р(О = П>,
• •

при £ < 0, И)

где к и т-константы и тп > к (случай, когда тп = к изучен в [1]).

В работе изучаются следующие задачи. Требуется найти решение

и € М уравнения (2), удовлетворяющее граничным условиям: а

5ача А1. (задача Коши-Римана-Гильберта)

Задача А2. (общая граничная задача)

04*. 0) 
Л'

(5) 
■

(6)

(7)

(8)

где /)(т)-заданные функции из М, а а;|(£)-полиномы с постоянными коэф

фициентами.

Основной результат состоит в том, что задача А1 всегда имеет реш

ение, что касаеця задачи А2, то приводяця необходимые и достаточные

условия ее разре мм о ст и. Наконец, если в (2) / = 0 и все € Мв, тон

имеем теорему су ествования и единственности решения задачи А1 в Мо.н
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Ц. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ (2)

Корни Ап({) уравнения (3) на основании (4) будем 
нумеровать так,

чтобы

>։(().-,*»(<)еп;: л։+։(о.....л.({)€сп; = п\п;. При(<о. (п>

А1(^..... Ат({)6П«: А„+1(()......А.(О€СП;, при 4 > 0 (1.21

Разложение в ряд Пюизье корня АД() имеет вид

?€((..€. + г), ։ > 0, г/ € У. (1.3)

Аналогичное разложение имеет место и при { £ с > О

В окрестности же точек «| = оо имеем

М<) = £ м[с1/ъ1*, (1.4)

вообще говоря разные, при ( — -оо и ( = -оо.

Введем следующие полин .,4ы по А:

ег(М) = П[А-А,«)1 = £«7։а -л 
;=։ 4»о

ч •

я —к я—՝к
ЯГ«>А)= П (А ֊ А»+, (€))=£'Л (0 («<«), (1.5)

• •

. • <?ае.д)=П։А-Ая^<

#(€. А) =№* ֊*■»+> Ю1= Ь <1в>
>=°

(€ > О, (О = г01(£) = О’

Заметим, что коэффициенты введенных полиномов бесконечно дифферен- 

цируемы, непрерывны, соответственно, слева и справа в тсчге — 0 и

удовлетворяют оценке

|Р^(€)1<е,КГФ + К1)т’- (1.7)



откуда следует их локальная интегрируемость, а также их первых произвол.

мыв.

1. Пусть /(х,<) = а(Г)х*, а(!) € М, у > 0-целое. Решение уравнения (2)

ишем в виде

(1-8)

где сД1) € М подлежат определению. Подставляя ш(х,1) из (1.8) в уравне֊

ние (2 ) и приравнивав коэффициенты при одинаковых степенях дН, получим

а.тг е.(0 = «О), (Ю)

0.с)М<)в^(«>+։(0 с.(0). (МО)

где £)(•)•'линейные выражения относительно своих аргументов.

В работе [2] доказана разрешимость уравнения (1.9) в классе М,

системы (1.9), (1.10) последовательно определим функции ск(<)

повтому

,Со(I),

то есть уравнение (2) с правой частью вида а(<)г*'| о € М, разрешимо. От

сюда вытекает, что если вместо /(х,<) в правой части (2) взять (>^*)*/(х|<)

и доказать разрешимость такого уравнения, то мы получим разрешимость

уравнения (2) и с правой действительно, пустьIчастью /(х,С).

а € М такал, что (։^)*и1 = и*. Отсюда имеем

• —
или

4-) “|(*.О =/(«.<)+ £ (1П)

' * \ «•-։
* ж —

где О)(0 € М-вполне определенные функции. Теперь, если и(х,!)- решение Л
уравнения (2), то подставляя и։ = и 4- и) ■ (1.11), для определения ш(х,1)

мы получим расмотрепную выше задачу.

2. Пусть /(*,<) = (|^Гр(х)1\ р(х) € М. Заметим, что М С 5*(Я)У/ € 

ТГе. Перейдя в (2) к образам Фурье по х, получим

•«».. о»)
у«1 ■
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где «((,!) = Гг[и(«.«)], = Г[р(։)]-обобщеииые преобразования Фурье.

Пусть при каждом { # 0 „֊«) обозначает замкнутый контур, содержащий

внутри себя только те корни уравнения (3), которые принадлежат области
п; и точку А = 0. Введем функционал

- 2* Л-(О А)<еп- . (1.13)

Покажем, что его прообраз Фурье есть искомое решение.

Так как полиномы <5Г((,А). ЯГ«, А) и <?+({,А), я+((,А) азаимяо просты 

при ( < 0 и ( > 0, соотвецтвенно, то имеем

։ = г?((.*)<??(«,А) + ^(е.А)Я*«,А), (1.14)

где Г| (£,А), (£»А) полиномы по А, коэффиценты которых удовлетворяют

оценкам 1-ого типа (1.7). Рас

смотрим функцию

У(€,<) ’ 2« А'+'Р„«,А)" =
• • *

_ в'а} [ г* /•
2т.- Л֊«) А'+։<?Г«.А)ЯГ«.А) 2’< ’

Учитывая (1.14), представим У({,1) = Й,-((.<) 4- Ц+(£.0> где

1 € По. (1.18)

Лемма 1.1. Функции ¥*({,!) удовлетворяют оценкам

|^((.01<е|41'-(։ + К1)т-(։ + К1)’-. (116)

• |л>р,‘ц*(е.<)1<«1*К1',(։ + К1)"<(։ + 1‘1Г'.> = ։.։.... <117>

Доказательство. Прежде всего заметим, что Ц (£.0) удовлетво

ряют приведенным оценкам, в чем можно убедиться, вычисляя интегралы 

в (1.15) по теореме о вычетах в точке А = оо, используя при втом оценки 

(1.7). С другой стороны, вти функции удовлетворяют дифференциальным 

уравнениям . '
‘еП- (118)

• •. I
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все корни характеристических уравнений которых принадлежат П’ и в 

окрестности точки ( = 0 и ( = оо удовлетворяют оценкам (1.17). Пред

ставляя левую часть (1.18) в виде произведения операторов первого по- 
*

рядка и используя указанные свойства характеристических корней, мы без 

труда выведем оценки (1.16), (1,17). Лемма 1.1 доказана. *
Пусть такое, что д(х) € Мр.

Лемма 1.2. Существуют натуральные р(/?) и 1о(/?) такие, что прообраз

Фурье

удовлетворяет оценке

1 = 0,...»п — 1. (119)

Доказательство. Выбирая мы можем, в силу Леммы 1.1, добиться

любой наперед заданной
А

гладкости функции -С ИС О в точке { = 0. Выбирая > 1 мы легко 

получим оценку (1.19). Лемма 1.2 доказана. .

Теперь ясно, что

П(*,0*
д2 
дх2 дх р(х) € Мр (1-20)

и имеет место

где аД1) € М-вполне определ’енные функции.

Согласно пункту 1 существует и»0(х,$) такая, что 

и тогда и(х,<) — ио(х,։) — ыо(х,1) есть решение уравнения (2) с правой час- 

тью /(х,1) = (|£Г
<•

3. Общий случай. Используя представление
*
/(։.«) =’(/(։. 0) 0) + ••• + ^/,('։(։,0)] + »(»,<), (1.21) 
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а также случаи, изученные в пунктах 1 9 ад«.«У , 2, мы сведем вопрос о разрешимости 
уравнения (2) к разрешимости уравнения

^“(*.0 А ( д \ д^-Ы^У) ( ду
Л® “ ‘}\дг) д1п-> (»,<) 6 Ш.Х По, (1.22)

где £>?р(г,0) - 0, А V, (-наперед заданные целые числа, ; < I. Границу 

угла П; обозначим через Г„ а Г. = Г. + «-«/։, £ > 0. Пусть ,(1) € М 

удовлетворяет условиям

1^9(01 <сД1 + |։|Г, 7 > 0 целое, «сП,,,

#у(0) = 0 У)<1.

(123)

(1.24)

Через С(р) или Д[р](р) обозначим образ Лапласа функции $(<), когда 1 € Л1+. 

В работе [3] доказана

Лемма 1.3. Функция Со(р) = £[у(/)( 1 + <)“*г~2] аналитична в области 

СПд и удовлетворяет оценкам

'|б?.(р)|<с(1 + |р|)-'-։. респ-;. (1.25)

|ф։)(р)1 < С,(ПО)(1 + |р|)-'-։-։, 3 = 0,1.....р€Поссп;. (1.26)

Образ Фурье решения уравнения (1.22) представится в виде

сё(е.А) з, 
Р»(4,А)

лх =

2тг։
( ММ А, 

"А Т—ГТ՜е где Л»(М) Г.(4)

(1.27)

где контур Ге(О для { # 0 выбирается так, чтобы корни, принадлежащие

П* и СП* лежали по разные стороны от него.

Покажем, что прообраз Фурье функционала й'(С 0 принадлежит классу

Л/. Аналогичным образом мы поступим и с й (СО-

Используя представление (1,14), перепишем и՜«,։) в форме

«'(«.<) = 2^* -/где
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9-(() С(€, А)е (1-28)

Следуя лемме 1.3 представим С«,А)(1- ^-)'г+аСв(С А), где функционал

Со(СА), зависящий от параметра А, удовлетворяет оценкам (1.25), (1.26),

затем интегрированием по частям преобразуем (СО к виду

гГ(М)е А)<и =

__
2эг։

Введем функцию

д 
дХ

Г«Т(е.А)еА,1 С.(СА)</А. ՛ (1.29)

д 
дх’/՛(€. А, 0 = ֊•(1.30)

Имеет место

А.1)| < с^|€Г’“(1 + К1)"'*՛(1 4- |А|Г»*'( 1 + (1.31)

загельство. Лемма 1.4 следует из оценки (1.7) и того, что

|А-Аде)|>С/кг»(1+к1г, А€ Г., (<0, (1.32)

Докажем оценку (1.32). При —М < £ < —6 < О (1.32) вытекает из непре

рывности корня АД£). Поэтому достаточно установить (1.32), при —6 < Г<
- • %

О и ( < —1. Ограничимся случаем —6 < < < 0 (в случае £ < —1 доказа

тельство аналогично). Согласно (1.3) имеем

А>Ю = 2>лИ1‘/г'. -£<{<0. (1.33)
4=0 •ь • . “ * •

От сюда н из того, что АД£) € СП;, ) > £ + 1, -6 < £ < 0 вытекает

существование € [0, а] такого, что

к* X"' АД4)] > 0.

Из (1.33), (1.34) имеем

Ме^'МО] > сЖГ,
а

А теперь заметим, что

€€(-«,0).

(1.34)

(1.35)*

|А - А,(С)| = |е‘*'А — еи>А,«)| > Ле [е’*<А,(О] > с,ИГ», (1.36)

и оценка (1.32) получена. Лемма 1.4 доказана.

*€€(-«,0).
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Замеч ние 1.1. Оценка (1.32) легко выводится и из принципа Зайден-
берга-Тарского (см. Теорему А.2.5 в Н]).
Из оценки (1.31), при подходящем выбор

& (€Х ^(^тА,<) по £ до наперед заданного

Лемму 1.2 и (1.20))

е р, вытекает гладкость функции 

порядка. От сюда получаем (см.

“1 (։.«)- Р( *[и։ ((,<)](։. 1) = ^ Н* А 0 * &(г, А)<1А € М,
(1-37)

где

погасло
(։+«’)*• Ч>1;*¥>(։. А, 0 = Г՜1

6(х, А) — Г1 — (7Дг,А).
\ дх2) 2

Займемся теперь функционалом й? (£Д). Пусть целое > 0 таково, что

<?Г(СА) с(О
А'-Сд-а.А) - |А| ’ |А| > 1. (1.38)« <0.

Введем функцию

?Г(4.А)
2х» А^*^, (£, А)

«аЧА, 1 € Пв, 4<0, (139)

где определена в (1.13). В силу Леммы 1.1 функция удовлет

воряет оценкам (1.16), (1.17). Теперь, если положим

Г*‘(ОГФ1(СО]

то будем иметь

у.»
«2 («»<)= / И ♦?(*.*-г)<*г е 

7о

где ?(։,<) = (1 - ^т)**(^7),'9(։.О- Следовательно, прообраз Фурье и.(։,0

функционала «({,<) из (1.27) принадлежит классу М и, вообще говоря, от 

ения и(х\1) уравнения (1.22) отличается на функцию вида

которая легко находится согласно пункту 1.

Таким образом, получена

83



Теорема 1.1. Неоднородное уравнение Р„ у֊) и = /(«, О имеет реш

ение в классе М для всех /ЕМ.

Теорема 1.1 позволяет при исследовании граничных задач А1 и А2 в урав

нении (2) считать /(г,() = 0, что мы и будем предполагать. Заметим, что 

ерли в (2) / € Мр, то решение и € Мр։ с Д > 0, что подтверждают сле

дующие примеры. В Их По,՝с я/2 < а < % рассмотрим уравнение

ди ,ди 
— 4- 1 — 
дх д1 = /(*.*)•

1) Пусть/(х,*) = 1 Е АЛ, тогда и(х,/) = -»*€ ЛЛ. ••
____ - '

2) Если же /(г,<) = Vх + > € то и(х,1) = 2/3(х 4- ։)3^2 4- <р(х 4- ։<),

где <^()-целая аналитическая функция, а значит в классе ^>( ) € Мр есть _ • %
многочлен и ясно, что невозможно подобрать ^( ) Е Мр так, чтобы и Е Мг.

§2. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ А1

В этом параграфе в отличие от §1 корни А1(£),

уравнения (3) перенумеруем так, чтобы • - •4

Г СП'А»+1«).:..,Ат(€)е|п. ”

.... Ап({) характеристического

(2.1)

Ат+1ю,....Ап(е)есп;, е#о.

Отметим, что в силу (1.3) введенные множества корней могут пересекаться 

лишь в конечном числе точек и так как характер этих точек ничем не 

отличает ся от точки « = 0, то мы будем предполагать, что « = 0 - един

ственная такая точка. Введем полиномы по А:

к к
Ре«. А) = П(А - АД«)) = А* + £>Д«)А‘->, 

т — к т—к -г-
Оп,-*«.А)= П(А-А*+,(С)) = А’"֊*+£^(«)А«֊*֊Л - (2.2)

)=1' ;=1 
п—т п—т • < •-’

Яп-т«,А).= П(л -Ат+ДО) = А"-’"+. £г,(«)Ап-т->. 
)=1
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Заметим, что коэффициенты введенных полиномов удовлетворяют оценкам 

(1.7). Рассмотрим функции

■ко гАЧА, 

(23)

где замкнутый контур содержит все корни полинома рт_к(СА). На 

основании Леммы 1.1 функция в (£)^((,<) удовлетворяет оценкам (1.16), 

(1.17) с £0 =0, = с-0< € < 1. Положим

(2.4)

Лемма 2.1. Прообраз Фурье функции й<,(£,<) продолжается ана

литически в верхнюю полуплоскость 1т: > 0, : = х-Ну и удовлетворяет 

там оценке

|*,(М)1 < е/’и' • <25>
Доказательство. Прежде всего заметим, что 1^(£,<) непрерывна слева

и справа в точке ( = 0 и имеет местоI

I |Ц(0±.‘)1<е,(1 + |«1)'л- (2-6)

Очевидно также, что
•» к

|ш,(х.։)|<с>(1 + |։|)1'։, 1тх > 0, <€П.. (27)
• •

Далее, имеем

Vе! ■ (2.8)

где д(£)-дельта-функция Дирака. Применяя к (2.8) обратное преобразо

вание Фурье и используя оценки (1.16), (1.1 <)» получим

|^(хЛ)|<с,(1 + |<|)''- (2.9)

Из (2.7) и (2.9) вытекает утверждение леммы 2.1.
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Лемма 2.2. Пусть У(х,*) € Мр, а её образ Фурье У(£,*) удовлетворяет

«г1фференциальному уравнению

о™֊*кнс.о = о. 'с/о, «€по.
\ (Л /

(2.10)

Тогда У(г,<) аналитически продолжается в верхнюю полуплоскость 1тг >

0 и удовлетворяет опенкам

< *>*(! + М)**(1 + 1ИР‘. (2П)

ЛЬказательство. Так как характеристические корни полинома <^т.>

при < > 0 принадлежат области СП’, то из (2.10) легко вывести, что

БиррУ((Л) С 1Й-”. Функцию К(х,<) = (։ + х)”^У(х,0 € Мо представим в 

виде [5]

КСм) = п+ц, + П-У, = у+ + V՜, (2.12)

где

т<*?>

удовлетворяют оценкам

|О»Д*У+(*,1)|<ел(1 + |х ։ е пв. (2.13)

Л ля 1^"(х,1) такая же оценка имеет место в 1т г < 0, I 6 П<

Таким образом, о(х,<) 6 Мр может быть представлена в виде

И(«,0=У+(։,0+И֊(։.<), (2.14)

где У±(гу1) аналитически продолжаются, соотвецтвенно, в верхнюю и ниж- Г 
*

тою полуплоскости, удовлетворяя оценкам (2.11). Заметим, что М0 С Яь

|6| < 1/2, где . ■ . - 7 .

я. = {«(0:11(1 + К1)4и(С)1к. <+»}

-пространство Соболева и как показано в [5]

п*1? = V* = Л0±(ОК-’(Ч±(*. «же. ОК*. <); П* V.’ = 0.
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Отсюда легко вывести, что виррУ’«,։) с ЙР' и так как ։иррЙ((, |) С Йё, то 

носитель Г.[У(М)-У+(։, <)]({,։) сосредоточен в точке { = 0, следовательно

- У+(։,1) = . (2.15)
3<»

Из (2.15) вытекает утверждение Леммы 2.2.

Нам понадобится также

Лемма 2.3. Если и(х,<) £ Мр является решением однородной 0)
задачи А1, то

а;(Г)€М.. (216)

будем иметь

дх'д1
(2.17)

Так как левая часть аналитически продолжается в верхнюю полуплоскость,

а правая-в нижнюю, имея степенной рост, то по Теореме Лиувилля

дх' д1 МО € м (218)и

Граничное условие (5) также перепишет ся в виде /, =. 0

(219)

где ч,)-постоянные. Переходя в (2.18), (219) к образам Фурье, получим

« € п„;€# 0. (2.20)

^«121 = 0. (/о, > = о.....4-1. (2-21)
ди

Уравнение (2.20) легко редуцируется к уравнению

(2т-* («•£)а(с’йй ({’,,=0, </0, <еп” (222) 

откуда (см. Лемму 2.2) виррЛ ((. £) й֊ С ЙГ и так как «.₽₽*֊ С Йё, то

.■֊' ■₽»((.£)•’((■«) «о. «140- (2'23)

/
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Решая задачу Коши (2.23), (2.21), получим и“(С0 = 0, < # Используя

это, образ Фурье однородных = 0 условий (б) перепишем в виде

откуда

] = к..... тп - 1, <#0,<Уй+(е,о). Уй+(-(,о). 0
ди ди

С# о. (2.24)

Ясно, что и+((Д) также удовлетворяет уравнению (2.22) и граничным уело- 

виям (2.21), которые вместе с условиями (2.24) представляют однородную 
* •

задачу Коши для уравнения (2.22), поэтому й+(£,/) = 0, £ / 0.

Таким образом, й(СО = й+ + й~ = 0, при £ # 0, откуда и следует пред- 

ставление (2.16). Лемма 2.3 доказана.

I. ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ А1 Отметим

сразу, что в классе Л/о, и = 0, (вытекает из Леммы 2.3). Согласно этой же

лемме решение однородной залами А1 в классе (3 > 0 есть многочлен

по х степени 0 — 1 и поэтому условие (6) = 0 может быть переписано в 

форме

ди (2.25)

где с< € ^.-произвольные числа.

Таким образом, однородная задача А1 принимает вид:

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Очевидно р(0) > т, где р(0)-число корней характеристического уравнения

(3), принадлежащих области П^.

(2.28), мы без труда установим:

Подставляя и(х,<) из (2.16) в (2.26)֊

Теорема 2.1. Однородная задача А1 в классе ДУ/?, 0 > 0 целое, имеет 

г > (3(т — 1) линейно независимых решений.
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Следг™.«. Однородная задам» А1 . классе М имеет бесконечно много

линейно независимых решений

11. И^ииюВАНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ А1 Налом- 

ним. что в (2) /(,,0 . о, в силу Теоремы 1.1. Используя представление 

(2.14) как для решения «(г.,), так и для функций /,(,). задачу А1 расчленим 

на следующие задачи:

»и-(т,0)
д1>

(229)

(2.30)

д'и+(։,0) .
-----= /, (*). 3 = 0.......4-1. • (2 32)

_ д>и+(1,0) „ Уи"(։.О)
-----= М*> - **----- -------- = »(*), 3 = 4.......т-1. (2.33)

Освободимся от символа Ле в (2.33). Если уДе) € Мо, то имеем

а*и*(г,0) . 1 + +
” ^9] (^)> ) — ~ П (2.34)

Если же д}(х) € М0, 0 > 1, то представляя д,(х) - $Д0)+ ...4- 4-
• •

0°(х), заметим, что др(г) = д^х)/*? € Мо, и поэтому из (2.33) легко выво

дим
^и + (1,0) /л. X**1 (Д-|)/АЧ 5 + / ч ♦/ ч

- 0/0) + -+ (0) + х 0;о(*) ֊ 0; (х),

; = - 1; = П+^о- (2 35)

Вначале докажем разрешимость задачи 1, а затем, подставляя и (х,0 в 

(2.33), и разрешимость задачи 2. Переходя к образам Фурье в (2.29),

(2.30), мы как и выше (см. доказательство леммы 2.3), получим

»в-(С-О) 
8г>

р» = 0՛
\

(2.36)

(2-37)

Нам понадобится
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Лемма 2.4. Пусть /(т) € Мо, а |У(*)| <(14֊ Н)”1- Тогда их свёртка

/• V емо.

застельство. Имеем

|Р>(И»/)| = IV . £>>Л < О < 0, < 1.

Из |т| < |т|/2 следует, что 1 + |։ — т| > 1 + |։| — |т| > 1 + |т|/2, поэтому

</т 2 Г|г|/։ </т 1
<1,|/։ (։ + к - их։ + |т|)^ ֊ I + н/2 /0 (1 + Ф - с>‘(1 +1։|)* ՛

Пусть € > 0-достаточно малое заданное число, а д € Ш. такое, что де > 1.
___ *

Используя неравенство Гёльдера, получим

Объединяя полученные оценки, установим утверждение леммы 2.4.

Следствие 2.4. Если / € а |и(х)| <(14֊ |х|) /?“1, то / • V Е Мр.

Доказательство. В силу неравенства Питре

(։Л*-НГ'<(1 + |։|)л(։ + НГ' ֊ ■

будем иметь

(1 + |г-т|)(1 + - С^։ + т><^-

Пусть обозначают функции из (2.3), построенные для полинома

которые также удовлетворяют оценкам (1.16), (1-17).

Рассмотрим функционал

- «;({,«)= £ <»+(€)4’։(е,։)/-({).
՝ )<*-։

(2.38)
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Пусть вначале € М., ] = 0.....к- 1. Тогда в силу Лемм 2.1 и 2.4

<(։.«) - Г{~1[“‘(еЛ)]= */’(։)€ М, (2.39)
;<ь֊1

являет ся решением задачи 1 (здесь мы используем тот факт, что элементы 

пространства Мо стремятся к нулю при х — оо). Если же € Мд, 0 > 1,

то поступаем следующим образом. Пусть к0 > 1 такое, что

(2.40)
(1+е)‘-

В условии (5), а значит и в (2.30) вместо /Дг) € Мд возьмем £^/Дг) 6 Мд.

Тогда формула (2.38) примет вид

(241)

и в силу следствия 2.4 и из Леммы 2.4 и“(х,Г) = Г € ^д.

Построенная функция и~(х,1) удовлетворяет задаче

ио (Х։0 = " ^(О^Ч
КД-1

(2 42)
дх'д1

) = 0.....1- 1. (243)

Заменяя и;(х,0 = Г?иГ(х,£), где € М2д в (2.42), (2.43) получим

Рп

»<20-1

Очевидно задача

] <20-1

д;и'(.г,0) ) = 0,.... к - 1

(2.44)

(245)

(246)

(247)

имеет решение и- € вида £ с>(Ф< Тогда функция

и-(г,О = иГ(։.<)-и’(։.<)€^
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являет ся решением задачи 1. Исследование задачи 2 проводит ся ана

логичным образом, при ©том в образах Фурье вместо задачи (2.36), (2.37)

мы будем иметь (см. доказательство Леммы 2.3)

^♦((,0) А к ,= //(*). 7 = 0.....4-1,

~ Ч) (ч)> ] — »»•••» п։ 1,

( #0,

«#0,

(#0.

(248)

(249)

(2.50)

Таким образом, доказана

Теорема 2.2. Неоднородная задача А1 в классе М разрешима. При

этом, если € Мо, 1 = 0,...,тп — 1, то решение и € Мо, если же /у € А/^, 

> 1, то и € ^2р.

Объединяя теоремы 2.1 и 2.2, получим:

Теорема 2.3. Задача Коши-Римана-Гильберта (К-Р-Г) в классе Мв

имеет единственное решение. Если же € А/^, то неоднородная задача

К-Р-Г в классе М20 имеет решение, а однородная задача в этом же классе

имеет конечное число линейно независимых решений. В классе М = Од>оА/^

неодноро,и чая задача К-Р-Г имеет решение, а однородная-бесконечно много

линейно независимых решений.

104 Л ГРАНИЧНОЙ задачи

Введём полиномы по А:

4>((,А) = а,({,А)(то<1Л(СА))= £ ^։({)А', (3.2)

(3-3)

3.1=0
(3.5)

-матрицы порядков к и ги.

(34)
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Теорема 3.1. У словил

* О,

<։»‘В։(() £ о

(Зв)

(3.7)

необходимы и достаточны для разрешимости не о. дородной задачи А2 вИ

классе М.

»

Теорема 3.2. Условия

необходимы и дастаточны

анв։(о / о >о

ае1В2(О # О < о

(3.8)

(3.9)

для существования и единственности решения

задачи А 2 в классе Л/о-

Доказательство теоремы 3.1. Покажем достаточность условий (3.6),

(3.7). Из разложения в ряд Пюизьё элементов матриц В։(£). следует, 

что функции ЗеСВ!«), Не1В2(<) могут иметь лишь конечное число нулей или 

быть тождественным нулем. Мы ограничимся лишь единственной точкой 

(•=.0, в которой Зе1В1(0+) = (ксВДО-) = 0.

Заметим, что »(}>(() € С“(Л+). 4'?’(€) € С~(Я՜), при ( / 0.

Представлял и(г,() в виде и(х,() — и+(*>1) + •”(*»О (см- (214)), мы вместо

задачи (2), (7), (8), получим задачи:

= /,-(«).
а'и-(х.о) 

Л'

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(314)
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Условие (3 14) мы получаем так же, как и (2.35) из (2.33).

Рассмотрим вспомогательную задачу

дх' д1
(3.15)

/<п —1
дх

д1 и(х, 0) 
сП1

] = 0,..., к — 1,

где а;(1) € М,Ь}1 € С. Покажем, что задача 5 в классе Л/ имеет

(3.16)

решение,

если выполнено условие (3.6). I' га

Рассмотрим . - ’ -
/>(0) р(°) •

Рхо)(еА)=П(А-ЧЮ) = А'<о)+Ер>(«)А'1О>‘)՛ К|<£՛ ' <317> )=1 .. >=1
где АгД^)֊те из корней, которые принадлежат области Щ при £ = 0. Очев

идно, что коэффициенты рД£) полинома Рр(о)(С^) бесконечно дифференци

руемы. Мы имеем

Р,(о)(М) = 0,(о)-ЛМ)^(М), 1<1 < е, (318)
а 

где фр(о)-ь(С А)-полином по А степени р(0) — к. 

Положим 
р(0)-1

с,(4,А) = а>«.А)(тоаР^0)(«,А))= £с>(«)А', ; = 0.....к - 1, |{| < е
1—0

(3.19)

и введем прямоугольную матрицу ' ’ ’ ш

С({) = (с,<(0) г 7 = 0.....* - 1; I = 0......р(0) - 1. (3.20)
ч

Имеет место

Лемма 3.1. Справедлива формула

гапкС({) = * У{6(0,£). (3.21)

Лрказательство. Напомним, что по предположению гапк6р*(£) = к при 

0 < < < £, где Ь'}\<) определены в (3.2). Согласно (3.18) имеем

А) = Рк(6, А)г;(СА) + 6Д(,А), у = 0,...’4 ֊ 1, <€(0,£), (3.22) 
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где г;(£,А)-полиномы от /\, а ЬД(,А) определены в (3.2). Если в некоторой 

точке (о € (0,г) ранг матрицы С«о) меньше k, то rankfàjp^o)) < k, что 

противоречит условию rank(6j})(()) = k при { > 0.

Согласно работе [6] Матрица С(£) может быть представлена в форме: 
« •

С(() = я։ («)£>({) Я2(<), |€|<в, (323)
• *

где D(£) = {{"'% }“Диагональная матрица порядка k, элементы матриц 

Л1(<), Яз(О аналитичны при |£| < е, det^iU) # 0, тапкЯ3(0) = k.

Теперь мы готовы к доказательству разрешимости задачи 5. ж
Заметим, что правая часть в (3.15) может быть взята равной нулю (см.
_ _ •
Теорему 1.1). Таким образом имеем

^w(CO)
- dtl

Л(0)(€» = 0.

НО)-։
Е МО 

1=0

где Oj(f) = сосредоточен в точке £ = 0.

Положим

*
V = (vOt .... vt_i) = Â2(O â*°)-lw(C0)

0tHo)֊։

Условия (3.25) перепишутся в виде

("’•»(«) = «?>(«).. i = o

(3.24)

(325)

(3.26)

(3.27)

= OjU).

ôtDU.O) (3.28)

где функционалы также сосредоточены в точке ( — 0. Ясно, что
<

система (3.27) допускает решение, сосредоточенное в точке { = 0. Сле

довательно, иэ (3.26) получим

НО)—।

/=о
I

где rank(r<?’(f)) = *, при |<| < с, а $({) сосредоточены в точке f = 0.

Добавляя к условиям (3.28) р(0) - * условий такого же вида так, чтобы

= А(€).dt‘
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определитель полученной системы был .отличен от нуля, при |<| < е, мы 

найдём • ч'л • ГЯ

3 = 0,...,р(0) - 1, (3.29)

где функционалы ?;(£) сосредоточены в точке £ = 0. Таким образом, для 

определения й?(£,1) мы получили Задачу Коши (3.24), (3.29), решение ко- 

торой запишется в виде

е(о)-։
«2(СЛ)= У ъ(€.‘)тЛ€). (3.30)

>=« . • 
_ . д — •

где и;(£Л) € С°° аналитичны по < € По, определяют ся формулой (2.3), 

выписанной для полинома 1£1 <• £• Так как все корни полинома

Рр(о)(С^) в точке £ = 0 принадлежат области П* , то 
в

|£>'Д?»,(0,01 < си(1 + |(|)т1‘, ։ € Па. (3.31)

Остает ся заметить, что формула (3.30) зависит от функции 2?|уу(0,/), по

скольку функционал 7>({) сосредоточен в точке £ = 0. Таким образом,

гг(х,<) = Г Ч^(СО] € Л/ и разрешимость задачи 5 доказана.

Исследуем теперь задачи 3, 4. Переходя к образам Фурье в (3.10), (3.11)

и используя обозначение (3.-2), будем иметь (см. (2.36))

Л(€,^-)и-(«,։) = 0, { > 0, 

■

/ „ (ч) ^1 — /] (€)• € > 0, ] — 0» -ч 4 ~ 1-

Условие (3.33) перепишем в форме

(3.32)

(3.33)

»йИ.О) 1-1

= Евя)(ОЛ‘(«).; = о,...л-1,
( = 0

(3.34)

где \^)-елементы матрицы (В1(£)) Так как коэффициенты полинома

удовлетвори

оценкам (1.7), то имеем

1^в‘1п(()1<с.к1т-{1 + 1€1)՞՛. (3.35)

т

и
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Предположим, что /Дт) 6 = О, ..,т — 1, а ко, 1/о 1 такие, что (см.
(2.38),(2.40))

(3.36)О

Тогда, взяв в условиях (7), (3.11), вместо € Л/ьеи функцию € Мд,

получим

Функция и0(х,1) удовлетворяет равенствам (см. также (2.46), (2 47))

(3.38)

] =0,...,Ы. (3.39)

Далее, поступая как и при исследовании задачи (2.42),'(2.43), мы сведём 

вопрос о разрешимости задачи 3 к разрешимости задачи 5. Таким образом, 

задача 3 имеет решение. Задача 4 исследует ся аналогично и доказывает

ся её разрешимость. *
Итак, достаточность условий (3.6), (3.7) доказана. Теперь докажем их

необходимость. Для определенности пусть 8е1В1 (£) = 0 при £ > 0. Покажем, 
Л

что задача А2 в классе М имеет решение не для всех /}(т). Заметим, что 

если задача А2 имеет решение и, то образ Фурье 2՜ функции и՜ (см. 2.14) 

удовлетворяет задаче:

Л(€.^)2-«.0 = 0.е>«>0, (3.40)
■ ' Л (71

= ^Ю.; = ° *-1.(><>о (3-41)
2—^ р 4 аг 7 •
1=о

Заметим также, что элементы Ь^(0 матрицы В, («-аналитические фуикт- 

сии от « > 0 и имеют конечное число нулей при { > 6 > 0 или равны 

тождественнр нулю. Отсюда следует, что существует интервал (□.») С 

{<>£}, на котором
. В։(« ® М, («А («№«). (342)
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где деСЛГ1«) # 0, <1е1Лг1 (£) # О, а £М€)” ^агональная матрица, элементы

этих матриц также аналитичны. Так как Ие1В)(£) = 0, то по крайней мере 

один из диагональных элементов матрицы Р)(£) равен тождественно нулю. 

Используя (3.42) и (3.41), убедимся, что задача (3.40), (3.41) имеет реш

ение не для всех правых частей- Необходимость условий (3.6), (3.7), а 

заодно и Теорема 3.1 доказана.

оказательство теоремы 3.2 очевидно.

§4 ПРИМЕРЫ

Модельным уравнением вида (2) является уравнение Ко: IIи-Римана

«€ М, ։€И,1€ По. (4.1)

Имеем, А(() = ( и поэтому />(() = 0, при { > 0 и р(€) = при £ < 0, если

0 < а < у. Если же у < а < я, то р({) = 0, при ( / 0. В наших обозначениях 
• * ** • * ’ • « * • * • а Л

• Ь V а

т = 1, к = 0, при 0<а<уитт» = Ь = 0, при ֊ < а < я. Очевидно, 
* **

при % < а < ж граничная задача для уравнения (4.1) отсутствует, а при

0< а < у имеем задачу Римана-Гильберта

Кеи(։,0) =/(։), /€М. ДО)
• ь- 

•4 * 
4 •

Исследуем задачу (4.1),(4.2). Представим решение уравнения (4.1) в виде

«(*Л) = + ><)• Так как и(х,1) аналитична для I € Пв при всех г € 1В, 

^(•) — аналитическая функция в верхней полуплоскости. Заметим, что для

о > у функция ут(.) целая и поскольку и € М имеет рост, не вы II е степенного,

то по теореме Лиувилля есть многочлен по х и по I. В этом случае не 

может быть речи о граничной задаче. Итак, мы имеем задачу нахождения

функции у>, аналитической в верхней полуплоскости, имеющей степенной

рост и удовлетворяют следующему условию:

КМ*) = /(*) (4.3)

Решение этой задачи известно и в классе Мо задаётся формулой

|у) = —
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От сюда имеем

Лт £ Мо.
-00

Для случая / € Мд, 0 > 1, решение (4.3) может быть получено следующим 

образом. Пусть £РГ/(О) = 0 для всех } < 0 ֊ 1, тогда д(Х) = € Ма и

поэтому

Используя разложение /(։) = /(0) + ... +г^г/«’-։)(о)+9(։), мы решим (4.3) 

и, следовательно, (4.1) и (4.2) для любой / € Мр.

II. Пусть Д1дп—попарно различные действительные числа такие, что

> 0 и Дт+1,...,дп < 0. Рассмотрим уравнение вида:

+ ” (э։ + ‘Дпл)“(։’<) = 0' (*.<)€ЛхПв,0<а<у. (4.4)

Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид:

А) ••’(-£ + ։ДпА) = 0.

Откуда А; = £/Др 3 = и р(£) = тп при < < 0 и р(<) = п — т = £, при 

4 > 0. Предположим, что тп > к, с граничными условиями

• ՝■ <45>

_ ^0(1,0) 1- / ч . I 1 (Л Ь\ -Ее——— = Л(х), ; = (4.6)
ои 

ял 9

мы получаем задачу А1, для которой укажем схему доказательства сущее- 

твования решения.

Решение уравнения (4.4) представим в виде

И ^т+1( ). •• ^п(-) —функции, имеющие степенной рост игде ¥>1(.),-.<|С’т( )

аналитические в верхней и нижней полуплоскости, соответственно. Под

ставляя (4.7,) в (4.5) и (4.6), мы получим

/ = 0,...Д-1, • (4.8)
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Не т - 1. (4.9)

Решая уравнения в (4.8), находим

м/
1 ••• (4.Ю)

1 = 0, ...,к - 1. (4.11)

Дифференцируя к->-1 разное уравнение в (4.10), получим линейную алге

браическую систему уравнений , п (*֊!)/ хотносительно функций у?т+1 (х),

с определителем Вандермонда, отличным от нуля. Таким образом, мы 
' I ■ - •

найдём функции $рт+1(х), ...,^>п(х), подставляя которые в (4.9), получим

т

(4-12)

Решая систему (4.11), (4.12), мы найдём функции $р](х), ...,у>т(х), это завер

шает решение задачи (4.4) - (4.6).

П1. Рассмотрим уравнение вида (4.1) с младшим членом:

в Е Л/о» х Е ВТ, I Е По, 0 < а < —. (4-13)

Имеем А = ( + г и рассматриваем задачу

Яег4(х,0) = /(х) Е А/о.

Общее решение уравнения (4.13) можно записать в виде

и(։,0 = «'*¥>(։+ «0.

(4.14)

(4-15)

• •
где у>{ ) — функция, аналитическая в верхней полуплоскости. Из (4.15), при

I Е имеем ^>(х 4- И) = е~։<и Е Л/о. Следовательно, задача Яе^(х) = /(х)
• •

• ^4

решается как и в примере 1. Так как |е։<| < 1, < Е По, то по формуле (4.15)

найдём искомое решение рассматриваемой задачи. • ' ’

В заключении отметим, что если вместо (4.13) рассмотреть уравнение

ди ■ .ди
(4.16)

100



то А(£) = £ — ։ и ясно, что условие (4) не имеет места. Поэтому уравнение 

(4.16) не входит в изученный класс. Но если рассмотреть (4.16) только для 

* £ * то полученные результаты остаются в силе.
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