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На поверхность 5 ограниченного выпуклого тела в Я3 брошены 
случайные точки Р\,..,Рп. Они независимы и каждая имеет равномер. 
ное относительно площади распределение на 5. Пусть О - фиксиро
ванная точка на 3. Выпуклая оболочка множества {О, Р\,Рп} в Я3 . 
многогранник 5П. Обозначим через №п случайное число ребер много* 
гранника 5П, выходящих из точки О. В работе исследуется математи
ческое ожидание ЕМп и получены следующие результаты : В случае 
сферы найдена точная формула для вычисления Е^. В случае общего 
5 для ЕМп получена асимптотическая формула Е/Уп = 6 -4 ֊ + о(^) для 
Е№п. В случае, когда О, лежащая на экваторе вершина эллипсоида
вращения, показано, что коэффициент а зависит не только от отно
шения главных кривизн в точке О, а также от типа эллипсоида 
(вытянутый или сплющенный).

§1 . ВВЕДЕНИЕ

Исследованию аппроксимации выпуклых тел случайными многогранниками по

священо большое число работ (см., например, работы (3],[б), а также [2],[4]). В 

настоящей работе рассмот рена задача локальной аппроксимации выпуклой по

верхности случайной многогранной поверхностью.

Пусть 5 С Н - поверхность ограниченного выпуклого тела. Рассмотрим п 

|очек /1,...,/п, брошенных на Я независимо, каждая с равномерным (отпоси- 

кльно площади поверхности) распределением. Возьмем фиксированную точку 

О на 5. Выпуклая оболочка множества {О, Р,..... Рп} в R3 - многогранник

' вершинами О, Ру,Обозначим через Ып число ребер 5п, исходящих из 
9

вершины О. ^-'’’зИКЯ

Задача состоит в получении асимптотической формулы (п -» оо) для ЕМп 

(/? обозначает математическое ожидание).

В згой работе получены следующие результаты :
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1) Для случая, koi да .S - сфера, получено точное значение для ENn :

12
БЛ/п=6-^ТТ’ (^ = 1) ■ (1)

2) когда точка О является вершиной эллипсоида вращения и лежит на 

экваторе ( вернее, оси вращения) в асимптотическом разложении

ENn =6+ —-|֊о( —) (2)
п п ' '

найдена постоянная а в виде явной функции от (&ь&2 - главнее кривизны 

эллипсоида в точке О). Эти функции различны для вытянутого или сплющенного 

случаев, (см. (25) и (26)).

§2 . СЛУЧАЙ РАВНОМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НА СФЕРЕ S2

На сферу радиуса R с центром в начале координат (в сферических координатах 

х = Rs\nv cos^>, у = Rsint/sin^։, z — Reos и) бросаются п независимых точек с 

равномерным распределением на S2, т.е. с плотностью

dP s\T\vdud<t>
AirR2 4тг

где dP - элемент площади поверхности. Возьмем выпуклую оболочку точки О 

(северный полюс) и точек Pi,...,Pn- Основной целью этого параграфа является 

демонстрация (1).

Легко видеть, что

где /грань(ОР|Р]) равна 1, если плоскость, проходящая через точки ОР։Р}2 

оставляет все точки из Р], < 2, ..., Рп в том же полупространстве, о։ раничеином 

плоскостью ОР{Р^ нуль - в остальных случаях.

Следовательно

= P(OPtP2), (3)

где P(OPtP2) = Elrp^tOPiPi).

Из (3) следует, что

EN - "("-О / [ [(Ж)"-2+(1-֊^)п-։]</Р,</Рг. (4)
L " - 2(4жЯ’)’ J J -4*^ 4rli

' 5’xS’
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где через

срезанной

|Л| < 2%R2 обозначена площадь маленькой сферической верхушки Л, 

плоскостью, проходящей через точки ОР\Р2.

При вычислении ин теграла (4) мы используем следующий результат Майлса 

(см. [1], [5]). \\ \ '

Пара точек (Р\, Р2) на сфере может бы ть описана параметрами

(| Л |, у?, »1, ог2),

где область изменения |Л| есть интервал (0, 2»/?2), у? - ориентация Л, <р £ 51, 

а О1,а2 ֊ два внутренних угла плоского треугольника с вершинами ОР}Р2.

Назовем о։. о2 - параметрами формы плоского треугольника, (о<1,а2) £ 

12 ֊ пространство треугольных форм. Следующий якобиан был вычислен 

сом [5] : ЗмН

Майя-

R.r^ 
dP\dP2 = \6dip =dr sin a-i sin a2 sin(oii 4֊ a2)da]rfa2

V R2 — r2
(r - радиус кругового сечения сферы плоскостью, проходящей через

OPiP,).

Гак как. |Л| = 2л՜R(R — \/R2 — г2), то из (5) следует, что

(5)

точки

2 .
dP}dP2 = (4тгЯ2 - |Я|)|Л|с/|Л| sin а։ sin а2 sin(a։ 4-a2)c/crida

Применяя (5) (или (6)), получим, что тотальная мера форм есть

2-

т(£) = / sin sin о2 sin(a| + о2)^ек] с/а2. 
£

В самом деле, интегрируя (5) по S2 х S2, получаем

т(Е).

Следова,|՝ельно

(П
Используя (6) и (7), легко вычислить интеграл в правой части (1).

ENn = 6п("~0| 
(1тгЯ2)"+'

(' помощью замены

г 2 л
' |Я|"֊1(47г/г2-|Л|)</|Д|4- /

° до

2ж/Г
(4т Я5-

переменных во втором интеграле, получаем
_ 6n(n - 1) Г

n"'(4%/?-|A|)d|4|.

|Л|)"֊'|ЛИ|Л|].

bWn

(’ледовагельно, из (I) вытекает,, что результат не зависит от радиуса fl сферы



о случайной аппроксимации выпуклых тел в К3 67

53. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ЕНп

В СЛУЧАЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ плотности

На сферу радиуса И бросим п точек РЬ...,РП, которые независимы и одинаково 

распределены с плотностью /(Р)(1Р. Кроме того, предположим, что существует 

непрерывная вторая производная функции /(Р) и /(О) /0(0- северный полюс 

на .Я2).

Целью настоящею параграфа является нахождение первых двух членов в
* 

асимптотическом разложении Е1Уп при п —> оо.

Из (3) следует, что

ЕЫп = ^֊^11 ЛР|)/(/’։)<ГР><Г/э։((р(Л))в-г + (1-р(Л))'*-։], (8)

где р(А) = Ц(Р)<ЛР.
А

Так как /(Р) непрерывна и /(О) / 0, то только точки Р., попадающие в 

любую малую окрестность точки О, вносят свой вклад в ЕР*/п.

Следовательно, из (8) получаем

п(п _ г) гп(п) г2’ га(п) г?*
\ 1 / Лу'.Ф^Р, ■ -р(Д))п-г,

2 7(1 7о 70 70

(9) 

где а(п) —♦ 0, а па(п) —* оо при п —» ои (*/» 6 (0, а(п)),» = 1,2).

Знак « означает совладение первых двух членов в асимптотических разло

жениях.

Теперь рассмо трим разложение в ряд Тейлора функции /(у, <£) при и —♦ 0 : 

/(^^) = /(0,0)+^М. + оМ, (Ю)

где - производная /(*/, 0) в точке (0,0) — О пи направлению ф.

Ниже всюду предполагаем, что

дД(0, 0) _ для всех ф . (11)
ди

Заметим, что в случае когда О - вершина эллипсоида вращения, условие (II) 

удовлетворяется на экваторе этого эллипсоида (эзо1 случай мы рассмотрим 

ниже).
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Таким образом, если точки Р։,.... Рп брошены на сферу независимо и с общей

плозностью /(/’), удовлетворяющей дополнительному условию (11), то

Воспользовавшись разложением (6), получаем

^п«?^5^[/(0,0)]2 Г(П)(1֊/(0,0)|Л|)"-’(4>гЯ5-|Л|) |Л| <ф)|, (12)
17Г/1* Уо

где /3(п) О и п/?(п) —♦ оо, при п —♦ оо (|Л| е (0,/?(п))). Здесь мы также

использовали (7).

Окончательно, из (12) следует, что

Очевидно, что (13) согласовано с (1).

§4. СЛУЧАЙ ЭЛЛИПСОИДА

Пусть 5 - эллипсоид
2 2 2X 1Г 2

— + — + — = 1а2 Ь2 Я2

В полярных координатах

X = р(у, ^)8П1 */со5ф, у = р(р, <^)я։п ։/я։п ф> г = р(у,ф) соя», (14)

где р(|/, ф) определяется по формуле :

р(^Ф) =
81П2 V СОЯ2 Ф Я1П24/Я1П2^ СОЯ2Рч-1

а’ + 6? + ’ >

Определим следующее аффинное преобразование :

- а ’ ~ Т’ г' ~ *'

(15)

(16)

отображающее эллипсоид на сферу радиуса R.

Выберем точку на эллипсоиде с координатами (н,<6), заданными но форму- 

лам (14). Пусть (^1,Ф1) сферические координаты образа этой точки на сфере. 

Найдем связь между (//,</>) и (^։,</»1). Имеем

И = агссо«( р(*Л Ф) со«
"о ՛ / >

ф, = аггк!п((’-(А^51ПР5>п^(1 - „)-*).
■ м (П)
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Элемент плошади в точке - R’sinb, Таким образом

R2 sin pj du\ d<i>\ = R2 \/ I Р
~ ~R? C°s2 U ди\ дф^ 

ди дф ~ ~дф эу)1 du Аф. (18)

Используя (17), находим производные Подставляя их значения

в(18), после преобразований получаем

R2 sin i/| di/\d(f>\ — ^—֊ sin i/di/d<f>. 
ah (19)

Теперь мы можем дать ответ на следующий вопрос :

Какая плотность / на Л2 соответствует при преобразовании (16) равномер

ной (относительно площади) плотности на эллипсоиде? 
9

Из (19) следует, что

/(<Л <£)ft2sinp։ du^} = /(и}ф)^֊֊ 
ab sin ис1и(1ф,

и наша задача сводится к нахождению такой плотности /(р, <р), для которой

/(р> Ф)—Г sin »^Ф = ab (20)

где dSl/|ф - элемент площади на эллипсоиде в точке (р, ф).
I

Воспользуемся стандартной формулой

dudф, (21)

где р = р(и,ф) - радиус вектор поверх прети. В нашем.случае р(р, ф) имее! вид 

(15).

Из (20) и (21) следует, что

Л^Ф) =
аЬ

Rp2 sin p|S| ди дф .(22)

где |S| - площадь эллипсоида.

Таким образом, /(р, Ф) имеет вид

п - atp^՛ 
ад

sin2 i/cos2 ф sin t/sin Ф cos2 и
б1 (23)

С'ледона гелыю

/(0.0) =
ab

/ад
g»/(0.0) _ А 

ди

а

И

к1 ’
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Для точки (0,0, /?) на эллипсоиде разложение (13) принимает вид

£?ЛГП = 6 -
3|5| 1 , 1 ч—-֊ 4֊ о(-) ДО7Г П П (24)

Теперь вы1 ислим главные кривизны в точке О — 0(0,0, /?).

И меем

ЬН - М2
Ев - Е2 ’
Е!>/ - ЬС -2М Е

ЕС - Е2

где ЕУС,Е - коэффициенты первой квадратичной формы, а Ь, Л/,/V - второй 

квадратичной формы.

Вычисляя, находим

R
2 ’ а1

Мы хотим показать, что

гл 
аЬ задается двумя различными функциями в случаях

вытянутого и сплющенного эллипсоидов вращения .

.Рассмотрим два случая.

I) ( лучай сплющенного .эллипсоида вращения (вращение вокруг меньшей

оси). Имеем R = а > Ь. В этом случае ([7])

IС1 о 2 । । 1 +с|5| = 2тга 4- %— 1п------ ,
е 1 - с

где ( = ./]-{V ՝ я'
Поэтому

(25)

II) Случай вытянутого эллипсоида вращения (вращение вокруг большей

оси). Имеем а > Ь = К. В этом случае ([7])

। сч <1 12 2 тгаб ։Р1 — 21Г0 ф ------ агсвш £.
с
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Следовательно

(26)

Утверждение доказано.

ABSTR ACT. On the surface S of a bounded convex body in R՝s 
random points P\,.., I n are dropped. They are independent and each has 
uniform distribution with respect to the surface area on S. Let O be a fixed 
point on S. The convex hull of the set {0, Ph...,Pn] in R? is a polyhedron 
Sn. Denote by Nn the random number of edges of 5n that meet at the point 
(). In the paper we study the expectation ENn and obtain the following 
results : In the case where S is a sphere, the exact formula for ENn is 
found. In general case an asymptotical formula ENn = 64- ֊ 4֊ of1) for /;.Vn 
is derived. In the case where 0 is an apex of a rotation ellipsoid which lies 
on the equator we demonstrate that the coefficient a depends not only on 
the ratio of the main curvatures k}, k-2 at 0 but also on the type of ellipsoid 
(prolate or oblate).
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