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В работе рассматривается задача Дирихле для эллиптического урав- 
нения

ди _ 1 ди ,ди
дг = 2(д7 + 'д^'

ди _ 1 ди ди
э; = 2(Л ~'д^’-

Задача сводится к задаче Дирихле для п - гармонического уравнения 
и доказывается теорема существования. В случае круга задача явно 
разрешима.

Пусть /? - односвязная область с достаточно гладкой границей Г. Рассмотрим 

однородное эллиптическое уравнение

дпи _ 
дхкдуп~к (1)

где Л* ֊ комплексные постоянные, Ап / 0.

՝ Равнение (1) называется эллиптическим, если характеристическое уравнение

(2)

не имеет вещественных корней. Уравнение (1) называется правильно эллипти

ческим, если оно эллиптическое и число корней (каждый корень учитывается 

имеете со своей кратностью) характеристического уравнения (2), для которых 

1,п А > 0 и 1т А < 0 совпадает. В остальных случаях эллиптическое уравнение 

'^ывается неправильно эллиптическим.

Хорошо известно, что в любой односвязной области задача Дирихле для пра

вильно эллиптического уравнения является фредгольмовой. Для уравнения (1)
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второго порядка задача Неймана и задача с косой производной (задача Пуан

каре) является либо фредгольмовой, либо негтеровой [1], [2]. Для неправильно 

эллиптических уравнений эти классические задачи не являются ни фредгольмо- 

В1.1МИ, ни Нестеровыми [2].

Цель настоящей работы - предложить аналог задачи Дирихле для непра

вильно эллиптических уравнений, для которых однородная задача имеет конеч- /
нос число линейно независимых решений, в то время как неоднородная задача

разрешима всегда. .

Для простоты мы рассмотрим задачу, для которой характеристическое 

уравнение имеет либо два различных корня А = — i и А = i с кратностью тп и 

п, соответственно (п > гп), либо один корень с кратностью п. Такое однородное 

уравнение имеет вил

5т+пм 
dzmd'zn z € D; п > т > 0, z = х + iy, (3)

где . . ;
А - LA _ Av А ֊ L а -д\ 
dz 2 дх ду ' dz 2 дх ^ду

Задачу । ина Дирихле для уравнения' (3) мы ставим следующим образом :

Задача А. В односвязной области I) найти регулярное решение уравнения (3), 

удовлетворяющее граничным условиям

~ ^(2)> 2 € Г к = о, 1,..., т - 1, (4)

(5)
г. dku(z)

( dNk ~ z Г։ к = т, ...,n - I,

I де А(л), (к ֊ I) - достаточно гладкие функции, /0(г),..., /,п_ j(z) -

п -к ксноша шые, roi да как /т(^),/п-1(^) - вещественнозначные функции, 

Л' - внешняя нормаль к Г в точке z G Г. В случае тп = 0 условие (4) не 

имес! места. Решение задачи Л называется регулярным, если оно удовлетворяет 

1' 11 111 ни|" и i раничным условиям в классическом смысле.

। "и “^общение п-гармоничсского уравнения (для ш = п уравне
ние (3) - । армоническое). '
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В случае тп > п задача А ставится аналогично : в условиях (4) и (5) меняем 

местами т и п. В [4], [5] задача А рассматривается в полуплоскости.

Нели /к(г) = 0, к = 0, 1, то задача А называется однородной.

Справедливы следующие теоремы.

Теорема I. Неоднородная задача А разрешима всегда, в то время как соот

ветствующая однородная задача А имеет ровно (т-п)2 линейно независимых ' 9
решений.

Теорема 2. Если т — 0, то полная система линейно независимы! решений 

однородной задачи А состоит из функций

»(/?' +2*/), 2ргр-гр2р, (6)

где к,1,р,р - неотрицательные целые, удовлетворяющие условиям

О < / < к, » — — о < р < Р\ О < к, /, р, р < тх — 1.

Теорема З.Если область [) - единичный круг (|г| < 1), то полная система

линейно независимых решений задачи .4 определяется формулами

Цгк2* 4- Т*/)^ - гг)"\ (2р-2р - гргр)( 1 - гг)™,

где 1,к,р,р - неотрицательные целые, удовлетворяющие условиям

О < / < к. О < р < р\ О < к, I, р, р < п - т.

Линейная независимость решений однородной задачи А связана с нолем веще

ственных чисел. Здесь и далее 7 обозначает комплексное сопряжение к г.

Доказательства Теорем 1 и 2. Сначала докажем существование решения 

чадами А. Хорошо известно, что задача Дирихле для п-гармонического уравнения 

однозначно разрешима. Пусть V - (вещественное) решение п гармонического 

Уравнения

△% = 0, г е о, (7)

Удовлетворяющее граничному условию Дирихле

= Не /*(*), г € Г, к = 0, 1,п — 1, (8)
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где Д(г) - функции из (4) и (5), а Л ֊ оператор Лапласа :

д2 д2
8г2 + ду1'

Гак как V - вещественное решение, то оно может быть представлено в виде [1] :

в = Не мо(г),
। де

иЛ(г) = 52
^(г) - некоторые аналитические в И функции.

Очевидно, что ио(г) - решение уравнения (3). Обозначим через ш (веще

ственное) решение следующей задачи Дирихле :

△^ = 0,

~ 1тЛ(2)- 1т 2 Г> * = 0, 1,...,т- 1.дМк о/Ук

Заме 1 им, ч го п-гармоническое уравнение (9) можно записать также в виде :

д2т и>
г 6 /),

поэтому ։ш(г) - также решение (3).

Очевидно, что функция п(г) — п0(г) 4֊ 1ш(г) - решение задачи А. Сущес тво

вание решения задачи Л доказано.

Теперь докажем Теорему 2. Легко видеть, что для гп = 0 функции (6) 

являются решениями однородной задачи А, линейно независимы над полем 

вещественных чисел и их число равно п2 .

Пусть и(г) ֊ решение однородной задачи для т = 0, т. с.

(10)

Хорошо И1всс1но [1], что в односвязной области I) общее решение уравнения (10)

представляется в виде

2*^(г),
*=о
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где <рк(г) “ произвольные аналитические рункции в области Р.11 Следовательно,
решение и(е) однородной задачи также можно представить в виде

п-1
»(*) = £ Т*р*(а), 

4=0
(12)

где <?*(*) ’ некоторые аналитические функции.

Обозначим ц(^) = Ие и(г)։ г Е О. Согласно представлению (12)

△пи = О, г Е Р.

Условие (11) можно записать в виде

д/уь ~~ 0* € Г, к = О,1,п — 1.

Из единственности решения задачи Дирихле для п-гармонического уравне
ния следует, что Ф) = О, 2 6Р,

и, следовательно

Кеф) = 0, гЕР. (13)

Подставляя представление (12) в (13), получаем

п — 1
^(^^(г) 4֊ 2к<ёк(2)) - 0, г 6 р. (14)
4=0Пусть оо
фь = С к] 2* । 4? = 0,1,..., и — 1 (15)

>=°
разложения в ряд Тейлора функций у>к(2) в окрестности г — 0 € О. Подставляя

(15) в (14), получаем

при (16)

/ — 0,1,..., п — 1,Ск/ 4- Сп = 0; к = 0,1,п — 1; (17)

Подставляя (15) в (12) и пользуясь соотношениями (16) и (17), замечаем, что 

^•Нее решение однородной задачи (10) и (II) является линейной комбинацией (с 
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действительными коэффициентами) функций (6). Этим завершается доказатель

ство Теоремы 2.

Теперь перейдем к доказательству второй части Теоремы 1. Пусть и0(г) - 

решение однородной задачи Л при условии п > тп > 0. Известно, что общее 

решение уравнения (1) в олносвязной области I) допускает представление [1]

(18)

где <рк(г) и - произвольные аналитические функции в Э. Представим 

функцию 1/^(2) в виде

Фк(г) = Рк(г) + о4(Д Ь = 0, 1,...,тп- 1, (19)

где Рк(г) - многочлены порядка нс более п - 1, а 1*4(2) аналитичны в И и 

удовлетворяют дополнительным условиям

ц/^)(0) = 0, 7 = 0,1,...,«-1, к = О, 1,..., тп- 1. (20)

Подставляя 1/4 из (19) в (18), получаем 
• • 

п • 1 ’ т— 1
и(г) = У^ **<^4(2) + 2кШк(г), 

*=о 4=0

I ле ^(2) । акже аналитична в О. Заметим, что дополни тельными условиями (20) 

авали । ические функции Фк(г) и 1*4(2) определяются через и(г) однозначно.

Следовательно, решение и0(г) однородной задачи Л можно представить в виде

(21)

где фк(г) и ш„(г) - некоторые аналитические и 11 функции, а <^(2) удовлетворяют

условиям (20).

Положим

Очевидно, что

п՜' т-1
по(^) = 2кфк(г) + 2*04(2).

*=«» 4=о

5" 14(2)~^֊2 = 0;

(22)

(23)
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Re и0(г) = Re u0(z); г Е D. (24)

Граничные условия (4) и (5) для решения ио(г) однородной задачи Л можно 

переписать в виде :

Ис^Й^ = 0’ 2 € Г’ * = 0Л1, (25)

, дкио(г) л ;
ТП -"дН* =0> 2€Г’ * = 1- * (26)

Из (24) следует, что условия (25) можно записать как

дкио(г)
Ие д!Чк = °’ 2€Г’ * = 1- (27)

Следовательно, функция v0(z) является решением задачи (23),(27). Согласно

Теореме 2 
п’ 

”о(2) = 52 C\uk(z)t (28)
4=1

где ut(z) - функции (б), а Ск - действительные постоянные. Из (22) и (28) имеем

n —1 n։ m-1

52 zk4iM = 52 ~ 52 (20)
4=0 4=1 1 ‘ 4=0

Вейлу (29) равенство (21) можно переписать в виде

n’ m— I
ио(г) = 52 Ск Uk(z) + 52 (2*^4(2) ~ 2*W4(2)) (30)

4=1 4=0

Гак как функция и*(з) является решением однородной задачи (23),(27), лег

ко видеть, что функция ио(л), определенная формулой (30), при любых веще- 

ственных постоянных есть решение уравнения (3) и удовлетворяет граничному 

Условию (25). Подставляя цо(г) из (30) в граничные условия (26) и учитывая то, 

что и*(г) - чисто мнимые функции, а Ск - действительные постоянные, получаем

где

Re cPcu(z) 
dN>

<^ик{2) 2 Е Г, j = 0, 1..... тп - 1, (31)

(32)



106
: ՛•* :

Н, Е» Топмасян

Очевидно, что 0^(2) - решение уравнения

(33)

Поэтому и»(г) является решением задачи (33),(31). Как и выше однородная задача

(33),(31) (при = 0) имеет т2 линейно независимых решений, а неоднородная

задача всегда разрешима.

Обозначим через н*(г) решение уравнения (33), удовлетворяющее гранично

му условию
сРв* _ 1 д>ик

Ис д№ ~ 2՝д№ г Е Г, к = 0,1,т — 1 (34)

Тогда решение задачи (33), (31) задается формулой

где Ск - постоянные из (31). Поэтому, в силу Теоремы 2 общее решение задачи

(31),(33) можно записать как

(35)

где Лк - произвольные вещественные постоянные, ик(г)(к = 1,...,т2) - функции 

(6), после замены п на т. В обозначениях (32) условие (20) эквивалентно 

следующему :

(36)

Условие (36) можно записать в виде

„ <9к+^(0) , д*+М0)
Ие1?^Г = 0’ ,ГП-МГ = 0' * = 0-'..... ’"֊•.> = 0,1...... П-1 (37)

Подставляя (35) в (37), получим следующую систему уравнений :

ас = о, (38)

ИТ которой можно определить действительные постоянные Ск и (1к. Здесь С - 

(С), С-2,..., Спа։ ։ ...։ с1тпз) искомый вещественный вектор-столбец, и А - веще- 

с I венная матрица. А имее т 2тп строчек и тп2 4- п2 столбцов.
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Iсверь покажем, что гап£Л = 2тп. С этой целью рассмотрим задачу Л со 

следующими функциями :

пк т-1п-1

= 2г'дГ^ Нс '52
}=0 1=0

/к(г) = 0, к = гп,п - 1,
к = О, I,.... т — 1;

(39)

। дс • произвольные комплексные постоянные. В этом случае граничные 

условия (4) и (5) можно записать следующим образом :

и( 1 *
д/уъ = г 4: = 0,1 эп — 1, (40)

и( г) т-1п-1

1т = 2д7^ Ие Ег>'?2'1՛ геГ- * = <м...">-!• (41)>=0 /=0
При изучении задачи А с граничными условиями (40) и (41) применяется 

подход, аналогичный примененному при изучении однородной задачи А. Из 

уравнения (3) и граничного условия (40) следует, что решение и(г) имеет вил

(30). II□этому, подставляя (30) в (41), получаем

Нс
дк 

дМк
дки^(г) 

дНк
*ег, (42)

где определено формулой (32). Заметим, что функция в квадратных скобках

также является решением уравнения (33). Следовательно (ср. с (35))

т — 1 п-1 п3 т1
(43)

где (\ и (1к - снова произвольные действительные постоянные. Если подставим

и(г) из (43) в (37) при произвольных постоянных С\ и <4, то получим уравнение

АС = Ь, (44)

где матрица А и искомый вектор С такие же как в (38), а Ь вектор֊сголбец с 

компонентами Не Сц и 1т = 0, 1,гл — 1 ; / = 0, 1,п — 1.

Поэтому Ъ в правой части алгебраического уравнения (44) может быть 

произвольным век гор-столбцом. Для любой правой части Ь уравнение (44) всегда 

разрешимо, так как неоднородная задача А все! да разр» щима. («ледова с'ельно, 
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rang Л = 2mn. Поэтому при 6 = 0 алгебраическое уравнение (44) имеет ровно 

пг’ 4- п2 — Чтпп линейно независимых решений.

Формулу (30) можно переписать в виде

где սՀշ) определено посредством (32). •

Таким образом, каждому решению С однородной системы (38) соответствует 

решение однородной задачи А, задаваемое формулой (45), где определено 

формулой (35) и С = (6’| ,6’п’, (1\,ժրոշ).

Можно показать, что (45) - сохраняющее линейную независимость отобра

жение решений однородной системы на решения однородной задачи. Это можно 

доказать методом, используемым н [3], стр. 292 297.

Гак как однородная система (38) имеет (п — т)՛2 линейно независимых реше

ний. го однородная задача /\ имеет столько же линейно независимых решений. 

Теорема I доказана. \ Հ4

Доказательство Теоремы 3. Легко проверить, что функции в утверждении 

I еоремы 3 линейно независимы. Они являются решениями однородной задачи А 

в единичном круге, а их число равно (п —тп)2. Отсюда и Теоремы 1 следует, что 

в единичном круге эти функции образуют полную систему линейно независимых 

решений однородной задачи А. . д

ABSRAC I . Tn the paper a Dirichlet type problem for tin? elliptic equation 

d,n+nu
dz^dz" ՜ °’

Ou _ 1 du ,du 
dz 2 dx dy

du _ I du ,du 
dz 2 dx dy

is considered. The problem is reduced to a Dirichlet problem for n- 
harmonic equation and the existence theorem is proved. In the case of 
a circle the problem is explicitly solved.
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