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В работе рассматривается задача Коши для слабо гиперболических 
уравнений, вырождающихся по пространственным переменным. Пред­
полагается, что коэффициенты удовлетворяют некоторым условиям, 
сформулированным посредством нулей полного символа и характе­
ристических корней. Для таких операторов строится параметрикс 
и фундаментальное решение задачи Коши с помощью разбиения 
на зоны кокасательного расслоения и специальных классов псевдо- 
дифференциальных операторов и интегральных операторов Фурье.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается задача Киши

Ри = /(«, х),

1 = 0, — 1,

(0-1)

(0.2)

* Д* •*», 1- Е [0, 7 ], I > (), х € Н.п, Dj — — 1д/дх*, Г)х — —1д/д1, а ֊ мультииндекс,

- дифференциальный оператор с частными производными

(0.3)
> + ,) <гп

И с гладкими коэффициентами а^а(1,г) е С«([0,Т) х Я"). Описание класс» 

р<нг дается с помощью вещественнозначной функции А е С°°(Нп), А2(։) <

< 1/2, любая производная которой ограничена в Я". Обозначим

г = (»6 «"!>.(։) = 0), кг = я՞ \ г,
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и предположим, что для любого а существует постоянная Са такая, что

|О?А(1)| < СоК>°1-1(х)(|А(։)| + |7А(։)|) (0.4)

для всех х £ №. Здесь К(х) = (|А(х)| 4- |^Л(г)|)/|А(х)|. Предполагается также, 

что с некоторой положительной постоянной б < 1/2

К(х) < С|А(х)|“‘ для всех (0.5)

Пусть М и /V - положительные постоянные. Введем обозначения

2*(М,ЛГ) = {(։,{)€ Я2"|А2(։)({)2 > №1п2«),({) > М], (0.6)

дгк(М, Ы) = {(х,<) е Д2"| А2^«)2 = №|п2({), <С) > М}. (0.7)

%
Здесь (()2 = е2 4- |(|2. Пусть т;(^,г,(),) = 1, ֊ нули символа Р($,я,т,() =

= Рп^Х'Т'С) + Лп-1(<» х, г,() 4- •••4- Р0(1,х) оператора Р, т. е. г>(М,0,) =

= - непрерывные корни уравнения

(0-8)

Основным условием на оператор Р является следующее :

(Л) При х£2 нули т; (1, не зависят от(. Существуют поло­

жительные постоянные М, /V, 6 такие, что для любых £, о, найдется постоянная 

('к,а,0 такая, что

< С*.а.(,|А(1)|(«)‘-|о|К|/,|(։). (0.9)

|г.(е,«,{)-п(1.*,«)1>Ф(»)1(«). >/'■ (0.10) 

1т 15((л£)|<См.»КГ|,|^1(*)1”«) (ОН)

лля всех / Е [0,7’],(х,() 6 7Л(Л/,Л/) и всех j,l =

Целью настоящей работы является построение фундаментального решения

Залачи (0.1),(0.2).
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Статья написана по следующему плану. В §1 приведено эквивалентное 

описание условия (А) посредством нулей А,(1,х,£) главного символа Лп(^,х,тД) 

и следующего условия на коэффициенты а} а(/,х) 4- |с*| < < ул) •

( |О‘Р^,,а(«,г)|<С4,(,|А(։)|1">К^(^)1>"А։(х)|т->՜1“1. (€[0,Т],х6 Иг,
; а, ,„(1, х) = 0, ։ 6 [О, Т], х 6 2,
' Ы # 0-

(0.12) 
Г

В §2 мы вводим специальные классы псевдодифференциальных операторов 

(НЛО) и символов, связанных с условием (0.9), и строим алгебру таких операто­

ров. В §3 мы приводим задачу (0.1) - (0.2) к задаче для системы первого порядка 

и затем строим для последней совершенный, в смысле работ [1],[10], диагонали- 

затор. В §4 мы конструируем фундаментальное решение для скалярного опера­

тора. В заключи тельных §§5,6 формулируется и доказывается основная теорема 

настоящей работы.

Задача Коши для слабо гиперболического уравнения второго порядка была 

рассмотрена О. А. Олейник [2]. Некоторые условия корректности задачи Коши 

для слабо гиперболических операторов, вырождающихся по пространственным 

переменным, были получены Г. Мандаи [3]. В [4] Т. Нишитани привел необходи- 
••

мые и достаточные условия С°°-корректности для уравнения второго порядка с 

мной прос1 ранственной переменной п = 1 и с аналитическими коэффициентами. 

С. I арама [о] доказал, что задача корректно поставлена, если (0.5) выполнено 

для всех с > 0. Основное условие на младшие коэффициенты, предложенное в 

[5], имсс! форму, аналогичную (0.12). Как следствие нашей конструкции пара-

। рикса и Фундамен 1 ального решения получаются корректность задачи Коши 

И возможность более точного определения потери гладкости. Более того, постро- 

нно фундаментальное решение позволяет исследовать вопрос распространения 

и ветвления сингулярностей и доказать необходимость для С00-корректности за­

дачи Коши условий (0.12) на младшие коэффициенты оператора.

§1. ГИПЕРБОЛИЧНОСТЬ

Следующее предложение показывает, почему условие (А) может быть названо 

условием гиперболичности.
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Предложение 1.1. Условие (А) эквивалентно следующему :

(Т) Характеристические корни оператора Р веще­

ственны и с некоторыми положительными постоянными С,Ь\ удовлетворяют 

следующим неравенствам :

1-4(4. ։,«)|<С|А(г)||«|, «€[0,7]. »С Я", (1.1)

1М4,*,0֊М‘,М)|>«1|А(»)||«|, ։е[о,т], гек՞,;#; (1.2)

и для любых выполнено (0.12).

Доказательство. Во-первых докажем, что (А) влечет (Т). Действительно, если 

) + |а| = т, (я,£) е 2К(М, У), то

0!|Р‘о?0>,в(М)| = |о‘о^ £ х.€)| <
1 I

<СмЛ'1'’1(г)|А(։)|"'->,

где постоянная не зависит от (£, т,(). Так как левая часть нижеследующего 

неравенства не зависит от мы выбираем ( таким, что (г,£) € дZ^^(M, Ы) и 

для } + |а| = тп — 1 получаем

|р‘^а,.0(1,1)|<с{р(‘о?о{“ £ т։1(4,«.е) •••»։-,(«.«,«)!+ 
1*1 }

+1€1 £ |О։‘^ам(4,»)|}<С^И||А(х)Г->к1-’1(։:)< 
Ы=т->

< С։,в|А(г)Гп->-111п А2(1)|К|Д|(1).

Для оставшихся коэффициентов я,<а(1, х) неравенства (0.12) доказываются ана-

ЛОГИЧНО.

Для доказательства (1.1), (1.2), мы осуществляем замену А = |А(х)||(|д, г =

= Н*)1И17» после которой уравнение для нулей главного символа и (0.8) пере­

ходят в

/" + Е ( Е (|А(*)|141Г>,а(4.*)Г)р'=0, 
0<;<т |а|=т->

(1.3)

Т’"+ Е ( Е (|А(։)||«1Гт“>.а(։.1)«о + вэ+1(4.»10 + ДВ>+1)? =о, (1.4) 
|а|=т—/
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соответственно, где х Е NZ, SBj — 0, j — I,...,"», и

(|А(*)||«1)'"’Ч.<>(М)Г. ч
j = 0,rn - I.

В соответствии с (0.12) для (r,£) Е #ь(Л/, AQ, € [0, Г] имеем

< Ct,a,pK^(»ИО՜1'’1 |Х՞(15)
• • 9

и поэтому мы рассматриваем (1.3) как возмущенное уравнение (1.4) с возмуще­

ниями SB} = j = l,...,m, в коэффициентах. Согласно (0.10) корни

уравнения (1.4) аналитически зависят от возмущений SB Е Ст в некоторой 

окрестности начала координат. Далее, очевидно, что

|D‘DfDf»7i((.».0l < Ck,«.ЛО՜1“1 Я’^С»), (1.6)

֊ 7j (*, х,<)| > Ь' > 0, / # ), (1.7)

Im 7<(М,О1 < Ct,«^«)-|“|-1Kl'’l(»)(ln(f))/|A(z)|, (1.8)

Для всех / £ [0, Т], (я, £) £ 2\(Л/,/V) и всех 1,т,

Ьолее юго, достаточно показать, что при возмущении некоторым + ] — 

= + *,<) при отсутствии других АВ, = •.. = = Д/?>+2 = ... =

= А Нт = 0 , корни уравнения

p(z^^;p)֊^H>+1(i,z^) = o, (1.9)

д ( >^14»/^) 71(^>^>О) (м 7т (£, я, £)), наследуют свойства (1.6)-( 1.8)

(быть может с новыми постоянными М. /V, 6', Ск,а,д). Действительно, в силу (1.7) 

имеем

w(i,»,{) = 7/(i, ».{) + £ )(-Дй>+1 Г1
п= 1 / = 1,..., т, (1-Ю)

где

- 7,(<'3:’O)(u'f>w(f.».^U>)- jP(t։ ш))црп- 1
(P(C»,«;w))"+i dw

Z?j + i(t,x,€)
|a|<m-J-
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1 Г 1 |, w - 7f(t, s,0 
(п — 1)! dwn_| 

]f (i, T,(, u;)) }]w=-n(t,r,^)- (1.11)

Поэтому, для 0 < 2р < 6' мы имеем неравенства

|C<,')(t,x,«)|< С2՜՞ для всех1е[0,Т), (։,С)б7л(М,Л), (1.12)

9

в которых постоянная С не зависит от £, Следовательно, радиус схо­

димости г, + 1 рядов в (1.10) (|ДВ/Ч.1| < гл-1) не зависит от I Е [0, Т], (г,<) Е 

7д(Л/,/V),при условии, что достаточно велико. Более того, легко видеть, 

что при ДВ) + ։ = ֊Bj + i(C*.O

-Mj(M.£)l ><*2 > о, I / ;, (1.13)

(1.14)

для всех I Е [0, Т], (х, £) Е быть может с новой постоянной Дей­

ствительно, мы можем оценить производные £^р|(£, я, £), либо оценивая 

производные коэффициентов Сп\1, х,£), либо с помощью формулы производной

неявной функции индукцией по г = к -р |о?| + |/3|. Более того

IDfOjDf Im я(М,С)|< |D‘D?D{“ Im yi(l,z.01+

OU
+|P? P? Df H} +, (t, z,0 52 x. OB՞-,1 (i, x, 01 <

n=l
<c*,o,e(0-,“|K|fl|(«)(։n(0)/(«)|A(։)l). (1.15)

Таким образом, для корней уравнения (1.3) и , следовательно, для ну-

лсй {Л/(£, ху £)}™ главного символа, справедливы неравенства, соотве тствующие

(0.9), (О.Ю) и более того

| Im A|(i,i,O|<Cln(O, ‘=1..... m

’•1’ всех ( е [0,Т],(г,О 6 /х(Л/, УУ). Если теперь мы предположим, что для 

'“которых (0,хо 6 /УЗ.О / 0,։», 1т А,.(«о,։«,С») / 0, то для достаточно 

'"’•'Ыпих Ю точка (1»,ЮСо) войдет в эону ^(Л/, /V) и, в виду однородности 
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по переменной £ функции А1п(<,т,£), последнее норавенс то нарушается при 

|£| —♦ оо. Поэтому, все А։(^,т,£) вещественны. Импликация (А) ֊> (1) доказана. 

Доказательство импликации (!,)=> (Л) почти идентично вышеизложенному ;

мы рассматриваем (1.4) как возмущенное уравнение (1.3). Этим завершается 

доказательство предложения.

§2. КЛАССЫ СИМВОЛОВ

Пусть J компакт в Е <7, обозначим через 5^ пространство Хермандера 

символов псевдодифференциальных операторов. В дальнейшем мы всегда пред­

полагаем. что < I/2 < р < 1.

Определение 2.1. Для вещественных чисел тп], т2, тз, р} б} Я через

, п։2, гп3};у обозначим пространство всех С°°-функций а(£,х,<), опреде­

ленных на ./ х х Н? таких, что для некоторых р\)6},гп

(2.1)

и для любых к, а, $ существует положительная постоянная (\ п д такая, что

Л“а((, ։.()!< С։.а.(5(0т,‘'։|"|+<|'’||М^)Г’Л"П։+|'’|(г) (2.2)

для всех I е Л(М) е 2ь(М, /V).

Положим 5{ш| , 7П2, ГП3)д = ,0 { ГЩ , 7Л2, ГПЯ } д' и

, т2, тз}д = р| {пц - р, т2 - р, т3}д, 
I/

^<(.М,/У) = {(.с,{)|А2(։)(()2 < №1п2(4), (О > М).

Предложение 2.1.^ /79ст„ а^,^) е 5,,в{т,м, т։, т3}Л1 т1(и) 1 -оо, где

—♦ оо , и пусть

аЛ',х,О-0 всех I 6 У,(г,<) 6 ггЛ(М, Ы), </ = 0,1,... (2.3)

Гогчв еущвспвует символ «(։, г,€) 6 .5;Я„<,(0), т2, ,П;,}„ твков> что

+ а1 -ь «2 + ... тос1С™(5~°°)(= С700(№00)) (2.4)
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а том смысле, что

а
*/=0

для всех V, (2.5)’

и любые символы со свойством (2.5) отличаются на элемент С°°(.$’ 00), при

условии, что они совпадают на .7 х 2Гра(Л/, /V).

(и) Пусть 6„(£, х, £) £ {т։ и, гп2 — р, *лз}уу, р = 0, 1,..., и предположим, что

Лр(^х,£) = О для всех «е Л(х,<)е 2ра(Л/,/У), = (2.6)

/ огда существует символ Ь(1,х,£) £ , т2, тпз}к, для которого имеет

место разложение

Ь ~~ Ьо + Ь1 + 62 + • • • то(ЩР)6{т], т21 тз}/у (2.7)

в том смысле, что

V-!
Ь - 6, е 5Р։б{п11 - V, т2 - V'., т3]м

р=0
для всех I’ (2.8)

и любые символы со свойством (2.8) отличаются на элемент из класса

^о,Агп\» "»2.

Доказательство. Пусть *(г) есть С°°-функция на R' такая, что 0 < *(з) < 1

и х(г) = 1 для |г| < 1, в то время как для |г| > 2 *(г) — 0- Определим функции

= I - х((.Ю). = 1 - х(<32(0({)2) (2.9)

и положим
ОО

<։(։,։,() = (2-Ю)
1>=0

ОС
6(£,х,£) = ?։„(*. £)М*» *>£)• (2-1 0

*/=0
Очевидно, что при подходящем выборе последовательности 1 Г (о >

> ГI > ... > о։ ряд (2.10) будет абсолютно сходящимся и (2.5) буле г

•’ькюлненным. Предположим теперь, что а и а - дна символа со свойством (2.5), 

4 1о «(I, х,£) = а(1, х, для всех (х, £) Е 51, /V). Гогла (а — а) С
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€ гп2> шз}/у лля вссх • и поэтому

|D,‘DjD{o(O(t,r^)֊a(t,x,e))|<G.^«)mi(v>’'|e|+^N>(։)r(^(«))">>+W<

< ,։ ^£)™»(v)-/>lrtl+(<+։)|0l+։m3+lm։l для всех (z,£) G Zh(M, N).

Последнее неравенство, ввиду гпцу) | — оо, доказывает пункт (1) предложения.

Для доказательства части (п) мы выбираем последовательность {еи}^°, I > . 9 -
> (о > 61 > • • • > 6», >•••—» 0 в (2.11) так, что для любых к, а^/З, к + |а| + |0| <

< Л J1 = 0, 1 имеем

для всех (.г.£) Е М),1 £ Поэтому для остатка ряда (2.11), имеем

ое

;=г+1

ОО

<<от, -г-р|о| + 6|Д1 |А">э-'(1)|А-։+ВД(։)2-г £(2(0|А(1)|)->

< С’։.0,Н<)т‘-’-'>|о|+ад|А/։_г(։)|Л""։+|Д|(։)-

1 аким опразом, 52,֊_г+, 7։,^J 6 {гл, — г, — г,т3}/у для всех г > 0. Этим 

'завершается доказательство предложения. di

(ля ?(։/, г?) € и для мульти индексов а и /7 мы используем обозначение 

<(д)(1/>’7) — ? 1 Пу с(у, г)՝) и определяем ( см. [7]) осциллирующий интеграл 

^1>~ЛС 1? Г(.’Л dydr) следующим образом : ֊ .

У/ ' г (?/. »7)(27г) (1у(1г1 _ ^п^(2тг) п 1^ е 1у пф(Е)у,Е)г1)с(у,т])(1у<1г]1

1 ле | \ ккпия ’Л?/, т/) выбрана из пространства Швариа 5 быстро убывающих 
функций в /72п и 1^(0, 0) ֊ 1. ГУ ИйЯЯ- Н

Предложение 2.2. ДЛ< <»(<. х,6) в 5M{m,,m։,m3}w, 4(t,։,f)e

С- VHm'.mi.m!,}" «„ре^диж символ а о Ь(1, г, {) следящим образом :

а о 6(/,»,{) = Os-JI e-^a{ti + х + у ,)(2,г n,w
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предположим, что либо

55

а(։,г,() = 0 для всех 1Е Л (։,{)€ 2рв(М, Ы) (2.12)

либо

Ь(1,х,£) = О для всех ^Цх^сг^М,/^. (2.13)

Тогда

ао4(1,х,() Е $Р։6{тп1 4- т\,тп2 4- т'2, т3 4֊ т\}Л (2.14)

и для псевдодифференциальных операторов а(1, х, /)х), Ь(1, х, Ог) имеем

а(1, х, ОС)Ь(1, х, О։) = ао Ь(1, х, й։) (2.15)

И

аоЦ1,1,()~ 52а(о)(։,г,С‘(а)(<,։,«)/<»! тоЛС'УЗ՜’1“). 
а

(2.16)

Доказательство. Утверждения (2.15) и (2.16) следуют из Теоремы И [7]. Далее, 

для любого о, ввиду (0.5), имеем

К(х) < С(Л/1п«)) '«)' для всех (г,£) Е Д(Л/, /V), (2.17)

а'о^(а) Е $м{т1 + ГП1 ~ р1а1 + ^|л|,т2 4֊ гпз.гпз 4֊ т'2 4- |аг|}л/,

а(а)(<, х,^)/>(а)(£, х,<) = 0 для всех (ж, <) Е/Р</(Л/,/V), I С

Поэтому утверждение (2-14) следует из пункта (1) Предложения 2.1. Предложение

Доказано.

Если Л(1,ху Эх) - т х т матричный псевдодифференциальный оператор, то 

запись Л(£, х, () Е 5Р1д {гг*1, гп2у т3^ означает, ч го элементы Д1։;(^ х, £) символа 

°пераТора Л(/)(= Л(1, х, £)х)) принадлежат указанному классу символов для всех 

*• 2 = 1,т.

предложение 2.3. Пусть задана последовательность матричных символов

6 5,.4{-։'.-։',0}лг,»'= 1,2.-., “ пусть

= 0 для всех I д,(х,() Е 14)- (2>7)
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Тогда существует оператор 14(1) с символом 14(1,х,£), принадлежащие 

классу 5Р{О, О, 0}лг « таким, что

N(t)~ I + Nw(t) + --- тос1?{Р'б{^, О, О}/v.

Полег того, для Гд(1) существует параметрикс /*/*(։) такой, что Л/*(4,г,£) £ 

е 5Р.<(0,0,0)Л, и Л'*(«)Л/(О - /, - 16 С'»(ф-°°).

Доказательство. Существование символа 14(1, х,£) € {0, 0, 0}^ следует из

пункта (п) Предложения 2.1. Следовательно

j|/-14 (t, х,£)|| < C/(N In«)) для всех (х,<) G Zh(M, /V)

и поэтому det /V(t,x,£) / 0 для всех t € J,(x,£) Е Я2п, для достаточно боль­

ших Л/. Конструкция парамстрикса Af*«) отличается от хорошо известной в 

теории псевдодифференциальных операторов в основном только использованием 

Предложения 2.1. Предложение доказано.

§3. ПРИВЕДЕНИЕ К СИСТЕМЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Для век юра и — 1(и, Л՞1 1 и) из уравнения (0.1) получаем систему О^Ц —
• *

— ДЦ + /՛ ], [ де 1՝ ] = ‘ (0,..., 0, /). Положим

A/(z, I)z)

о
Am-2(x,D։)

о

(3.1)
0

о

1 де Л(х, /Эг) - есть пссвдодифференниальный оператор с символом

= + (| - <3՝2)
| ункция \ была определена в доказательстве Предложения. Далее, пусть 

д#(т, l)z) - параметрикс оператора Н(х, Лг), т. е.

DT)H[x, I)z) - /, //(х, Dz)H*(x, Dz) - / e С°°(Ф_(Х>)

Гогда для вектор-функции U = Н(х. DZ)U Ура011е11ие (0.1) приводит к системе

1\и = л„и + к,и + р21 (3.3)
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где Я, € 7։ = НГ1,А0= НАН*.

Теперь мы упорядочим корни уравнения (0.8) следующим образом :

Яе п(м,€)< Ке т2(։,1,0< - < Не тт(1,։е[о,71,(։.«)€^(м.ЛО-

Далее, выбираем постоянные <1\ < < • • • < </т и рассматриваем функции

)1п(О + 0 ~ х( »2^2՝ ))ТИ‘,^^), к = 1..... т-
/V 1п ) /V2 1п (£)

(3.4)

Цо системе {<£>*(£, х, £)//1(х,£)}7 строим матрицу Вандермонда Л/*(г,х,£) —

= Т(^1/Л, у?2/Л,..., <рт/Ь) и пусть Л/((,х,£г) - параметрикс для Л/#(£, х, Ох). 

Тогда вектор V = М (()(/будет решением системы

Я(1/ = МАОМ*У-{М։М*У + Н2Ц + Г3,

где Я2 Е С°°(Ф 00). Поэтому мы рассматриваем следующую систему :

(А֊Р(() + В(«))У = Г, (3.5)

в которой 7?(() - 5(() = М АОМ* 4- и Р(() - оператор с диагональ­

ным символом Р((,х,£), с элементами у>тУ а В(1) - оператор с символом

0(Тх,£) Е 5{0, 0, 0}/у таким, что для любых выполняются неравенства

||Р‘О?О(вВ(4,1,«)||<С*.<,,дЮ։|/’|’|в|1п(0 (3.6)

для всех I е (0,т1,(х,£) 6 2Л7).

Теорема 3.1. Существуют операторы Л/(()> ^(0» ^(0 ( с символами И(1,х,£),

^,хЛ),Н(Сх,в, соответственно) такие, что

(О( - Р(<) 4- ^(<))Л^(<) = ֊ Р(0 4- Г(() 4֊ Я(0) то(1Сх(^ ю) (3.7)

и

(') Л/(«,1,0 е 5{0,0.0)лг, |^е^(1,։,01 > сопя1 > 0 для ясех 1 6

М. (*,ое я2՞,

Л^(<, х,О = ! для всех I € (0, 7՛), (։,{) 6 И);
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('п; Г(1,х,4) есть диагональная матрица, Г(*,х,£) € £{0,0,0}ль

Г(£,х,£) = О для всех £ € [О, Т], (х,£) €/V), 
ч

(ш,| /?.((«, х, {) е 7У{0, 0, 0}лг, и любых к,а,Р неравенства

цр‘о? /ул((м,ОН < с*.«,Н£>'и’1՜1“1 М£> (3.8)
9

выполняются для всех. I € [0,7 ], (х, £) Е ^рл(Л/, 2№).

Доказательство. Мы ищем матрицы /У(^։ х,£),/*(£, х,£), имеющие предс1авле-

, <" л Я иЯЯ

Лф,х,{) ~ / 4֊ яг, <) 4֊ Л/(2)(£,х,£) + ••• тосМ{0, 0, 0}л/,

Г ЛМр)(/, г, £) = 0 для всех < € [0,7"], (х,£) Е £РДЛ/,/V), г = 1,2,...
( г,о е Я{-^-^,о)/у. * |

Г(/,х,<)~Г<°\/|х։С+Н1^,х,<)4-..- то<Ы{0, 0,0}„.

Г = 0 для всех I € [О, Т], (х,<) € 2Р</(Л7, /V), и = О, 1,...
I ^(м.()е5(֊р,֊р,о)у.

Пусть Л^°^(Ех,^) — 71 (х,^) diag[^?(i, х, £)]. Здесь сНа.£ |в] обозначает диаго­

нальную часть матрицы В, а функция 7](^с,^) была определена в (2.9). Положим

Л'(1>(<,։,<) = 71(։,«)(«';’(<,х,О),

где ■
(։) _ / 6м(^.Ш(М,()֊^(^,()), ) / к, 

к — 1
и՛ > = <:’

а *;,»(«,։.€) - элементы матрицы В(«,1,О- Ясно, что (3.9) с и = I и (3.10) с V = 0

выполнены. Если теперь для и — 1,2,... положим

«'"*'>(() = в(1)(7,(г, II,) ֊ I) +(Р, -Р(1) + В(())(У2 ^<^>(t) + /)- 
р=1

։, + ! „
֊ (/ + ^ Л/^>(())(/)։ + Р(։) + У2 ^"’(О), </ = 0,1.....

*1=1 Р=о

/■•,‘') = <Оак(В<‘-)], ЛГ<‘'+1>(։,11{) = (п<у)(։1։.1€))1

п'У '(1,1,0 = ( (|>.к(։'1'0/(^(1,։,0 - <Рк(1, ։,{))> 1 /

I о, 1 = к.
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тогда по индукции мы получим (3.9),(3.10) для всех р = 0,1,... . С помощью

Предложений 2.1, 2.2 и 2.3 мы строим символы №(<, ж, £), Г(1, х,£) такие, ч го для 

оператора

Я(0 = (Я, - Р(£) -ь ВЩ)1Ц1) - 7У(£)(£>։ - Р(1) + Г(0)

имеет место включение /?.(£, г, () £ К{0,0,0}/у и Я.(«,г,£) = В(1,х,£) для всех I € 

Е [0, Т],(а:,£) /р։/(Л/,УУ). Пусть теперь /У*(€) - параметрите оператора У(().

Мы полагаем Н{1) — УУ*($)Я(£). Теорема доказана.

§4. ПОСТРОЕНИЕ ФАЗОВЫХ ФУНКЦИЙ

Очевидно, что можно предполагать, что функции ^ь((,т,<) (3.4) определены для 

всех I Е [0,Т],т 6 Яп,£ 6 №'՝.{£) > Л//2. Обозначим через Х(1,х,£) веществен­

ную часть одной из функций х(М/(())<^ч((, л, £), а через д - соответствующую 

постоянную Ик из (3.4), к=1,...,т. Рассмотрим далее следующую задачу Коши 

для системы Гамильтона :

/ ֊ = ֊^(А(/, д,р), = ГхА(/,?,р) наО < « < То
< (11 аг
( ч\(=, = у, р|<=, = С 5€[0,7’о].

Согласно теории обыкновенных дифференциальных уравнений решение 

(?(*-5, $/,<), р(*, $,!/, £)) задачи (4.1) существует для всех ((, $) Е 7 = [0, То] х 

х[0,То], у Е 6 Нп, если То достаточно мало.

Лемма 4.1. Существуют постоянные Т0,С,(71,(72 такие, что

(') если (։у,£) Е 7р(/(Л/. У/2), то (<1(1,я,у,£)՝р((з,у,0) Е ^р<1(А//2, У), я если

(у,() е ^л(2Л/,У/2), то

(։(1,«, У,£).₽(*.։.»>«)) 6 2л(МЛ/4) <*.« >сет. (։.«) е У;

(") если (у,О е грл(2М, 1'1/2'), то для вес։ («,*) € J

— С 9((>«>1/>^) = у ~ ~ 1п(€);

(Ц1) если [у,^) С Zh(2^1, то для всех (^,в)б7
*

!?(«,«. .V.«) - »1 < С|А(у)|, |р(«,»,!/,{) - «I < С|А(»)|Л'(У)«>.

СГ' |А(у)| < |А(?(|,в,у,4))| < С,|А(у)|, С,-'К(у) < К(ч(1,л,у,С) < С7К(у);

^‘^р((, «,!/,<) - (6 5(1, 1, 1)/у/2, ֊ ре 5{0, 1,0}^2.
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Доказательство. Существует постоянная С3 такая, что

дл я всех у 6 яп ■

ПоэтомуУ |?(0 - у| < С4Т„ |р(0 - €1 < с4т,(С). '‘аким обР“ом для любого б > О

существуеи То такое, что

-«)(£) < (р(М.у.О) < (‘ + 6)(£) для псех

Далее

(

«(О у| < <’9|« - ։|((0 ' + |А(у)|) для всех 2п

если Го достаточно мало.

Если теперь (у,£) £ 2р<](М, №/2), то

|А(у(։))1 < С’з|«(О ֊ у| + |>(у)| < С3С9\1 - «|(1 + б)(р(())-' +

+(С3С'9|( ֊ з| + 1)(0՝'(^/2)1п((),

чю означает, что для любой положительной постоянной <5։ > О

Щ«(*))1(р(։)) < (С4Са|< - «1(1 + Л) + (^2)(С4С9|։ -

х(1 + «)(| + Л|))1п(р(։)> < лнп(р(։)),

если Гс достаточно мало. Далее, для (у,{) 6 гк(2М, 1У/2) имеем

+1Л(ч(<))1 < |А(?(0)| + 5СзС,|4 - «||А(у)|, 
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что приводит к неравенству |А(<г(())| > (2/3)|А(у)|. Следовательно

|А(»(О)1(Р(О) > (2/3)(1 - 4)(4)|А(»)| > (М/4)1п(р(0),

если То достаточно мало. Это доказывает (1).

Утверждение (п) следует из (1). Для доказательства (ш) мы замечаем, что

(у.Об/Игл/^/г)

1>(«(‘))1 < (I + 2СзСв|( - л|)|А(у)| < С10|А(у)|,

если То достаточно мало. Далее, для любого о, |а| = 1, имеем

|А<в)(?(0)1 < Сз|«(<) - у| + IА<О>(У)| < 2СзС9|< - ։||А(у)| + |А<“>(у)|.

Следовательно

IА<о)(«(0)/А(9(0)| < Сц|4 - з| + С1О|А(“>(У)/А(У)|,

что приводит к неравенству К(д(1)) < С\2К(у). Аналогично

|А(л>(у)/А(у)| < С|3 + С,Я|А(°)(9(։))/А(д(։))|.

Утверждение (ш) доказано. Утверждение 0у) есть следствие (1)-(т). Лемма 

доказана.

Лемма 4.2. Существуют положительные постоянные То и ео такие, что

- Л1 < 1 ~ «о для всех (уЛ) е я2п,(м) е т

Более того, у отображения х — д(1У$УуУ£) : Ку Э у »—» * Е а котором 

рассматриваются как параметры, существует обратное отображение

У ~~ у(1у 8, х,б) такое, что у(1уя,х,^) - х € 5{0, 1,0}/у/з,

х, — х + (1(1 - 1п(£) для всех (х,^) 6 2Р<1(М> М/З), (4, в) € 7,

11^,л։®,()/5х֊/||<(1֊Со)/€о для всех (х,^)е/г2п, (4,5)ел

■^‘»казательс.тво. Настоящая лемма является непосредственным следствием 

•^еммы 4.1 и теоремы о неявной функции.
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Теперь мы переходим к построению фазовой функции. С згой целью рассма­

триваем следующую задачу Коти для уравнения эйканала .

д(Ф- Х(1,х՝УгФ) = 0
Ф(з,з, х.О = х • С

на 0 < I < Л>, 
* 6 [0, То]. (4.2)

Лемма 4.3. Сущестпвует постоянная 10 такая, что задача (4-2) имеет един.

стпенное решение Ф(1, я, х,£) на У, и, более того

Ф(1, я, х,<) - X 4֊ б/(г - $) 1п(£) для всех (х,£) € М)(АУ, ^/2), (4.3)

\ЪХФ(1, яу ху£) ֊ <1 < с\1 - 5| /С(х) |А(х)К€), (х, О Е ЯК(М, /7/2), (I,5) Е У, (4.4)

|рг^Ф(£, .я, х,<) ֊ /|| < С|< ֊ в| К(х) |А(х)|, (х,<) Е Ял(/И, /7/2), (I, я) Е У,

(4-5)

Ф(<։в։х,()-х-Се5{1,1,0Ь/2. (4.6)

Доказательство. Пусть у = у(<, .ч, х, £) - отображение из Леммы 4.2. Определим 

функцию и = и(1, 5, у, г/) следующим образом : ?

и
и(М,!/> п) = У՛1! + / [А-рГ€А](т,д(г,в,у,^),р(г,л,1/,7?))б/т. 

л

1огда фазовая функция може г быть задана формулой Ф(1У я, х, £) = 

— и(^> 5> у(1> х, £). £). тверждения (4.4) - (4.6) являются следствиями последней 

формулы и Лемм 4.1 ֊ 4.2. Лемма доказана.

Следствие 4.1. Существуют /п,(о, е'о такие, что функции Ф(^, 5, х,^) удовлетво­

ряют следующим условиям : - я

1^1ф(М,*,С)-е<(1֊<„)|е+С (0 < <0 < 1,С>0),

֊’,։.«)- /||< 1-4 (0<<< 1).

Таки.1 збраюм, ф\икиия {) удовлетворяет всем условиям, предъ՜

являемым к фазовым функциям в работе [71.
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§5. ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ 

ДЛЯ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ОПЕРАТОРА

Пусть Ь - элсмсн 1 арный гиперболический оператор следующего вида

£ = О, ֊>(«,։, Ог) + /((, X, Ог) на(0,7;] х Я", (5.1)

где функция А(«,г,<) описана выше, /({,։,{) 6 С“(5-“)((0„Т<1] х Я2՞)՜ и

/(*.*.€) = 0 для всех ։ 6 [0,7;],(։,£)€ ^(М,/V), (5.2)

/(*,։,€) 6 5{0,0,0}лг. (5.3)

Рассмотрим задачу Коши

Г Ьи = у? на [0,Тв]хЯ;,
I и|<=, = 0(я) $€[0,То). (5՜4)

Предварительно мы строим параметрикс задачи (5.4), т.е. интегральный 

оператор Фурье (ИОФ) такой, что

£Е£(М) = 0 тос/С00(5-00)(У;С00(ф-00)) на («, я) £ У,
Л'ф(5, в) = 1 (тождественный оператор). (5.5)

Мы ищем параметрикс как оператор, действующий согласно следующей 

формуле :

£?;(«,з)0(х) = О.,- // «‘(♦('•••*.0֊>«)е»(։,,,г,0Ф(У)(2»)-п</У</{

с символом е°(£, г, £), допускающим асимптотическое разложение

ОО 
~£е,(адМ) т0ФС°°(5-00)(7;5-“>). (5.6)

р=0

Определим

9(։,я,г,()=֊« £ а(“>(։,€)/«!+ 
|о|=։

(5.7)

(5.8)

+/(1,х, г, {)),
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Если е,.#(։,з) - ИОФ с символом е„(М, х,{) и фазовой функцией Ф(М,х,{),

то (см. [7])
<,(Лег ♦(«,»))(*. {) = сгд*.», X, О+ М‘. ».։.«).

где
г„(։, з, х,{) ~ - у {Р’(А(О)(։,х. ».*>у.О)ММ, М,«)/»!) }»=х 

|а|>2 , .. (5-9)
то</Соо(5-“)(У;5-“)(^ = 0,1,...)

у.1
^гФ(М,х,1/,4) = / ^ХФ(Л 5,1/ + 0(х-у), (5.10)

Л)

Поэтому, полагаем

* ( Се0 — 0, Сер 4֊ г^»! = 0, 0 < I < То, .
\ . (5 11)(60(5,5)=!, ер(5,5) = 0, 1х= 1,2,...

Следовательно, получаем

у!
ео(/,5,г,С) = ехр[-։ / ^(о-,5,д(а,5,у(«,5,г,<),<),<)(/о֊], (5.12)

ММл() = ՜’ / я, д(<т, 5, у(1, 5, х,<),<),<)х

хехр[-1՜/ (/«5,9(а ,5, у(1, з, х;^,^)^)(1а,]о1а р=1,2,... (5.13)
о

Очевидно, что если (х,£) Е 2ГЛ(Л4, Г4)(М, /У/2), то

ММ,։,{) = >. г„_1(։,з,х,{) = еД։,«,1,() = о

для всех (/,5) е У, р = 1,2,... (5.14)

Теорема 5.1. Существует единственный символ е(<,5,ж,^) такой, что 

е(£, 5, х, ^) Е ^{0, 0, 0}/у/2 и

е((,5,ж,<)=1 для веет е гк(М, ^)(M, ^/2)l (1}8) Е J (5-15)

и такой, что интегральный оператор Фурье ЕФ(1,в) = еФ(£,5,х, £>х) с фазовой

фу кцией Ф(1У я, х,£) и.) Леммы ^.3 , есть фундаментальное решение задачи 

Коши (5.^), т. е.

ЬЕф(1, в) = О 
Еф(з, .$) = /

на (։>з) ЕЛ
(тождественный оператор).

(5.16)
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Доказательство. Из (5.7)-(5.14) следует, что

е։/(1,я,х,<) 6 0,0}/у/2, </ = 0,1,... (5.17)

И, поэтому, согласно Предложению 2.1 и (5.6) найдется символ е°(1,з,х,£) Е

б 5{0,0, 0}м/2 такой, что /<£((, я) = вф(/, я, х, Ох) будет параметриксом для (5.4).

Таким образом, ЬЕ£(1, я) = /?«>(*, я), где Коо(1, я) = гю(1, я, х{ Ох) Е 

еСоо(5-оо)(</;Соо(ф-°о)). Полагая

И' 1 (С ><։) — Лоо(С я), ^(1,0)^ (МИ

(^ = 1,2,...)

и с помощью теории ПДО с кратными символами (см., например, [7]) мы 

получаем фундаментальное решение в следующей форме :
л/ оо

£#(М) = £5(М)+ / Е^^^УУ^е^О 
р = 1

с символом е(«,я,х,^) = е°(«,я,х,^)4-еоо(^я,х,<), где €«(«, я, х, £) С

б С00^՜00)^, 5՜°°). Следовательно, е((,я,х,£) Е Соо(5,-оо)(У; 5^ ։). Теорема 

доказана.

Следствие 5.1. Решение и(1,5) Е С°°(5 °°)(7;5) задачи Коши (5.4) с <р(1) Е

Е 0°°(5 °°)([0, То]; 5) и 0 Е $ существует, единственно и представимо я

следующем виде :

и(1, я, х) = Еф(1, я)0(х) 4֊ I Еф(1, 9)ф(0)М. (5.18)

В дальнейшем мы будем использовать обозначения Не Т){1), Не ^(<,х, Эх) 

Для операторов с символами Не Р(£,х,£), Не ¥>,(<, х,£), соответственно, и обо­

значать через символ Кронеккера.

Следствие 5.2. Пусть Ь? - матричный т х т(т > 2) диагональный оператор 

^да Ь2 - - КеТ>(1) + Г(<), с Т>(1) и Г(1), описанными в Теореме 3.1. Тогда

Фундаментальное решение ^(^ я)((<, я) Е «/) задачи Коши

Ь7и = Ф(1) на [О, То], 
^||=. = ф, ле[о,т0] (5.19)
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существует, единственно и имеет вид

Е2(М) ~ в))з,/ = ! ’

где Е, ф (I 5) (։ = I,..., т) ֊ фундаментальное решение задачи Коши для опера.

тора 1^-Ке х, /?г) + Гц(1, г, построенное с помощью Теоремы 5.1.

§6. ЗАВЕРШЕНИЕ ПОСТРОЕНИЯ

ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Предварительно докажем следующие леммы.

Лемма 6.1. Пусть АФ = аФ(1,я,х, Ох) - интегральный оператор Фурье с фазо­

вой функцией Ф(1, х,£) из Леммы 4.3, с символом а(1, з, х,£) 6 5{т։, т2, гпз}м, 

и пусть R = г(1,в,х, Ох) - псевдодифференциальный оператор с символом 

г(1, в, г,£) 6 7/{гП|, тп2, гпз)/у . Если

а(1,я,х,£) = г(1,8,х,£) = 0 для всех (х,£)€ 2р</(Л4,/V), (/,$)£ 7. (6.1)

то и И.\ _ АФН, и П2 — ПАФ являются псевдодифференциальными операторами 

с символами г\(1, я,£), г2(<, 5, х, £), соответственно, причем

г; (£։ ■$, + П1], т2 + т^, тпз 4֊ гпз}/у, у — 1,2 (6.2)

г>(М,*.4) = 0 взвеет (1,4)6 2м(МЛ), (М)б./, у = 1,2. (6.3)

Доказательство. Для символа п(1,3,3,4) интегрального оператора Фурье 

«1» = АФП, используя Теорему 2.3 [7], получаем, что

Г| (Г Х’€) ~ Е ■’՛։՛ ’1)г(»)0. »> ^еФ(1, з. х, г), «),4)/а! ),={ 
а

«(4,х,4)ф,7{Ф((, з, т, <),4) + £ гЛ)г(,)(<։^(ф(։ , ։ е)|()+ 
> = 1

+ ։,«)[7{ф((,з, 1,4),4)^_ф(е13, ։,4)] +...,
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ГДС
у֊1

^Ф(£,я,х,^<) = / ^Ф(1,«,х,{4֊0(>7֊£))<*0. 
7о

Далее, в силу Леммы 4.1, имеем для любых к, I, а,{3, и, 7 неравенства

|О?О?О*О>(т)(4,5,7{Ф(։,։.0,£)| <

< С^.у,^Г՛'-|о|-ЧАт'>-'|^Ф(|,л,х^))К-;+1^1(^ф{։, ։> м)) <

для всех (г,£) € 7А(М,/V), (1,з) Е Т

Поэтому, согласно Предложению 2.1(1), для каждого и имеем

|0,‘/?!»=!(/,։,։,01 <С4,в,/,.|.7,Л«)т1+т''-|о|-‘'|А"”+^-‘'(։!)|К'">+’"1+1<’1(։)

для всех (х,0 е/л(Л/,/V), (1,з)е,]у

ото время как для (х,<) Е /^(Л/,/V) имеем Г|(<,«,г։<) = 0. Таким образом, 

П Е 4- гл',, т2 4֊ пг^.тз 4֊ тп'^н и, следовательно, согласно Лемме 4.3, 

символ = г։(£, я, х,£)ехр1(Ф(^, а, х,£) - х ■ £) принадлежит ?{{т} 4֊

гоьт2 4- гп'2,тз 4- шз)л'՛ Оператор Л2 рассматривается аналогичным образом. 

Лемма доказана.

Лемма 6.2. Пусть Еф(1уз) - фундаментальное решение, задаваемое Теоремой

■5 /, и предположим, что г(1,х,^) символ такой, что

Ф. *.£) = О для всех Iе [0,то], (6.4)

и

(г(Тх,О/1п(<)) Е 5Р1й{Ш|,ГП2,ГПз}УУ. (6.5)

/ог^а оператор 1{(1, я, х, /?г) = Еф(в,/)г(<, х, ОТ)Еф(1, я) является псевдо-

^Ффсренциалъным оператором с символом г(^,5,Х,^) таким, что

{^0(10°°^՜ 00 )(7;5-°°))

ф,։,։,О = 0 Зля всех (х,() 6 2К(М, !Ч)(М. Ы/‘2), (М)6</ (6.6)
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(г(1,«,®,0/|п(0) е 5,.«("»!,п«։,тз}л/։- (6.7)

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай ш։ — т2 — щд — 0. Для 

оператора Р(^) — в)г($, х, Рж) имеем

• •
о,^(<) = (А(։,1,О։)֊/(«,։,о1))е(0- '

-Р(7)(А((, х, »,) ֊ Ж х, /А»)), Р(«) = г(», X,

Поэтому рассмотрим следующую задачу Коши :

Г Арф - [А(«, х, Лг) ֊ /(I, X, Ох), $(1)1 6 Соо(<?-оо)(У; С00^֊00)), 
I $(•*։) = г(*> ^)-

Решение СЩ) последней задачи есть пссвдодифференциальный оператор 

д(С 5, х, Рж) с символом т,£) таким, что

~ <70(«,5,х,<) 4- <?1((,5,х,4) + •••,

где

Очевидно, что если (։,{) е гк(М, Ы)(М։ /у/2), то

— 0 для всех (7,.т) С 7, 4=1,2

Далее, рассмотрим для системы из (4.1) задачу Коши с условиями ,|.=. = 

= У.р|,=, = Г). Согласно Леммам 4.1, 4.2, лля отображения «'■ х Я? Э (у,п) 



фундаментальное решение задачи Коши . . . 69

н* (г, О € Я" х с параметрами (1,$) существует обратное отображение у — 

~у(1,з,х,£), г) = ж, <) такое, что </(£, я, х,<) ֊ х Е 5{0, 1,0}/у/2, ^,в,х,<)- 

-С £ *$0» 1’ 0^/2- Следовательно, для решений

?0(М,гЛ) = г(8,у(1.8,Х^),Т](1,8,Х^)), 

<?*(М,*,€) = » / ак(<7,л,д(а,.я,у(1,5,х1<)17/(£,5,ж,<)),
9

Р^у»уУ^,«,х^)}Т1(1>8,х^)))(1а, к= 1,2,.;.

имеем (<7к(М, *,С/1ПЮ) ^р,6 {-*. 0, 0}д72, и, следовательно, (<?(*, •»,*,<)/1п(()) 

принадлежит классу 5Р<6 {0, 0,0}/у/2. Для доказательства того, что Р(1) — ф(£) 

является сглаживающим оператором, рассмотрим для любого распределения 

с компактным носителем и Е £'(Я?) функцию и(1) = ф($)Е*(/, «)и. Тогда 

и(.ч) = г (я, х, £)г)н(ж) и

֊ Х(1, х, Ох)и 4- /(А, х, /9г)и Е С00^-00^./ х /£).

Следовательно, функция п;(<) = и(<) — Еф(1, в)г(я, х, Лх)и есть решение задачи

Коши

П*ш - Х(1} х, Ох)и 4- /(«, х, Ях)ш Е С°°(5-ОО)(7 х Я^), ш($) = О

и поэтому ш 6 С00(5-00)(./ х Я^). Лемма доказана.

Лемма 6.3. Пусть Аф = а$(/,«, х} Г)х) - интегральный оператор Фурье с фазо­

вой функцией Ф(1У я, ж,£) из Леммы ^.3, с символом а(1у«, х,{) Е 5{т։, т2, т3), 

и пусть К = г(1,5, х, Г>Т) псевдодифферснциальный оператор с символом 

Г(М։ Е 5{т'|, т2, гпз}/у. ЕсЛи либо 
А 

а(<, .<?, х,£) = 0 для всех (ж,£) Е ^л(Л/.З/У), (<։«)ЕЛ (6.8)

либо

г(^, .ч, ж,^) = 0 для всех (ж, £) Е /л(ЛД 3>У), (<,«) ЕЛ (6.9)

то и 1{} = и к2 — КАф являются псевдодиффсренциальными операторами 

с символами Г1(«,з,«,<), г2(«։.$,х,<), соответственно, причем для д = 1,2 

«<неет место включение

Е Р) + т/2,т34֊ т^}лг (6.10)
$>о
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и

гД/, я, х,£) = О для всех (х,()€2а(Л/,4^), (М)€ Л (6.11)

Доказательство. Заметим, что если д(/, я, х, € £{т\, т2, т3}/у и д(/, $։

— О для всех (х,£) € /д(Л4,ЗЛ/), то

д(/,я,х։£)ехр։(Ф(1,я,х,£) - х •<) € Р 51։Иш1 4֊ тп\, тп2 4֊ тп'2, тп3 4֊ т')Л1
6>0

Поэтому лемма непосредственно следует из Леммы 4.3 и Теоремы 2.3 [7].

Рассмотрим следующую задачу Коши :

я) + Я(/, я)^, я) 4֊ Яо(/, я) Е С(У; ^(Ф՜00)), 
<?(«, я) = 0, я Е [0,То] (6-12)

I де /7(/, я), /да, я), да, я) есть (1 х «/-матричные псевдодифференциальные опера­

торы.

Предложение 6.1. Пусть и есть матричные псевдодифферен-

циальпые операторы с символами г„(1,в, г, {), соответственно, та

кие, что

Г(М. ։.£).'■.(М. ։.€) е СР;^'Д
I

Предположим далее, ито с некоторыми р,К,т для любых а, 0 с положитель-

<ы.ми постоянными Са д, (уо для всех (I «~ / ч» с с оп г>.р,^0 иЛЛ аьс1 К ,< Е К выполняются
неравенства

8, X,он < СО1(։1({)^1-₽1»19(и)

с непрерывной функцией д(1,£) 6 С([0,То] х Л") твкой, чт0

Г °
'о ^(r,4)dr<^ln(4)1 9('.<) <СЛГ.

(6.13)

(6.14)

(6.15)

Гогда существует решение 0{1,а} = задачи (6 ,£) с матричным

символом у^в.х,^, удовлетворяющим неравенствам

НЦ‘^«и,8,х,4)11 < с;в(4)*+₽+<м-р|«|(1п(<))|о+Д|+1



фундаментальное решение задачи Коши . . . 71

для всех (£,в) 6 7, х Е Лп,£ € /Г (6.16)

и слепое ашель но, принадлежащим классу

Ч^СЦ; П 5^р+,)пс'^-, р 5*<+₽+т+<). 
0<«<1 0<«<1

Это решение единственно по модулю С1 (7; С00(Ф՜00)).

Доказательство. Выберем собственные представители класса эквивалентно­

сти Я(£, з), Яо(£, з) и построим собственный оператор Очевидно, что до­

статочно рассмотреть случай р = 0. Решение ищем в следующем виде :

7 ~ Яо + 71 + 72 + " * (6.17)

где

Як(1,з,х^) = -» / Г*(«1։$, Х,{)(Й| +
У 3

+ 1 / ^2-- / 75/г(«1,5,Х,<)---г(5/_1,5, Х,£) • ••
1=2 7, 7, 7,

(6.18)

• ■ -Г*(5/,5,Х,^) (к = 0, 1,...),

1М«,5,®.€) = 23 ֊(^г(£,5,х,<))(£):д։(£,5,х^)) (к= 1,2,...). (6.19)
1=0 |а|=*-/ а՛

Определим оператор (/(р))(£) = //р($1, з, х, 4)7$1 и перепишем (6.18) в следую­

щем виде :
ОО

(6.18)следует, ч то

°° /|а+/9| /•<

1|0*р??<>(1,5,г,с)11<с-о^Ю4|'’н'’|“|12—I/ 9(т'«)‘/г1-

Лемма 6.4. Для любых а,0,к имеют место следующие неравенства :

||Р‘о^г4(։,5,г,4)|| < С։,«,/>(С)'|'’|-'|в|-('-‘,‘9(и)х

(6.20)
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х у"/|а+^1+2*| /\(т,<)<й֊|'+7(/ + 1)!. *=1,2,... (6.21)

/= 1 1 *11
Доказательство. Мы доказываем лемму индукцией по к. Имеем

110^(1,^.011 < с;,(,(0<|/’|-'|о|-'+<»(‘.0х
°° /|о+Л| +1 Г՝ . п ~

х \ ---------- (/ д(г,£)(1т) для всех 0<«<г</о.

Следовательно
<» ||а+Д| + 1 /•<

||П?о^1(։,^։,011<С«,Н0<|вн'|“|''+41Е-(7ТТ)Г(У. ’(г'€)йт)+

|а+Д| оо оо |о+Д| + 1 -»

+ Е Е('-')'^--^Е—।—(^г) ■■■))]<
,=0 /=2 т=1

оо |а+/?|+1 Г՝
< са,/։«)ад-'>|о|"‘,+4[Е (т + 1)Т</ 9(’-.0^Г+1 +

тп = 1

Таким образом, (6.20),(6.21) доказаны для к = 1. Теперь предположим, что

(6.20),(6.21) уже доказаны для к и докажем их для к 4֊ 1. Для любых а,/3,а\, 

^2, /?1, /?а, 7, /; Л1֊Ь +с*2 = а, 0\ + 02 — 0\ О'< / < к имеют место неравенства

11($+°' «■ ДГ'М. г.011 <
СЮ

гп|а+Д|+2(*+1)-1 ,1
——Ч,

т = 1

< С1,о,д)?(4, £
т = 2

Поэтому (6.19) следует из (6.20). Рассмотрим теперь д1+1 для 0 < « < I < То :

1<»4-Д| оо оо (

+ Е Е('՜ 0'Е гп1о+Л1+2<‘+1)'1"'(/ »(’•,€)<*т)"‘+1/(т + 4)!] <
0 /=2 т=1

т=| 
неравенства (6.20) и (6.2Таким образом,

т|о+/з|+2(к +1) Г1
-т+1)! Ч, О^т)^'.

1) доказаны для 0 < .$ < I < То. Случай 
4 < э ничем не отличается от рассмотренного выше. Лемма доказана.
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Завершение доказательства Предложения 6.1. Из (6.21) следует, что (к =

равномерно относительно (1,з) 6 */. Аналогичные оценки имеют место и для

Таким образом, существование решения (2(1, з) доказано. Для доказательства 

единственности замечаем, что задача Коши, сопряженная к (6.12), удовпетво- 

ряет тем же условиям (6.13),(6.14), и, следовательно, достаточно использовать 

стандартные рассуждения. Предложение доказано.

Следствие 6.1. Пусть К.(1,8) и К,о(1,з) удовлетворяют условиям Предложения

6.1. Тогда для задачи Коши

Г 0^(1, з) + (2(1, з)Н(1, з) 4֊ я0(е, $) е С(д-С00^֊00)), 
[ $($,«) = (), зе[0,То]

(6.22)

верны все утверждения Предложения 6.1.

Следствие 6.2. Если И(1,з) = По(1}з), то для оператора 1+(2(1,з) существует 

параметрикс (/4-

+и(М))*, который может быть представлен в виде 1 + <2#(1, з), где (2#(1,з) 

есть решение следующей задачи :

< (0.231
I <?*(«,«) = о, *е[о,т0].

Теперь мы рассматриваем задачу Коши

(Л( -Р(*)4- Г(1) 4֊ #(«))(/ =Ф(0 на [О, То] х Яп,
(/|1=в = Ф, «С [0,То],

(6.24)

гпе операторы Р(£), Е((), были описаны в Теореме 3.1. Будем искать фунда­

ментальное решение Е\(1,з) задачи (6.24) в следующем виде :

#1(/, 5) = (I। 5)(^ + <2(^ 5)) + 0<»(*» 5)| (6.25)

где <?оо(<»в) € 6>’ОО(5-ОО)(։/;СОО(Ф՜00))» а Е2(1,з) был построен в Следствии 

52 Используя Предложение 1.1 и Леммы 6.1 - 6.3, легко проверить, что все 

пРедположения Предложения 6.1 выполнены

Л(С *) = «0(<, 5) = -Е2(э, 1)(֊1шР(С 4֊ П(1))Е2(1} «).
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Здесь 1тР(1) = Р(<) - Не2>(<) (см. также Следствие 5.2). Следовательно, псев­

додифференциал ьныи оператор существует и определяется однозначным

образом. Далее, перепишем задачу Коши (0.1), (0,2) в эквивалентной форме (см.

§3) :

Р.Р - Л(1)У = Ф(։) на [0,То] X Лп, (01’)

М|<=, = *, «е [о, г») (0.2’)

для вектора И = ‘(и, Р,и,.... Р]"՜'и).

Напомним, что операторы //(т,Рг), М(1,х, й։), 1'՝/(1,х,

М*(1,г, Ох), 2У*(4, х, О։) были описаны в §3, а фазовые функции Ф;(1, я, х,() бы- 

ли построены в §4. Таким образом, мы доказали следующий основной результат 

настоящей работы.

Теорема 6.1 Предположим, что оператор Р из (0.3) удовлетворяет условию 

(А). Тогда фундаментальное решение Е(1,з) задачи Коши (0. Г),(0,2>) (а, следо­

вательно, и фундаментальное решение задачи Коши (0.1),(0.2)) может быть 

построено в следующем виде :

Е(1,,) = 

= Н*(л, Рг)Л/*(1, х, Р։)/У(։, X, Р։)Е>(1, в)№*(4, х, О։)М(1, х, О։)Н(х, Р։)+

"Ь^оо(^> ) 1 (6.26)

где Коо(1,з) Е С°°(3 °°)(У; С00(Ф՜00)), а Е\(1,з) - матричный интегральный 

оператор Фурье из (6.25) с фазовыми функциями

Далее |р'||а обозначает норму элемента и Соболевского пространства 

^(<г)(Л?) с действительными а. Д 

теорема 6.2. Предположим, что оператор Р из (0.3) удовлетворяет условию

(А). Тогда решение и(1,х) задачи Коши (0.1),(0.2) на [0,То] х с /(*, х) €

С ( )([0, То], 5) и с £ 5, ; = 0, 1,т — 1 существует, единственно и

может быть представлено в следующем виде : 

/<
^•т^г)/(г,х)<1т, (6.27)

8
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г^£,,;(М) есть (1>Э)-элемент фундаментального решения Е’(^л) из (6.26) за- 

^ачи Коши (0. Г),(0.2'). Следовательно, существует постоянная у > 0 такая, 

мгПо для любого вещественного (Т с некоторой постоянной Са имеет место 

^ергетииеское неравенство
т-։ т~։ Г1
£ ||Р!“(')Н’+т-1-( < С,[^ ||01|£+1-1-,+т +1 / П/(г)||=+,л-|]. (6.28).
|=о 1=0

Таким образом, для задачи (0.1),(0.2) существует конус зависимости.

Доказательство. Представление (6.27) и энергетическое неравенство (6.29) 

являются прямыми следствиями Теоремы 6.1. Более того, имеет место и георема 

существования в [0, Т] х Рп. Далее, для доказательства последнего утвержде­

ния теоремы в = 0 для всех А = (хд.^д), 1д Е [0,То] мы обозначаем через Бе 

пространственноподобную гиперповерхность, определяемую следующим уравне­

нием :

^тах(* ~ )2 — |Х — |2 = 0, 0 < I < Iд ,

где

Атах = яир{ |А>(^ х,<)/(2А(х))|; х Е Е Яп, Ю = М Е [0,То],у = 1, ...,т}

есть положительное число в нетривиальном случае Д Яп, и где 0 < 0 < А2пах<2. 

Пусть Сд есть объединение Предположим, что Ри — 0 в Сд и что

^и||=о = 0 в Сд П {/ = 0},/ = 0,..., гл — 1. Мы должны показать, что и = 0 

вСь С этой целью заметим прежде всего, что можно считать условия (Т) вы­

полненными для всех / Е [-Т,Т]. Заметим также, что после преобразования 

координат х1 = х,1՛ = I 4֊ |л?|2, новый оператор Р‘ также удовлетворяет усло­

вию ('1) в окрестности начала координат в /{п + 1. Следоваз'ельно, имеет место 

бальная теорема единственности. Действительно, оператор Р'՝ также удов ле- 

Тв°ряет условию (А) и, согласно Теореме 6.1, для любого у? Е задача Коти 
/Я» .

и = у>, = 0(1 = 0, ...,гл - 1) разрешима. Отсюда следует, что

ц(£, х) = 0 для всех 1,х,1 + |։|2 < е', 0 < с'.

Далее, для вектора а Е Яп, |а| < 1 /Атах, уравнение

Рт(е,х,А(ж)/1,< + /^А(х)о) = 0
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имеет т различных действительных корней Для всех t Е [0,T],z £

€ ЛТп{|г| < const},£ € Яп, |<| = 1 (см. также Предложения 6.5 [10]). Очевидно, 

что для любой точки Е Са, если Dj,u|ste = 0(1 - 0, ...,m — 1) в

некоторой окрестности точки (z°,t°), то и и — 0 в окрестности 1очки (х , t ). 

Здесь 6° = - <д)2 ֊ 1х° ~ хл|2» а д/di/ есть векторное поле, нормальное к

■ Действительно, можно локально изменить координаты I1 — ^тах(^ ~՜ ^д)2~ /
-| т - хЛ|2 - 0°, т‘ = г и в этих новых координатах оператор Р переходит в 

новый, который также удовлетворяет условию (Т). Поэтому можно применить 

локальную теорему единственности , и, следовательно, и = 0 в Сд. Этим 

завершается доказалельство теоремы.

ABSTRACT. We consider the Cauchy problem for weakly hyperbolic 
equations which degenerate with respect to the spatial variables. We 
assume that the coefficients satisfy some conditions formulated both by 
means of the zeros of the complete symbol and by means of characteristic 
roots. For these operators we construct the parametrix and the fundamen­
tal solution of the Cauchy problem by means of zonal subdivision of the 
cotangent bundle and of specific classes of pseudo-differential operators 
and Fourier integral operators.
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