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Введение

0.1. М. М. Джрбашян [1] для произвольного ограниченного кон- 
тинума Г, содержащего более одной точки, достроил системы рацио­
нальных функций. Они являются обобщениями полиномов Фабера в 
том смысле, что полюсы этих функций вместо бесконечности распо­
ложены на заданной последовательности точек (z„,lo°czG~ (G—та из- 
смежных с Г связных компонент, которая содержит точку z — со-), 
причем, если, в частности, г, — оо (п > 0), то указанная система обра­
щается в систему полиномов Фабера. В последующем эти рациональ­
ные функции и их модификации изучались в других работах М. М. 
Джрбашяна [2, 3J, а также в работах Г. Ц. Тумаркина [4, 5], Г. С. 
Кочаряна [6, 7] и А. М. Лукацкого [8, 9]. В монографии П. К. Суе- 
тина [10] кратко изложен ряд важных свойств рациональных функций 
Фабера—Джрбашяна.

Для произвольного значения параметра s(0 < s 1) рациональ­
ные функции Фабера—Джрбашяна (г) (п 0) строятся следующим
образом. Пусть w — Ф (z) — функция, конфор։.~го отображающая G~ 
на область |w| > 1 и удовлетворяющая условиям нормировки Ф (оо)= 
•= со, ф' (со) _> 0. Эта функция определяет внутри единичного круга 
последовательность точек ®л*=1/Ф(гл) (л 0). Рассмотрим систему 
рациональных функций Такенака — Мальмквиста fil —13, 3]

, т.(ш) . И(„>0).
1 — «0 w 1 — ал W * _о 1 — «À W а*

. (0-1)'
Для этих функций выполняется условие ортонормированности

~~ С ?» («») = 8ni (0.2),
2 д J

|»| = 1

(8*4 — символ Кронкекера) и ряды по ним являются некоторым обоб­
щением рядов Тейлора [11 — 13, 3]. При всех л > 0 функции (г)՛ 
определяются как сумма главных частей (и постоянных слагаемых при. 
г4=оо) в лораяовском разложении функции

<#’(«)-?ДФ (ж)] [Ф'(х)У (0.3),

в окрестностях исех отличных друг от друга точек (£=0, !,•••, и)..
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0.2. В работах [1-3] (и в [4, 5] при а =-1/2) исследованы воп­
росы разложения аналитических функций в ряд по системе I(г)]о՜ 
(0 < 5 < Г) в том случае, когда Г есть спрямляемая^граница конеч­
ной односвязной жордановой области С и [Ф (».)] ( (Г). Уста
новлено интегральное представление

х€С‘
М- (г) 2«,'] I—։

и введена система функций {^'7(г)}о:
X?’ (г) = [ф' (г)]1՜' [Ф(г)]-'<рЯ[1/ф (*)!• *€6+>

(фп ( ад) (ад)), которая биортогональна в {Ма (г))о в следующем
смысле:

(0^(ОЛ - &-*•

г

Введем классы (С+) голоморфных в С+ функций, иредстанимых в 
<?+ в виде интеграла типа Коши

/ (ж> л, 8 (О [Ф' «)]1/։“Ч (Г)
2 к1 յ { — х 

г
и установлено, что если

(1-;Ф(хя)Г։)= «>, (0.4)
п=0

то функция / (г) (; (С*) допускает абсолютно к равномерно сходя­
щееся внутри области С* разложение

/(*) - 2 с„МУ (г) ( 2 |Е,|’ < со, Сп = [ 8 (0 (0 л) . (0.5 )
Д~0 \ п=е0 /

Г
Подробно исследован также случай, когда

2(1-|ф(»я)Г’)<со. _ (о.б)
к=0

При условии (0.6) в работе [3] было установлено следующее пред­
ставление ядра Кош«:

_. = у лй"(Г) 4. 1ф' «И՝՜՜' 1՜ Д[ф(т01 1Ф< /П 7ч 
1-г Ло՜ ('} '* '-) + 2кгВ|Ф| (О] ] (7)-2)[Ф(0-Ф(7})]^

для х^С , (^С и почти для всех /^Г(5(ад)—произведение Бляш­
ке для круга |ад|<^1 с последовательностью нулей (ая}о). Зто приве­
ло к эффективному определению разности между функцией /(х)£ 
^Л2*’(С+)и ее разложением в ряд по системе (х)}Г. Отсюда, в 
качество непосредственного следствия, была выявлена полная внут­

ренняя характеристика и структурное представление класса (С*՜)
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функций, допускающих при условии (0.6) разложение в абсолютно и 

равномерно сходящийся ряд вида (0.5). Установлено, что К?' (С+) 
совпадает с классом функцай, аналитических в отдельности в каждой 
из областей С*՜, и являющихся в определенном смысле „ана­
литическими продолжениями "друг друга через общую границу Г этих 
областей; установлено совпадение этих классов функций, представимых 
внутри этих областей абсолютно и равномерно сходящимся рядом 
вида (0.5).

0.3. Из результатов, анонсированных Г. Ц. Тумаркиным в рабо­
тах |4] (с. 15) и [5] (с. 257) можно вывести, что если конечная одно­
связная область (7*՜ ограничена спрямляемой жордановой кривой Г, 
которая является карлесоновской кривой (т. е. для любого круга Д 
радиуса г длина ГПД не превосходит Аг, где А (^> 0) — постоянная, 
не зависящая от т [14]), то система |ЛГ,1/') (։) ]» является базисом в. 
замыкании своей ливейной оболочки в метрике Д, (Г) (/ (О £ Д, (Г) *=►

1/(01’!<//!< оо). В частности, при условии (0.4) эта система являет-- 
г

ся базисом в Д։ ((7+).
Для конечных односвязиых жордановых областей 6՝+, ограничен­

ных ляпуновскими кривыми, в работе Г. М. Айрапетяна [15] было 
установлено, что для неполных в Ео (С*՜) систем рацциональных функ­
ций 1(г — и։4)-*|" с отличными друг от друга полюсами [®41" ^6՜՜/!°°], 
при специальных условиях на |шА(г)||" эти системы образуют базисы в 
замыканаях своих линейных оболочек в метрике Др (Г), 1 р оо. 
Особо отметим, что указанные замыкания являются строгими под­
пространствами из Ер (С+) (т. е. не совпадают с ЕР(С*)).

0.4. Естественно возникает вопрос изучения базисных свойств 
систем Фабера—Джрбашяиа при аппроксимации в топологии про­
странства Др (Г) в общем случае 1 р <(. оо. В данной работе этот 
вопрос исследован для конечных односвязанных жордановых областей 
(7^, ограниченных карлесоновсками кривыми Г. Установлено, что при 
условии (0.4) система (*))е является базисом (при р = 2 — ба­
зисом Рнсса) пространства В. И. Смирнова ЕР(СТ'։, и разложение 
функции /(г)^£’р(С+) в ряд по системе [Ма,р> (г) ]о’ сходится к / (г) • 
(при р = 2 — безусловно) как по метрике пространства Др (Г), так и 
равномерно на компактах Если же выполнено условие (0.6), то
система \МпРУ (г)|0՜ является базисом (при р = 2 — базисои Рисса) 
пространства

Др(С+; {г„)о“) с: £,(£+)

(определение и свойства этого пространства см. в § 4), и разложение 
функции / (г) £ ЕР(С* {г„}о°) в ряд по системе [Л/„1р) (г))о՛ сходится к / (я) ՛ 
(при р = 2 — безусловно) как по метрике пространства Др(Г), так и 
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равномерно на компактах КсС1\ где Л - замыкание множнства то­
чек последовательности |гя]о”. Таким образом, система |ЛГ„ ('))# 
всегда является базисом замыкания н метрике ДХ(Г) своей линейной 
оболочки, если только Г — карлесоновская крииая и

Из результатов данной работы и известных свойств смирновских 
кривых* (см. [16—18]), в частности, вытекает, что карлесоновская 
кривая является смирновской кривой.

§ 1. Предварительные скедевяя о классах F.p

1.1. Сначала введем некоторые обозначения. На протяжении всей 
данной работы через G* будем обозначать одиосвязпую ограничен­
ную областа конечной комплексной плоскости С, граница Г которой 
есть спрямляемая жорданова кривая (пробегаемая в направлении по­
ложительного обхода области (°° f G ) это дополнение
замкнутой области С+=»С+иГ до расширенной комплексной плос­
кости С, Через w = У- (г) будем обозначать функцию, конформно 
отобрающую область G+ на круг |to| 1, а через z = “ (tu) — об­
ратную функцию. Наконец, пусть во֊^>Ф(а)— функция, конформно 
отобрающую область G՜ па область |ш] 1, нормированная усло­
виями Ф(оо)«=<х>, Ф'(со)>0, а г = ф(ш) —обратная функция.

1.2. Напомним теперь определение и приведем нужные нам свой­
ства классов Ер В. И. Смирнова (см., напр., [19, 20])- Для любого 
значения параметра (0, со) классы EP(G+) и EP(G ) определяют­
ся следующим образом:

/(«) е Ер (G* ~/(ш(ш))(а.' (ео))’" 6 Нр. (1.1)

f(z) £ЕР((Г ~/(ф (w)) ($'(«))’" € И~р, (1.2)

где Нр — класс Харди функций голоморфных в круге |to[ < 1 
и удовлетворяющих условию

SUP I f |g(re‘e);p </»)<«>, 
0<г<1 ( J J

о
a Нр —соответственно класс функций y(w), голоморфных в области 
|w| > 1 и таких, что

։•
sup IГ i?('te,#) I <с°°.

1<г< “ (j )о
В следующей теореме содержится эквивалентное определение 

классов EP(G+) и EP(G~) (см. [21], с. 47).
Теорема А. Для всех классов Ер (G±) (О <р< <*>) в области 

6 существует универсальная (т. е. общая для всех f(z)^Ep(G±)

* Замкнута« спрямляемая жорданова кривая Г, ограничивающая область 
G , называется смирновской кривой, если для ж - « (ю)-.оИформного отображения 
области |w| < 1 на G+, функция In |<о' (го)[ представляется в [w| < 1 интегралом 

.Пуассона—Лебега.
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последовательность областей {О/'|1'с:б~ с аналитическими грани­
цами дС}, сходящаяся к С, удовлетворяющая условию

зир { длина О*) < оо, (1.3)

и такая, что для любой голоморфной в функции / (я) имеет 
место

/(я)^£р(С±)-^зир [ 1/(*)1р1^г|| < со. (1.4)

дО^~-

Применив неравенство Гельдера, отсюда получаем 

£р((7+)а£։((7+), £р((7-)с£։(а-), ,1<р<оо. (1.5)

Известно, что если функция /(я) £ Ер (6<+) (соответственно /(я)£ 
^.Ер(0՜)), то она почти всюду на Г имеет граничные значеная / (£) 

при стремлении г к I изнутри И* (соответственно изнутри С7~) и что 
/(ОК суммируем на Г (см., напр., [21], е. 73). Приведем также сле­
дующие важные результаты (см.; напр., [21], с. 61—62, и [20], с, 423).

Т е о р е м а Б. Если /+ (я) £ Ех (<7+) (или /“ (я) £ £։ (0՜) и /~(оо)—= 
— 0), то справедлива формула Коши

Теорема В. Если / (я) £ £։ (С+), то имеет место теорема 
Коши:

У/(0 4/^=0. (1.7)

г
Следствие 1.1. Если/(я)££р(6+) и (я) £ (С*՜), ме 1 <

< р < °° и 1/р + 1/у = 1, то

рЮг(*)л=о. (1.8)

г
Доказательство. Достаточно заметить, что в силу теоремы 

А и неравенства Гельдера /(я) а (я)£, £ (7+) и воспользоваться теоре­
мой В.

Убедимся также в справедливости следующего утверждения, ко­
торым воспользуемся в дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть функция / (я) ££(6՜) /(оо) = 0 и

= Н>«пах(к]:^Г], (1.9)
/=1 X

— ее тейлоровское разложение в окрестности точки х = оо. Тогда 
для любого целого л^-0 будем иметь՛- 
3-55
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J f(t)tk dt = 0 (к - О, --. Л —1-)■**€.- о (i-1,—, п). (1Л0)

Доказательство. Убедимся, что если tnax [|/|, f (- Г), 
то справедливы равенства

J f(t)t*dt~ J/(?)?^(Jt = o,i,2,-.-)- (1.11)

г |г|-я.
С этой целью обозначим через Сц, образ окружности |л| = Ro при 
отображении w = Ф (z) и предположим, что числа R > 1 таковы, что 
окружность |w| = R лежит в области, ограниченной кривой Cif, и еди­
ничной окружностью |ш| = 1. Тогда, поскольку функция z = ф (w) го­
ломорфна при |н>|>1 и непрерывна при |w|i>l, а ввиду (1,2)

F (w) = /(ф (ш)) ф' (w) $ ЯГ, (1.12)

то ко теореме Коши будем иметь

j>(w)[f(w)]‘dw= J F(w)^(®)]‘rfwU = 0, 1.2,- -). (1.13)

с*. |»|-л

С другой стороны, F (ш)£ЯГ> так что в силу теоремы Ф. Рисса 
(см., напр., [20], с. 390)<

X
lim f |Г(Яе'е) - F(e")| d* 0.
/?—i J 

— <

Отсюда с учетом непрерывности функции г = ф (ш) получаем

Пт jF(/?e'») [ф (Яс'«)]* Re1» Г(е'°) [ ^(е1»)] * е,а

или, что то же самое

л” J f F(a>) [Ф (ш))*Ло (к — 0, 1, 2,-• • ).

|w|—|w|el

Следовательно, в силу (1.13) справедливы равенства

(*Г(ш)[ф(ю)]‘</ш= J /г(«»)[ф (w)] * dw (к = 0, 1,2,..-).

4R, !•!-

Переходя в этих равенствах к переменной # = ф(։Ь)и учитывая (1.12) 
получим (1.11).

Теперь заметим, что ряд (1.9) равномерно сходится на окруж­
ности |z| = Ro, и поэтому
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| /(0**^= £ cj f = 

VI-/?. Ifl-ff,
«

iC/Ro~J+1 Je'<*"/+1)<>dÖ = 2i4-cJH.1(i-0, 1, 2, - ). 

—Я
Учитывая также (1.11)» отсюда получаем требуемое утверждение 
(1.10).

Следствие 1.2. Если f(z)^Ep{G ), /(оо) = 0 и g (z)£ 
£Е9 (G՜), g(“>) - 0, где 1 < р < оо, 1/р 4- 1/g = 1, то

[7(0 g(0 dt=O. 

r
Доказательство. Из теоремы А и неравенства Гельдера 

следует, что / (z) g (z) £ Et (GT), а в силу равенств f (») = 0, g(<x>) =0 
в окрестности точки z=oo будем иметь разложение

/(«)#(*) = X -у՜ ' 
у—2 zz

Отсюда на основании леммы 1.1 получаем (1.14).
1.3. (а). Пусть {xJ}]aG4’(x = со, либо х =■ 1,2, •••) — проиаволь- 

иаа последовательность, причем если хж=оо, то

ÊO-|x №)!)<«. (1.15)

Пусть

В.)-П
*-J 1 —х^)х(з) Х^

(пелагаем |Х (х+)[/Х (Х> )= — 1 при X (Л* ) = 0). ] Поскольку функция 
X (г) непрерывна в замкнутой области G+ и отображает ее взаимно­
однозначно на круг |w|<l, причем |X(f)| = l при fÇT (см., напр., 
[20], с. 46), то в силу известных свойств произведения Бляшке

B(w)= п (w=X(z), a»=X(tf))
а=1 1 ֊ a*w ak

(см., напр., [22], с. 81) можем утверждать следующее. Если — 
совокупность предельных точек последовательности {X*Jj, то функ­
ция В+ (z; х) голоморфна в G+, непрерывна в G*/d[k4 JÏ, последова­
тельность ее нулей в G+/d(À4|î совпадает с последовательностью 
[X*}ï и

1В+ (>, Х)| < 1 (z 6 G+), |В+ (z, х)| = 1 (z Ç Г п. в.). (1.17)

Функцию В+ (z, *) будем называть произведением Бляшке для об­
ласти G+ с нулями {tf}ï.
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Теперь для любой функции / (z) (: ЕР (G+), f(z) Ф 0, обозначим 
через В/ (г) произведение Бляшке для области G , нули которого 
совпадают с нулями / (z) в G+ (если f (z) 0 в G , то полагаем
В/ (z) S5 1). Тогда из известных свойств единственности и фактори­
зации пространств Харди НР (см., напр., [22]» гл. II) и из (1.1) вы­
текает следующая

Теорема Г,. Для всех р € (О, °°) справедливы следующие 
утверждения',

1°. Если (X* )iс G+ (х = либо х= 1, 2,-),то для сущест­
вования нетривиальной, функции /(z) — Ер (G ), обращающейся в нуль 
на последовательности необходимо и достаточно, чтобы бы՜ 
ло х со, либо х = оо ц выполнено условие (1.15).

2°. Если f(z)£Ep(G+), f(z) ± 0, то функция g (z) = f (г)/В}(г) 
принадлежит EP(G+) и

J 1/(01рИ = J I? (ОГ И- (1.18)

(б) Пусть теперь {Х*}]с(7 (х — ос, либо х = 1, 2,•••) —произ­
вольная последовательность, для которой при х <=■ оо

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Ё (1 -|Ф(М"1ХПО-

Пусть

.х1 =п ф(х*)-ф^) 1фХ)1 
*.» ։-Ф(1Г)ф(з) ф(лг)

(при КГ = оо, тогда Ф (Х7) = со, полагаем

ф (Ха՜) - ф (г) |ф (ХГ)| _ 1 \
(1 —Ф(л*)Ф(г) Ф().Г) Ф(г)/'

Рассуждая как в предыдущем пункте, можем утверждать следующее. 
Если д (Х*՜)] — совокупность предельных точек последовательности 
{ХГ)ь то функция В՜ (г; х) голоморфна в С՜, вевдрерывна в 6Г/д[ХГ)?, 
последовательность ее нулей в С /д|Х* )| совпадает с последователь­
ностью [ХГ)1 и

I#՜(*> *)1 -С1 (֊ С 6 )> 1^ (-; *)1 = 1 («6 Г п. в.). (1.22)
Функцию В՜ (г; х) будем называть произведением Бляшке для обла­
сти (Г՜ с нулями |ХГ)1.

Если / (г) (; Ер (G~)։ / (г) Ф 0, то через В/ (г) будем обозначать 
произведение Бляшке для области G , нули которого совпадают с 
нулями /(г) в С (если /(г) =/=0 в С , то будем полагать 5/(с)=1). 
Тогда вновь из свойств пространств Харди и (1.2) сразу вытекает 
следующий аналог теоремы Г։.
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Теорема Г։. Для всех р£{0, <х) справедливы следующие 
утверждения’.

1’. Если {Л*)1С<7 (х=оо, либо х=1, 2,--), то для существо-' 
вания нетривиальной функции / (Т) Ер {(л~), обращающейся в нуль 
на последовательности р* )ь необходимо и достаточно, чтобы бы­
ло х<^ оо, либо х = оо и выполнено условие (1.19).

2°. Если /(з) £ Ер((л՜), / (г) ■-# 0, то функция «(х)=/(з)/ 
/В/ (г) принадлежит Ер(С~)и

| |/(0Л<й| = ||я(01'1< (1.23>

Г Г

§ 2. Дальнейшие свойства классов Ер

2.1. (а) Известно, что функции классов Ер {С] однозначно опре­
деляются по своим граничным функциям (см., напр., [20]. с. 413), 
Учитывая этот факт, в пространствах Ер ((7+) и Ер (С՜) (1֊<р<^со)- 
введем норму по формуле

I/; г1 = (] 1/(01'И)’*. (2.1>

г
Тогда из известного результата о полноте пространств Харди (см.,, 
напр., [22], гл. II) и из определений (1.1) и (1.2) пространств ^(С1)- 
непосредственно вытекает следующее утверждение.

Лемма 2.1. При всех р(1^.р<^°о) классы Ер(С+) и Ер (С՜} 
с нормой (2.1) являются банаховыми пространствами.

Отсюда ясно, что классы 2Г։(С+) и Еу (0՜) являются гильбер­
тов ыми пространствами со скалярным произведением

(Ля)= |'/(07(0К (2.2>

г

(б) . Теперь обозначим через р (г; Г) расстояние от точки 
до Г:

Р (г; Г) = ппп (|г — (|: /£ Г}. (2.3>

Лемма 2.2. Пусть 1-<р<^оо. Тогда:
1’. Если / (г) £ Ер (С*՜), то

|/(г)| < И; а {2кр (,; Г)}՜”', г £ в+. {2.4)

2°. Если / (г) £ Ер (С՜), то

//(г)|<|/; ГЬ{2*р(г; Г)/|Ф (х)|]-’Л (2.5)

Доказательство. 1П. Если /(г) £ Ер ((?+) и / (г) зё 0 (случай 
/(?) = 0 тривиален), то в силу теоремы Г, функция Я (г) = /(2)/В/"(х) 
принадлежит классу £^,((7՜*՜), не имеет нулей в области С+ и Г|р=
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— [/; Г|р. Поэтому в силу теоремы А ’функция F(z) = [g(«)]* при­
надлежит классу £։(G+), причем JF; Г|. = Пр- Значит в силу тео­
ремы Б

F (г) = — Г —— dt, z£ G+,
2 кг J t — z 

г
и переходя ■ модулям будем иметь

|F(z)||F; п. (2«Р (-₽; Г)Г։. z€g+-

Возвращаясь к функции / (г), отсюда получим (2-4).
2°. Предположим теперь, что /(z(€Fp(G ) и f(z) ^0. Тогда в 

силу теоремы Г։ функция g (z) = / (z)/-ß/ (г) принадлежит классу 
Fp(G-). не имеет нулей в области G и Jg; Пр — [/; Пр- Значит в си­
лу теоремы А [# (z)]₽6 F։ (G՜). С другой стороны, функция Ф (z) 
имеет в точке z = <х> простой полюс и удовлетворяет следующим 
условиям:

|Ф (z)||> 1 (ж € G-), |Ф (01 - 1 (t € Г). (2.6)
Поэтому вновь в силу теоремы А [#(г)]₽/® (г) С Fi (G~), причем в 
точке z = оо эта функция обращается в нуль. Следовательно, в сялу 
теоремы Б

(ä__l f kiomto д, ,e<r>
Ф (։) 2 J f -» ’ ' ’

Г 
к поэтому

WWWWKkJ n;{2«p(z; Г)}՜1. z6G՜.

Отсюда, переходя к функции /fz), после простых вычислений полу* 
ним (2.5).

Следствие 2.1. Пусть 1 < р < оо и {fk(z)}T<^Ep(G¥) соот­
ветственно {/л(ж))ГcEp(G՜). Если эта последовательность схо­
дится по норме J-; Г|р к функции f(t), то f(t) является гранич­
ной функцией представитиля f (z) £ Ер (G*) (соответственно / (z)£ 
££p(G՜)), и эта последовательность сходится к f (z) равномерно 
внутри G՜1՜ (соответственно внутри G՜).

Это утверждение вытекает непосредствнвво из леммы 2.1 и 
оценок (2.4) и (2.5), примененных к разности fk(z) —f (z).

2.2. (а). Пусть/(/)£/.! (Г). Рассмотрим интегралы типа Коши

А'± (։; /) = ± ± Щ Л, G+. (2։7)
2xj ,1 f —X

г

Известно, что почти всюду на Г существуют некасательные гранич­
ные значения К (t; Г) и К (I; f) соответственно ■ изнутри G± и G~ 
(см. [23]). Отсюда в силу известных результатов И- И. Привалова 
(см., напр., [19], с. 183—194) вытекает существование сингулярного 
интеграла Коши
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(5г/)(Г)ж.11п1 — Г J-®- <Г., fern, в, (2.8)
Н> я/ J С — t

1€Г, |/—:| >.

и справедливость формул Сохоцкого—Племеля п. в. на Г:

К* (t; f) - (Prf) (0, где Р? = ֊ (/ ± •$•), (2.9)

а / — единичный оператор. Имеет место также следующий важный 
результат (см. [14]).

Теорема Д. Если 1 р °о, то оценка

J I(5r/) « |Л| < С j I/ (ОГ |Л| (2.10)

г г
с константой. С(^>0), не зависящей от f (/), имеет место тогда 
и только тогда, когда Г — карлесоновская кривая.

(б) Докажем две леммы, которыми воспользуемся в дальнейшей..
Лемма 2.3. Пусть 1 < р < со, Г — карлесоновская кривая и 

f (f) е L, (Г). Тогда К* (а; /) (; £,(£*) и

f(t) = K+(t; f) 4֊ К՜, (t; Д/еГ п. в. (2.11)

Доказательство. Сначала заметны, что если g(t)£Lq[V),. 
где 1/р 4- 1/< — 1, то из тождества

äSLI dt = о (с е G+ U G՜, С * «>)

в силу (2.9) вытекает g(f)™0, п. в. Следовательно, в силу 
теоремы Хана —Банаха система функций

(^(<) = (/-Q-’:C6G+uG-, С у- оо) (2.12)

полна н пространстве £Р(Г). С другой стороны, опираясь на теоре­
му А, можем утверждать, что

{Qc(x):C6G7{*}}c^(G+) {Q<(z):CeG+}aEp(G՜), (2.13)

и поскольку Qc (оо) =0, то в силу (1.5) и теоремы Б будем иметь

C^G^/(cc)=> & (*-, Qc) = Qc (ж). 2eG+, 

К՜ (г, Qc) = 0, z£G՜;
(2.14)

K+(z-, Qc) = 0, z^G+,

Е (z; Qc) = Q; (z), z(-G .
(2.15).

Теперь заметим, что поскольку система (2.12) полна в Ьр (Г), то> 
для некоторой последовательности . {/■*(/)!” линейных комбинаций 
функций системы (2.12) выполняется равенство

lim |/ (0 — Fn (t)\P dt\ = 0.
Г
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Отсюда с учетом ограниченности операторов Рг и Рг в Ьр (Г) (это 
вытекает из теоремы Д и определения (2.9) указанных операторов) 
получаем

Ит [ ((; /)- & (Ц №1 = 0. (2.16)

Г

Но поскольку из (2.13), (2.14) и (2.15) следует, что К (<, /•*) суть 
граничные функции представителей из Ер (О ), то из (2.16) и след­
ствия 2.1 вытекают включения А՜՜ (։; /) £ Ер (С*). Равенство (2.11) не­
посредственно следует из формул Сохоцкого Племеля (2.9).

Лемма 2.4. Пусть I < р < ^>. Г — карлесоновская кривая и 
/(<)€£р(Г). Тогда У (С является граничной функцией представи­
теля из Ер (0+) (соответственно представителя из Ер (С՜), обра­
щающегося в нуль при х = оо) тогда и только тогда, когда

С /-Ш- сП = 0, х£О~ (соответственно х^С+). (2.17)
и <— г Г

Доказательство. Если/(£)—граничная функция представителя 
класса Ер (6+) (соответственно представителя класса Ер (С ), обращаю­
щегося в нуль при е=со), то из (1.5) и теоремы Б следует (2.17). 
Обратно, предположим, что выполнены условия (2.17). Тогда К* (г; /)=0, 
*€СТ. а в силу леммы 2.3 К1 (с; /)6£р(С+), причем ясно, что 
Л՜ (°°> /) “ 0- Поэтому ЛГ* (^ /) =/(0 почти всюду на Г (см. 2.11).

(в) В заключение этого параграфа установим вид линейного 
функционала из пространства (ЕР(О+))*, сопряженного к ЕР(С+).

Лемма 2.5. Пусть 1<Ср<С°°> Г— карлесоновская кривая. 
Тогда для любого функционала Г* £.(ЕР (СТ1՜))* существует един­
ственная функция ^“ («) < ^~ (°°) = 0 (1/р4֊1/д=1) та­
кая, что

= ]7(0 8՜ (!) М, /(г)^Ер (в+). (2.18)

Г

При втогг справедливы оценки

М + <8?՜; а , (2.19)
<£р(О+))» (Ер(О+))> '

с константой В О 0), не зависящей от Р*. Обратно, если у՜ £ 
^Еч (О ), % (<х>) = 0, то формулой (2.18) задается функционал 
Г^(ЕР(С+)У.

Доказательство. Пусть £* £ (Ер (С*))*. Продолжим этот 
функционал с сохранением нормы на все пространство £Р(Г). Тогда 
из общего вида ограниченного линейного функционала над ТР(Г) сле­
дует существование функции у (/):
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8 (0 6 (Г), И*1 . = Г|?, (2.20>

для которой

/~ (/)=У / Ю : (/) <н, / (*) € Ер (б+) (2,21)

г
(см., напр., [24], с. 310). Положив

/*(*) = ** (х; 8), ^б±),

в силу леммы 2.3 будем иметь:#* (г)(^Ер (б~),
8 (I) = 5+ (0 + 8՜ (4, *£Г п. в., (2.22)

причем 8՜ (т) — 0- Кроме того, в силу формул Сохоцкого—Пиемеля 
(2.9) и теоремы Д верпа оценка

к՜ П, -е в*. Г|„ _ в|гч ■ ■ • (2.23).
(° ))

с константой В(2>0), не зависящей от #(/), а значит, и от Г*. Та­
ким образом, из (2.22) и (2.21) в силу следствия 1.1 Гвитекает пред­
ставление (2.18), а из (2.23) — цравая из оценок (2.19). Левая из этих 
оценок — следствие неравенства Гельдера. .Заметим также, что опять 
же в силу неравенства Гельдера справедлива обратная часть леммы.

Нам осталось доказать, что.'по заданному финкциопалу 
6(^(С+))* соответствующая функция § (г)^Ед(С ), удовлетво­
ряющая условию 8~ (со)=0, определяется однозначно.

Предположим, что #7 (2) ^.Еч (С՜), 8и՜ (оо) = 0 и

У /(О 8о (0 Л = 0, V/ (х) е ЁР (б+). (2.24)

Г

Тогда, поскольку при фиксированном функция (2; (г) =
•= (С — я)՜' принадлежит классу ЕР(С+) (см. (2.13)), то из (2.24), в- 
частности, следует тождество

[ Л = о
Л 
г

Отсюда на основании (1.5) и теоремы Б заключаем, что #7 (С) = ® 
4 £ б՜, а это доказывает единственность представления (2.18).

§ 3. Некоторые свойства функции Фабера—Джрбашяиа

3.1. (а) Пусть вновь б+ — конечная область, ограниченная замк­
нутой спрямляемой жордановой кривой Г. Пусть (хя)~аС —произ­
вольная последовательность, (МУ (г)]о" (1 ■< р 00) — система функ­
ций Фабера—Джрбашяна, порожденная континуумом Г и последова­
тельностью (гя|о- Заметим, что функции Л/1Н/” (2) непрерывны в жамк­
нутой области О*, и поэтому в силу теоремы А
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{М™ (z))^EP (СГ), 1 < Р < (3.1)

Докажем следующее предложение.
Лемма 3.1. Для функции системы {Мпр (2)Jo (l^P*^00) 

имеют тесто следующие формулы представления
а) при z£ G*

j^ip) = _L_ J У" 1ФМ dt (и — 0, 1, 2, • • •); (3.2)

6) при Z^G

М?”(z) - <р„[г (z)][Ф'(z)]1" = 2^. j ^[ф.ОЩ.фТО!։р м 
г

(п«= 0, 1, 2,• • •). (3.3)
Доказательство. Сначала заметим, что поскольку 

w == ф (ф (w)), |w| > 1, то

Ф' (| (ю)) ф' («») = 1> 1®| > 1» 
и поэтому

ф' (ф (»)) ф

Значит согласно (1.2) Ф' (z)^Et (G~), так что согласно теореме А 

sup | J |Ф' (2)1 И 

во՜

Теперь обозначим через jt первый из номеров j, для которых в об­
ласти (j~]GY не содержится точек z — X* (0 < к < л). Тогда функция 
Тя [Ф (z)] будет непрерывна в замкнутой области СГ'/Сд, и в Хейлу 
(3.4) будет выполнена оценка

1՜ [ф (2)] [ф' (2)]IZT \dz\} < со. (3.5)

вау

Что касается функции ЛГ11'Д) (z), то она голоморфна в области G /GJ,, 
так что

/> л I f |M"nw (г)։Р |л|} <00• м 

BGJ

С другой стороны, функция

(z) = Тп [Ф (х)] [Ф' (г)]’* _ M(.w (Z) (3.7)

голоморфна в области G՜, и поэтому ввиду (1.3)

ао7

Sup 
/>л
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Сопоставив эту оценку с (3.5) и (3.6), будем иметь

։ир | (2)\р \дг\ | < оо.

30՜

Следовательно, в силу теоремы А
№'Р' (г) = ?Л [Ф (г)] [Ф' (г)]’"- М™ (г)}»' <= Ер (СТ), (3.8)

причем нетрудно убедиться, что
Я™ (00) = О (л = О, 1, 2,- • •). (3.9)

Отсюда на основании (1.5) и теоремы Б получаем при г£С՜
И'“' (г) - т,.[ф (,)] [Ф' (2)1’"’ _

> Ст.[ф«)1|ф-(0)№-М'"”(0х,(„ = о, 1,2...(3.10> 
2 тсд и ( — г

г

а при г £ С+

Д = Д Г ?»[*(>)][*'«)]■* л („ = о. ։, 2....). (ЗЛ1)
2 кг.) / —г 2 к/ 3 / — г

г г

Кроме того, ввиду (3.1) из теоремы Б вытекает, что

— ( (п = 0> 1,2,...). (3.12)
1 — г ] о, г^С՜, 

Г

Наконец, сопоставив (3.11) и (3.12). приходим к представлению (3.2), 
а из (3.10) и (3.12) следует представление (3.3). Лемма доказана.

Отметим, чтов работе М. М. Джрбашяна [3] другим способом 
были установлены представления вида (3.2) н (3.3) для .функций си­
стемы (Л/У' (г)]о" (0 < а < 1) при следующем условии:

]՜ |ф' («)|'|<Ы < «. (3.13>

г

(б) Перейдем к вопросу разложения функций системы (Л/?’(~)]о’ 
(0-^ а < 1) в сумму простых дробей. С этой целью введем необходи­
мые обозначения.

Пусть Со, Сл(Л)—отличные друг от друга числа из кото­
рых составлена последовательность {х^. При этом, если последова­
тельность содержит со, то условимся полагать С0=со. Обозна­
чим через к](п) (1 < к) (п) < п + 1)—кратность появления числа С/ в. 
последовательности .

Теперь заметим, что при Су^со функция

С1'’(г) = 'Рп|Ф(^] [Ф'(г)Г (3.14)
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имеет в точке г = С/ полюс кратности к) (п), а при Со 00 эта функ­
ция имеет в бесконечно удаленной точке полюс кратности ^о(п) 
Поэтому можем утверждать следующее:

1) если С; эо, то в некоторой окрестности \г С/| (0
оо) точка г=С/ справедливо представление

<й"(г> - *'£' л .«■ <з-15)
Г-1 (« — <•/)

тде функция յ г (г) голоморфна при |г С^| < ?)у, а С^Цп, у) комп­
лексные числа, определяемые из равенств

С?’ (Л. п-------!----  -4^7 <г - <*’ « ■ <ЗЛ6>
(^у(л)-г)! У-Ч

причем
Ci” (л; j) ¥= 0 при г = к, (л); (3.17)

2) если Со= «>, то в некоторой окрестности \z\ > т; (0«^т)<^оо) 
бесконечно удаленной точки справедливо представление

GZ И = *’ £՜ ՝<№ (п) + g„։ г (z), (3.18)

тде функция ga г (z) голоморфна при |z|>■»), gn ж(оо) = 0, а (п) — 
комплексные числа, определяемые из равенств

4Л,)(п\ =________________ _________  • я*՛ Ю—* Gi”( М ig\
‘ 1 1 (к0(п) — г — 1)! \w/U-o’

причем
(л) 0 при г=%о(п) — 1. (3.20)

Из сказанного иа основании определения функции Afi” (z) полу­
чаем следующее предложение.

Лемма 3.2. При всех значениях параметра s(0 s 1) спра­
ведливы следующие утверждения՛.

1°. Если все z»(0<i^n) конечны, то
Ь(п) *,(я) pW, п

(3-24J = о г = 1 (Z — Су)
2°. Если среди членов последовательности |zj՞ есть бесконеч­

но удаленная точка, то
Г., *(»)*,(«) хМЛ, .

М{а\2)^ ^(П)гг (3.22)
/■-о Л11 г^х (г — Су/

При этом участвующие в представлениях (3.21) и (3.22) коэффи­
циенты определяются из равенств (3.16) и (3.19) и. справедливы соот­
ношения (3.17) и (3.20).

Опираясь па представления (3.21), (3.22) и рассуждения по ин­
дукции, приходим к следующему утверждению, которое нам понадо­
бится в дальнейшем.
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Следствие 3.1. Пусть 0 < 5 < 1 и (Г), а тп — крат­
ность появления числа *я в последовательности (Хл)“. Тогда для 
выполнения равенств

( я (/) (О Л = 0 (п = 0, 1,2,.) (3.23)

.необходимо и достаточно, чтобы одновременно имели место ра­
венства

( сН = О (при хп =# г=1,—, т.), (3.24)
3 (*-*») 
г

| ^</)/Л=б(г = 0,-.-,тл.-1), (3.25)
;г

если <х> входит в (хя)о и кратностью т„, >• 1.
3.2. Теперь рассмотрим вопрос о минимальности системы 

,{Л1д(х)]“ в ЕР(С+). Но сначала напомним, гчто если X — банахово 
лространство, а X* — его сопряженное пространство, то системы 
(хД֊ ^Х и называются биортонормированными, если

(«. т = 0, 1,2,...).

При этом система [х*|, называется биортогональным дополнением си­
стемы |х„]՜. Система (хя}^ называется минимальной в X, если нм 
один элемент х» нельзя, аппроксимировать в топологии X линейными 
комбинациями остальных элементов системы. Как ^известно, система 
{ха)о имеет хотя бы одно биортогональное дополнение тогда и толь­
ко тогда, когда она минимальна (см., напр., [25]).

Теперь рассмотрим систему функции (х)[Г, 1<\Р*Сво» где 

*<п” (х)- МФ (X)]-1) [Ф (х)]-’ [Ф' (х)]1", х 6 (Г (3.26) 

(полагаем 1/р + 1/<? — 1, фл(те) = <р„(те)) и докажем следующую 
лемму.

Лемма 3.3. При всех р(1<^р<^ос)

{X?"' (г)).’ 6 Ер(О~). = 0 (л = 0,1,2, -.), (3.27)

и системы функций {Л/Г/Р) (х))о* и (х))0՜ биортогональны на Г 
в следующем смысле:

1՝ ^’(ОХ^’юл-^ят (и, ТП ---0, 1, 2,.. ). (3.28)
2 кг л

Г

Доказательство. В процессе доказательства леммы 3.1 мы 
убедились в принадлежности Ф' (х) классу (С՜), откуда следует
включение [Ф'(с)]1/’££?((7՜՜). Отсюда и из того, что функция

* ([Ф(г)]՜1) [ФСЗ]՜1
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голоморфна и ограничена в О ив точке 2 = со обращается в нуль 
вытекает (3.27).

Далее, из (3.8), (3.9) и (3.27) с учетом теоремы А получаем, 
что функция (г) (г) принадлежит классу £։ ((7՜) и имеет в
точке 2 = со нуль, по крайней мере, второго поряДка. Поэтому в си­
лу леммы 1.1 справедливы равенства

| М1р) (0 (О Й = 0 (в, тМ, 1, 2,- • •) 

Г

или, что то же самсе

П{М,/Р,(О -Чп [Ф][Ф'(')]’*) х!1"”(0Л=0(п, т=0, 1, 2,...).

Г (3.29)

С другой стороны, имеем: Ф(1) — е и [Ф О)] =Ф(0 на ՛ > и поэто 
му в силу (0.2)

[ <рл[ф(О][ф'(оГ/1/р,(ол =
г

= рря[Ф (/)] 9/п [ф (*)] [ф' (С/Ф (()] Л = 

г
“ У ®Л (ш) <?т (о>) =2 14 0лт (п, 7П = 0, 1 2, • • •).

|в>| =1

Отсюда и из (3.29) вытекает (3.28). Лемма доказана.
Учитывая (3.1), на основании леммы 3.3 и леммы 2.5 можем ут­

верждать следующее:
При всех значениях р(։<\Р<^<х>) система функций [Л/л/р)(2)]о 

минимальна в пространстве Ер (С+).

§ 4. О замыкании системы функций Фабера—Дж рбатпяия

1.1. (а) Пусть, как и раньше, (2я’0“с:С՜ — произвольная после­
довательность. При условии

£ (1֊|Ф(2„)Г։)<<х (4.1)
п—и

обозначим через В՜(г) — произведение Бляшке для области С~ с 
нулями {2„)0” (см. п. 1.3 (б)):

В՜ (з) = п ф(2п) ~Ф(г) |ФМ 
Д.0 1 — ф (2Л) ф (г) Ф (2л) 

(при 2л=оо), тогда ф(гп)=со, полагаем

ф (г-) — Ф (г) |Ф (г„) _ 1 \ 
1— Ф(2„)Ф(2) Ф (г„) ~ ф (г)/

(4.2)

(43)
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Рассмотрим один подкласс класса Ер (С+).
Если выполнено условие (4.1) и 1 < р < оо, то через ЕР(П¥; 

{хя!о°) обозначим класс функций /(г), удовлетворяющих следующим 
условиям:

1) / (г) € ((Г*՜); 2) [ Л = 0, х 6 б'+. (4.4)

Г
Нетрудно убедиться, что в силу леммы 2.1 и равенства 

В~(()1 = 1, п. в., ЕР(СЛ)՝, {£л]о՜ )является замкнутым подпростран­
ством пространства Ер Следовательно, справедливо следующее 
утверждение.

Лемма 4.1. Пусть 1<Ср’Ссо и выполнено условие (4Л). Тогда 
класс Ер(6+); (хя)о‘)с нормой]-; является банаховым пространст­
вом, а при р — 1 класс ^(б^՜; |^«)о՛) со скалярным произведением 
(2.2) является гильбертовым пространством.

б) С последовательностью (хя)" ассоциируем систему функций 
Фабера—Джрбашяна (х) }о՜ и убедимся в справедливости сле­
дующего утверждения.

Лемма 4.2. Пусть 1 < р оо и выполнено условие (4.1). Тогда

[М^ЮХсЕрЦ?; (хя|0"). (4.5)

Доказательство. Если число х = хя (гя ^ °°) входит в по­
следовательность [хя)о « кратностью т„, то в этой точке функция 
В~ (г) имеет нуЛь кратности т.„ а функция М^1р} (г) — полюс крат­
ности < та. С другой стороны, если оо входит в последовательность 
|х«)о с кратностью тпя,>1 (в силу (4.1) тя,4Соо), то функция В~(г) 
имеет в .точке г— оо нуль кратности т^ (см. 4.4)), а функция- 
Л^1/р) (х) — полюс кратности (к0 (п) — 1 т.и (см. лемму 3.2). Следо­
вательно, функция Мп'р\2) В՜ (х) голоморфна в области 0՜ и обра 
щается в нуль в точке X — оо. Кроме того, в силу леммы 3.2 и оцен­
ки |£՜ (х)/ -< 1, х£ О~, функция (х) В՜՜ (г) ограничена в области 
О՜. Значит в силу теоремы А будем иметь

\М!,ир} (XI В-(х)):с£р((Г), Л4<?/р;(св)В-(оо) = 0 (п > 0).

Отсюда на основании (1.5) и теоремы Б заключаем, что при любом 
п (и = 0, 1, 2,- • •) спраредливо тождестве

Г ^"я«)В-(0 м = о г(.0>.
J ։ — г 
Т

Учитывая также включение (3.1), получаем требуемое утверждение 
(4.5).

4.2. Напомним, что

(х))о с£р(С+), 1<р<оо (4.6)
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(см. (3.1)), и перейдем к вопросу описания замыкания лилейной обо­
лочки (кратко: замыкания) системы \М?'Р> (з)1е при аппроксимации в 

топологии пространства Ер (С ).
Теорема 4.1. Пусть 1 <Р< м- V — карлесоновская кривая и 

|г,1)о сС~—произвольная последовательность. 1 огда
1°. Для полноты системы {М"1ру (г)|" в пространстве Ер (С+) 

необходимо и достаточно выполнения условия

£ (1 — |ф (д.) Г1) = 00 • (4.7)
Л—О

2°. Если система [Мп'Р) (г)}о неполное простран стае ЕР(С+)Г 
т. е.

£ (1 -|Ф(г.։)Г )< со, (4.1)
л—О ,

то ее замыкание в £р(С^) совпадает, с пространством Ер{& > 
(гя)о).

Доказательство. Сначала предположим, что выполнено 
условие (4.1). Вспомним включение (4.5) и докажем, что тогда систе­
ма \Мп'р) (г)}՞ полна в пространстве Д, (6 Г; (£.,]о). В силу теоремы 
Хана—Банаха для этого достаточно доказать, что если Л*—ограни­
ченный линейный функционал, заданный на пространстве ЕР(С+) и 
обращающийся в нуль на системе [Ми‘р} (г)}”> то /■* обращается в 
нуль на всех функциях пространства Ер (С ; [г„]”).

Пусть 1/р + 1/д = 1 и (г) £ Ед (С ), 8՜ (со) =0 — функция, по 
рождающая функционал Р9 (см. лемму 2.5). Тогда равенства

Г’(М1/’)(2)) = 0 (п-= 0,1,2,•••) . (4.8)

можно переписать следующим образом:

| М™р\1) 8- (0 л = 0 (п = 0,1, 2, • • •). (4.9}

Г

С учетом (1.5) отсюда на основании следствия 3.1 теоремы Би лем­
мы 1.1 заключаем, что функциия (г) обращаются в нуль на после­
довательности {2л|”. При этом, если со входит и последовательпость 
|?л)и с кратностью тпс) то функция 8 (г) имеет в точке г— со нуль 
кратности Ши, 1. Поэтому в силу теоремы Г\ функция 
/В (г) принадлежит классу Ед (С ) и обращается в нуль в точке 
г= со. С другой стороны, если / (г)^Ер(С\ (г,.)?), то в силу лем­
мы 2.4 /■(/) В (() является граничной функцией представителя класса 
ЕР(С ), обращающегося в нуль в точке 2= со. Следовательно, про­
изведение

/(0^"(0 = (/(0^“(Ои֊(Н/ГГ (0), п. в 
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является граничной функцией представителя класса Ei(G~), имеюще­
го в точке z — co нуль, по крайней мере, второго порядка. Поэтому՜ 
в силу леммы 2.4 будем иметь

F* (/) = J/ (О Г (О dt = О, V/ (г) е Ер (G4՜; (2л)о’)։ 

г

так что при условии (4.1) система (z)}o полна в пространстве 
EP(G\ {z„}0").

Далее, заметим, что при условии (4.1) функция /։(я) = (я— Со)—\ 
Со£ G~/{zn}o, принадлежит пространству EP(G՝') но не принадлежит 
EP(G ; {z.,}J). Следовательно, условие (4.7) необходимо для полноты 
системы {Mn!p} (z)}? в пространстве Е-, (G+).

Наконец, предположим, что выполнено условие (4.7). Пусть функцио­
нал Л* £ (Ер (Gr ))* обращается в пуль на функциях системы (z))o , 
а g~(z) С Е, (со) — 0—функция, порождающая функционал Е*
согласно лемме 2.5. Тогда в силу следствия 3.1, теоремы Б и леммы 
1.1 функция g~(z) обращается в нуль па последовательности {гл}" 
Отсюда на основании теоремы Га заключаем, что g~(z) = 0, z£G~, и 
поэтому /** —тривиальный функционал. Следовательно, в силу теоре­
мы Хана—Банаха при условии (4.7) система {Zu« р) (я)}? полна в про­
странстве Ep(G'r).

4.3. Предположим теперь, что 1 < р < со и последовательность 
(z„}“ удовлетворяет условию (4.1). Пусть f (z՝)^Ep(G+՝, {Хд}?). Тогда 
функция /(г) принадлежит пространству EP(G^), поэтому она голо­
морфна в области G՜1՜. Кроме того, / (։) имеет некасательные гранич­
ные значения (изнутри Gh) f (t) почти всюду на Г; это будем запи­
сывать так:

. Ilm
G+^z^tf(z)=f(t), п. в. 

<
С другой стороны, в силу второго из условий (4.4) и леммы 2.4 
g(t) =■/(*) E~(t), п. в.—это граничная функция представителя. 
g (х) класса EP(G~), причем g(=o)=Q. Поэтому

lim
Gr^z- ts(^=f(t)E-(t), п. в.,

и поскольку |B-(Z)| = 1, п. в., то 
lim

б'՜ Э z ֊> t(g (г)1ВГ (։)} = f (/), f £ Г п. в.,

причем очевидно, что функция g(z)/B“(z) голоморфна в G՜. Таким 
образом, каждая функция f(z)^Ep(G+; Un}”) прииадлджит классу 
Ер (G ), допускает мероморфное псевдопродолжение f (z) в область G~ ՛ 
в том смысле, что
4-55



1

>498 К. Г. Казарян. В. М. Мартиросян

ft_ Hm
-* t f(z)=f(t)= G~^z t f (*)• П. в., (4.10)

причем функция f(z)B~(z), x£G՜, принадлежит классу Ер((Г)и об­
ращается в нуль при z = oo. Легко видеть, что, обратно, если функ­
ция f (z) удовлетворяет указанным условиям, то она принадлежит 

, классу EP(G'; {z„}oe) (см. (1.5) и теорему Б). Следовательно, можно 
дать следующее эквивалентное определение класса EP(G ; {z„})o.

Определение 4.1. Пусть 1 < р < °° и Г - карлесоновская 
кривая, последовательность |x«)o ^G удовлетворяет условию 
(4.1). Тогда Ер(G+; {z„}?) — это класс функций f(z), определенных 
на множестве С/А (f), где А (f)^V — зависящее от f(z) множество 
нулевой лебеговой меры, и удовлетворяющих следующим условиям:

а) /(z)6£p(G+); б) /(z)B-(z)€£p(G^) “ /(°°) £"(“>) = 0,•
в) выполняются соотношения (4.10).

Отметим, что такие классы функций рассматривались впервые в 
работах [1—4].

Лемма 4.3. Пусть Х^Р^02՛ Г — карлесоновская кривая и 
.последовательность [z,)“cG' удовлетворяет условию (4.1). Пусть 
Ас G~—замыкание множества точек последовательности {zn}". 
Тогда

1°. Каждая функция f (z)£EP(G+; {z»}o) допускает аналити- 
■ чес ное продолжение в область С/&.

2°. Если последовательность {ft (*)}Гс£р (Gr; {хя}о ) сходится 
по норме |-; Г|р, то она сходится равномерно на любом компакте 
КсС/А.

Доказательство этого предложения опускаем, так как оно анало- 
. гично доказательству теоремы 3.4 из работы [26].

§ 5. Базисные разложения в ряды по системам 
Фабера—Д ж рбашяна

Сформулируем основной результат данной работы.
Теорема 5.1. Пусть 1^р<ос, Г—карлесоновская кривая

• и {*»}о CG — произвольная последовательность. Тогда:
1°. При условии

£ (1-|ф(<я)|-') = оо (5։1)
»—о

• система функций (Л/1 'р>(г)1о является базисом (при р =■ 2 — бази­
сом Расса) пространства EP(G+), и любая Функция / (z)£Ep(G^) 
.разлагается в ряд

JM- S c„ (f) mW» (z) 
л—0

(5.2)
( М/) = — (7(0х£։/₽) (<)Л 
\ л, J
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сходящийся (при р — 2 безусловно) к / (е) по норме; [•; Г!„ и рав­
номерно на любом компакте Кс.С*\

2՞. При условии

Ё (1-|ф(-л)Г1) < °° (5.3)
л=о

система функций /Ил/₽>(г)" является базисом (при р=2— бази­
сом Расса) пространства ЕР(СГ; (гл]о*)/ и любая Функция /(г)Ь; 
^Ер(в+; (гг.]”) разлагается е ряд (5.2), ^сходящийся (при р = 2 
безусловно) к /(г) по норме Д-; Г]Р и равномерно на любом компакте 
КсеС/Л., где А—замыкание множества точек последовательности 
{^.

Доказательство. С каждой функцией #(0££р(Г) ассоции­
руем ряд

1?(0~ Ё ся(/) МВД(0 /Сп(Я) = -1- С 8(1) 7^(()с11\ (5.4)-
л-0 X 2 7^1 J /

г
и определим последовательности линейных операторов (5* (г; #))о, 
положив

^(г;8)=^сп(8)М^(г). (5.5)
л—О

Докажем следующее утверждение.
Лемма 5.1. Пусть 1<Ср<^°° и Г — карлесоновская кривая.

Тогда для любой функции 8(() £ ЕР(Г) справедливы. оценки
|5*(С 3)> Г\Р<В\8; Г|р (£ = 0, 1, 2,-..), (5.6)

где константа В£>0) не зависит от к и 8(().

До к азате льство. Положим
/7(«’) = ^[т’(»)][9/(»)]։/р» = (5.7)՝

и заметим, что

!^(«)1 |Л»| = к; Пр. (5.8) .
1®!=։

Далее имеем

сМ=~. Г я (О Ф-([ф(0)) (Ф'(ОГ։/Р [Ф (/)])"1 Ф' (ОЛ«

г
1 р _____ 1 г ______

= -—. ։ 5(<») <р„ (ш) то՜’Ло — — Р(ю) <ря (то)|«/то|, 
2 14 յ 2 к

|о>1=1 1®|— ।

то есть

сл (й)=-<(5), где с*(Г)=^- [ ^(то) <рл (то) |</то[. (5.9) >
2 у
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Таким образом, в силу леммы 3.1

&<.;«)= — С | у;«: (Л |ф «и ~ • ««с+- 
2 и I Л-о 1 Г — ։

Отсюда на основании леммы 2.3 и теоремы Д заключаем, 

[зд ,): Г|,<>ч£ с;(Г)«ря[Ф(/)][Ф'(0]1/Р; г], 
л-о !р

где константа А (0) не зависит от к и g (!)• Однако 
|> 1'р

у с;(^)<рЛ[Ф(/)]|Ф/(п]1'р; п = 
.=0 Р

= Г X <(/Э ?-(«»)

что

-поэтому (5.Л) можно переписать в виде

|5. («; ^); Пр < Л ш; Г)|'

где

(5.10)

(5.П)

(5.12)

(5.13)

Теперь воспользуемся следующей формулой М. М. Джрбашяна [3] 
для представления ядра Коши: для любых значений ш и г

—1_ = £ да <Р. (х) + Д>^(«»Да+1(х) {к > 0)> (5 14)
1 — то г ■֊• 1 — а> г

■ где

А+։(х)- (5.15)
л=01 — я«։ ®л

Положив ал = 1/Ф(гя), из (5.14) получим при |ж| 1
2֊ [ о + Г МЕЙЩ
2п и 1 = = X 2« 1 1— ид

|»|-1 |®|-1

Отсюда в силу известного результата М. Рисса о проектировании из
/-р(|ш|“=1) в Нр (см., напр., [22], с. 117) приходим к оценке

|5* (ш; ^)|Р |4«Кс J |Г(то)|р |</ш|, (5.16)

|®|-1 |»|-1

где константа с(>0) не зависит от к и /■ (ш). Наконец, из (5.8), 
՛ (5.12) и (5.16) вытекает (5.6).

Нам понадобится еще одна лемма.
Лемма 5.2. Пусть Г — карлесоновсхая кривая. Если ц0, •••, р*

• (Л>0)—произвольные комплексные числа и
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&(*)==£ (5.17)
л=0

.то имеют место оценки

2 « X 1»Ч’ < |0*; ГН < В £ |Ив|\ (5.18)
л—и м—0

где константа 2?(>0) не зависит от |*Ц|•••, и*. 
Доказательство. Положим

Р, (») = (?*(<Ь(ш)] [•/(ш)[1/2, |то|=1, (5.19)

и заметим, что в силу (5.7)—(5.9) будем иметь

I |Р*(<в)|։|л»1—К»»; И’, (5.20)
։•!-։

= С*(РА) =\ Р*(ш)<ь,(ш).<йо| (п =~ 0,-•., к). (5.21)
2« и

Однако из ортонормированности системы {<pn(w)ô* (см. (0.2)) и нера­
венства Бесселя следует, что

i Г ip*(w)?irfœi,

*• к J 
|«1=1

откуда на основании (5.20) и (5.21) получаем первую из оценок (5.18).
Далее заметим, что ввиду (5.5), (5.13), (5.21) и леммы 3.3

5.(*; Q*)-Q. (г), 5* (w; P*) = f ^f„(w), (5.22)
л—0

4L поскольку в силу равенства Парсеваля

— 1՜ |Р* («,),’ Ы’,
л к J я-։0

|»1-1

то в рассматриваемом случае из (5.12) и (5.16) получаем

|&(<; Q.); 
п =0

Отсюда и из (5.22) вытекает вторая из оценок (5.18). Лемма доказана. 
Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 5.1. Имеем: 
а) в силу теоремы 4-1 и леммы 3.3 при условии (5,1) система 

{Л#'1"” (*)}о~ полна и минимальна в пространстве EP(G+), а при усло­
вии (5.3) эта система полна и минимальна в пространстве EP(G^- 
{»я՝“); б) в силу леммы 5.1 как при условии (5.1), так и при условии 
(5.3) выполняются оценки (5.6). Отсюда на основании известного ре­
зультата о базисах и банаховых пространствах (см., напр., [25], с. 19) 
заключаем, что при условии (5.1) система (Л/л(ж) ]о* является бази- 
зисом пространства EP(G'՜), а при условии (5.3) эта система являет­
ся базисом пространства EP(G+; {zn}Ô).
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С другой стороны, при р = 2 имеем следующее: а) при условии 
(5.1) система \М^т (*))? полна в гильбертовом пространстве £՜։((7*), 
а при условии (5.3) эта система полна в гильбертовом пространстве 
Et(G+; {гЛ}"); б) в силу леммы 5.2 как при условии (5.1), так и при 
условии (5.3) имеют место оценки (5.18). Отсюда на основании другого 
известного результата — о базисах Рисса в гильбертовых простран­
ствах (см., яапр., [27]. с. 374) — получаем соответствующие утверж­
дения о базисных свойствах системы {^,։> («)}”•

Из вышедоказанного и леммы 3.3 следует, что при условии (5.1) 
любая функция f{=) < £р (G+). в при условии (5.3) — любая функция 
/(х)££р(бч; {z„{o’)разлагается в ряд (5.2), сходящийся (при р = 2 
безусловно) к /(z) по норме 5'1 Г}р. Наконец, отсюда и нз следствия 
(2.1) и леммы 4.3 вытекают утверждения о природе сходимости ряда 
(5.2) соответственно па компактах Æc:G+(npH условии (5.1)) и на ком­
пактах Кс. С’/Л (при условии (5.3)).
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Կ, Հ. ՂազարյաէՀ Վ. Մ. Ս"արտ|ւրոսյան. ՖաբԼր—Ջրբաշյանի ոացիոնալ ֆունկցիաների 
նամակարրլերի բազիաոբյան նարցերց Վ. Ի. Ամիրնովի տարածություններում և ղրանց 
ենբատարաձուբյուննԼրում (ամփոփում)

Հիմնական արդյունքը կայանում է նրանում, որ եթհ Г-ն մորյյանյան կարլէւսոնյան կոր { 
1<Р<ОО. ապա Ֆարևր—Զրրաջյան/է ։սս111։։&ա1 ֆունկցիաների համակտրդք
հանդիսանում է րազիս (p = 2 դեպքում Ռիսի բաղիս) իր ւիակույթում LpfFJ մետրիկայում։

К. H. KAZARIAN, V, M. MARTIROSIAN. The problems of be.։ telly of tho 
Faber—Djrbashian's ral tonal functions systems tn the V. I, Srr.tr nev spaces 
and their subspaces (summary)

The main result is that if Г is the jordan's and rarleson's curve and if 
1-Հ/><օօ, the Faber—Djrbashian.o system of rational fanctions {(я)) J is thé 
basis (when p — 2 the Riosz basis) in his closure in £р(Г).
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