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О СГУЩАЕМЫХ ПРОЦЕССАХ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Операция сгущения точечных процессов является обращением 
известной операции их независимого прореживания с постоянной ве- 
роятностьчо р выбрасывания каждой точки (см. [1], [2]). Операция сгу
щения зависит от параметра с > 1 (коэффициента сгущения). В отли
чие от операции прореживания, которая определена для всех 
и для всех точечных процессов, операция сгущения возможна не всег
да. Представляет интерес задача о нахождении наибольшего коэффи
циента сгущения для данного точечного процесса. На эту тему имеет
ся мало публикаций. В [2], [3] рассматривался вопрос бесконечной 
сгущаемости процессов восстановления. В [4] дан общий критерий 
2-сгущаемости в терминах распределения Пальма, получены условия 
2-сгущаемости гиббсовских процессов с парным потенциалом.

В [4], в качестве примера, рассматривалось одно семейство Р, 
гиббсовских процессов восстановления на прямой. В замечании Г. С. 
Сукиасяна к [4] приведено независимое доказательство 2-сгущаемости 
процессов из Ра, основанное на свойствах знакочередующихся рядов. 
Настоящая заметка является развитием этого замечания. Здесь най
дено наибольшее значение с (а) коэффициента сгущения для процес
сов из Р,.

Определение (см. [4]). Случайный точечный процесс Р* в /?„ 
называется с-сгущаемым, с^>1, если Р* можно получить из какого- 
нибудь точечного процесса Р операцией независимого 1/с-прорежи- 
вания.

Под независимым 9-прореживанием, в д 1 понимаем такое 
случайное преобразование

Ей-Ей*
реализаций точечного процесса, для которого Ей* 5 Ей и для разных 
точек х, у из Ей события х £ Ей* и у £ Ей* независимы и их вероят
ности равны д.

Пусть Р—стационарный точечный процесс восстановления на 
прямой, и пусть у Р существует плотность распределения г (и) рас
стояния между соседними точками, называемая в дальнейшем опреде
ляющей плотностью. При независимом д-прореживании процееса Р 
получается (см. [4]) вновь стационарный процесс восстановления Р* 
со следующей определяющей плотностью:
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Г*(м)=<? £ р* ’И4> (и),
4-1

Где р — 1 -- Я, г'к) ~ &-тая свертка плотности г (и).
Перейдя к преобразованиям Лапласа

получим

е ~ти г (и) ди, £♦ е ю" г*(и) ди,

1 — рЬ

/- (ЗД) =----- - —--------
(ад)

Отсюда 
.г

то соответствует следующему соотношению между плотностями: 
£ (--£-? 7'%). (2)

<7 4-1 \ Ч /
Итак, если процесс восстановлении Р* является 1/<7֊сгущаемым, 

то. знакочередующийся ряд (2) обязательно имеет свойства плотности 
распределения:

а) г (и) О,
г (и) ди =~ 1. 
г ’ С.

Теперь пусть дан процесс восстановления Р* с определяющей 
плотностью г* (и) и пусть ряд (2) имеет свойства а) и б). В силу 
единственности преобразования Лапласа нетрудно убедиться, что 
после ^-прореживания процесса восстановления с определяющей плот
ностью г (и) получается процесс Р*. Отсюда следует

Утверждение 1. Для того, чтобы процесс восстановления Р* 
с определяющей плотностью г* (и) был 1/у-сгущаемым, необходимо и 
достаточно, чтобы ряд (2) имел свойства а) и б).

Рассмотрим теперь на прямой т. н. процесс непересекающихся 
невзаимодействующих интервалов единичной длины (см. [5]). Его мож
но эквивалентно определить, как процесс восстановления Р* с опре
деляющей плотностью, равной 

(3)

где а — положительный параметр.
Соответствующая свертка имеет вид

/ (и) == (и - Ь)к+1 —е- <“֊*), к =2, 3, • • •,
(Л—1)1

здесь

{х, если х^>0, 
О, если х < 0.
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Наша цель — выяснить для кахих а и у процесс Р* является 
1/д-сгущаеиым, Из (2) и (3) имеем

,-(։֊*)

- _1 ве- с-« £ /_ р_ ве-у 1 )*. (*!)֊’, ц > 1. (4)
Ч »֊.о \ 9 /

Оказывается, что ряды, фигурирующие в (4), возникают при ре
шении дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 
(см. [4]). Непосредственной подстановкой легко убедиться, что реше
нием уравнения

֊֊(-) -֊^(/֊1), #>1

(5) 
£(/) = !,

является знакочередующийся ряд

В силу (4) отсюда следует

г(и) = - е-“/Ги» ֊(6) 
Р \ Ч /

где
/(О)=֊^)=Г1:(/-1)’ #>1 

Л I О, # < 1.
Лемма 1. (см. [6]); Уравнение (5) имеет неотрицательное 

решение тогда и только тогда, когда Ь в՜1.
Из леммы 1 и равенства (б) заключаем
Утверждение 2. Ряд (2), состав ленный для плотности (3), 

неотрицателен тогда и только тогда, когда выполнено неравен
ство

рае’<^де~\ (7)
Отметим, что если 6<^е՜’, то /(<, Ь) как функция от I являет

ся плотностью распределения. Точечный процесс восстановления с 
определяющей плотностью равной [ рассматривался в [4] и [7].

Рассмотрим теперь условие б). Так как г* (и) является плотностью 
распределения, то £*(0) = 1. В силу (1), для выпллнения условия б) 
достаточно, чтобы область аналитичности функции А (та) включала бы 
мнимую ось (т. е. чтобы можно было в (1) подставить та = 0)- Для 
этого достаточно, чтобы знаменатель д-}-р£*(та) имел нули только в 
левой полуплоскости.

В нашем случае, когда г* (и) задается по (3), имеем

£*(«,) = «е_
»4֊ я>
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С помощью (1) находим
г z ч “в՜”£(«>) = ;—гз—~з՜ ՛q (w-f- я) -f- ре *я

Приравнивая знаменатель нулю и обозначая w=x + iy, получаем 
q (х + я) 4- лре~х со» у = О, 
qy — vpe~x sin у — 0.

Найдем при каких я все решения этой системы удовлетворяют усло
вию х<0. Если у —0, то из первого уравнения для всех я^>0 имеем.

х — — я — я — е~х <Z 0.
4

„ 1 /ря sin u\Пусть у У=0. Из второго уравнения системы получаем х = Ini ------- -  )•
\ 4 У / 

Условие х<10 выполнено, если
/»* si£!f с । 

4 У
Но для всех у 0 имеет место у՜1 sin у < 1. Следовательно, для 

выполнения условия б) достаточно, чтобы Н» если спра
ведливо f7), то

a.pq < е՜*՜’ < 1,
т. е. (7) является достаточным условием как для неотрицательности 
г(и), так и для равенства единице интегралаJ г (u) du. Итак, мы получили 

Утверждение 3. Пусть Р -процесс восстановления с опре
деляющей плотностью, задаваемой по формуле (3). Точечный про
цесс Р* является Х/ц-сгущаемым тогда и только тогда, когда 
выполнено неравенство (7).
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