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ЛИНЕЙНЫЕ ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА С ОСОБЕННОСТЬЮ 

В КЛАССЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

р
Пусть D — единичный круг |z| 1 на комплексной плоскости

z = x+iy, Г — единичная окружность. Обозначим через B(D) класс 
функций, аналитических в области D и непрерывных в замкнутом 
круге D+Г. Введем в классе B(D) норму: если <₽(։)££>, то 
«|== шах |f (z)|. Этим класс B(D) становится банаховым пространством.

*ег
Обозначим через В1 (D) подпространство пространства В (т), эле­

менты которого удовлетворяют условию <р (0) =*= 0.
В пространстве В (D) рассмотрим линейное обыкновенное диф­

ференциальное уравнение высшего порядка вида:
z"f։‘)(z) + a(z)?(a(z))=/(z), z^D, (1)

где <p(z) — искомое решение, a(z) и /(z)—заданные функции из B{D) 
a a(z) — из Предполагается также, что |«(z)|<l, п и к — про­
извольные целые, положительные числа, а (0) =f= 0.

Уравнение (1) при / = 0 будем называть однородным. Уравнение 
(1) при и = £=1 и a (г) =» const рассмотрено в работе [1]. Уравнение 
(1) используется для эффективного решения задач для эллиптических 
уравнений в классических областях (окружность, эллипс, полуплос­
кость). В конце приведем один пример применения уравнения (1).

§ 1. Исследование уравнения (1)

1. Рассмотрим случай, когда в уравнении (1) пк и функция 
a(z) в точке z = 0 имеет нуль порядка I, 1^֊1, т. е. функцию a(z) 
можно представить в виде

«Ф-ЛМ, />1. (2)
где aj (z) — некоторая аналитическая функция в D, причем at (z) =/= 0.

В этом параграфе линейная зависимость или независимость ре­
шений однородного уравнения (1) понимается в поле комплексных 
чисел,

Теорема 1. Если п<^к или п=к и 1> 2, то однородное 
уравнение (1) имеет х, линейно-независимых решений, а для раз­
решимости соответствующего неоднородного уравнения необходи­
мо и достаточно выполнения х] линейно-независимых условий орто­
гональности вида
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-0, у—1,2, -(3>
?=•

где Cij— вполне определенные'комплексные постоянные, не зависящие 
от f(z), и X, и », выражаются формулами

\lk-n | , fn(Z-1) /4Ч’/■=1—7— и *1= ֊H---- - ’ <4>՝
L 1 J I ‘

/ к—п означает целую часть ——— •

Доказательство. Пусть п к, 1^-1. Представим решение у (ж)

I к — п
I

где выражение

следу ищем виде
<Р(ж)^Ф(ж) + РА_1(ж), (5)

где (г) — некоторая аналитическая функция в |ж|<^1, удовлетво­
ряющая условиям

>Г‘'>(0) = 0, у=0, I,--, к-1, (6)

а Рк-х (ж) — полином вида
Р*_։(») = с։ + с1х-|------- 1-С4-1Х*՜1, (7>-

Со» с։ • • •, с*-։ — комплнксные постоянные.
Учитывая представление <р (*) в (5), уравнение (1) примет сле­

дующий вид

ж" ’Р(‘) (ж) ■+ а (ж) 'Г (« (ж)) - /(>) - а (ж) Р*_։ (а (ж». (8>-

Рассмотрим сначала однородное уравнение, т. е. /(ж) = О,

ж- ф,4> (ж) + а (ж) чг (И (ж)) - - а (ж) Л֊։ (а (ж)). (9)

Так как левая часть уравнения (9) в точке ж = 0 имеет нуль порядка 
п, то его правая часть в втой точке также должна иметь ноль по­
рядка не менее я, т. е.

֊ а (ж) P*֊i (а (ж)) = ж" 2 (ж), (Ю)‘
где 2 (ж)— некоторая функция из В {О). С учетом (2), выражение (10) 
запишем в виде

— coa(z) ~с։о (zjx'a, (z) — с2а (ж) z2' а’ (ж)---------- (11)
— сА-1 а(г)ж,(*-1’а*-1 (ж) = ж" 2 (ж). (11)-

Так как а(0)=/=0, то левая часть равенсод». (11) имеет ноль порядка 
не меньше я, тогда и только тогда, когда С] = 0 для всех индексов 
/, удовлетворяющих условиям у? < я. Последний будет тот номер, ко­
торый удовлетворяет условию

y0Z<n и (у’о + 1) 1 > п. (12)

Остальные х։=»"Л:—ув— 1 значения С/,+ь Сд+а,•••, с*-։ выбираются, 
произвольным образом. В силу неравенств (12) число опреде­
ляется формулой
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[ 1к—п 1 
’’I / Г

Пусть полином выбирается таким образом. Тогда функция
а(х) Р»_։(а(г)) представляется в виде (10). Подставляя (10) в (9) и 
разделив обе части ва х", получим

Фг*> и) +-а(ж)х-"Т(а(д)) = 2(г). (13)
Обозначим 

=«(«). (И)
где и>(х)—некоторая аналитическая функция в £), тогда

К
ФО)»[(«֊О*՜1 •(*)<*. (15)

1/1 •/

Подставляя значения функций ЧГ(*’ (я) и ЧТ (я) (14) и (15) в (13), пос­
ле некоторой перегруппировки членов, уравнение (13) приведем к 
виду

« (х)—2 (х) + Л?(ш(х)), (16)
где

«(*)
*(<-» (*)) - а (я) х- I (а (*) - ?)*”’ • (0 Л. 

о

Покажем, что уравнение (16) можно решить методом последова­
тельных приближений, т. е. ряд Неймана

«(д)-2(я) + ЛГ(2(*)) + Л’(2и))+••• + Х'(2(х))+-- (17)

сходится равномерно в области £)(/к (2(х)))— применение оператора- 
К на 2(х) в /-раз). Оценим значения К՛ (2(г)). Если для некоторой 
аналитяческой функции и» (х) имеет место неравенство |ш (х)| < с |я|'՜՛ 
то легко показать, что

|ДГ(.(х))|<ф|^!^- (18)

В силу того, что |2(х)| < |2(, из неравенства (18) имеем
|Л’(а(х))|<|0|И.|х|, 6(х)-а(х)х-. (19)

Для № (2 (х)) имеем

(«))1-1 (х)))| < |2||бг .

Продолжая аналогично, получим

|К'(2(х))К|2||Ы'^-- (20)

Согласно теореме Вейерштраса ряд (17) равномерно сходится в ,О-|-Г. 
Следовательно функция <о(х), определяемая формулой (17), является 

’решением уравнения (16)- Причем это решение единственное, т. е. 
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однородное уравнение имеет (2(г) = 0) только нулевое решение. 
Следовательно общее решение однородного уравнения (1) опреде­
ляется формулой (5), где в полиноме (7) входит х։ произвольных 
постоянных, а Ф (г) определяется формулами (15) и (17). (Ясно, что 
'К (г) удовлетворяет условиям (б)). Из вида общего решения однород­
ного уравнения (1) непосредственно следует, что однородное ’уравне­
ние (1) имеет ровно «։ линейно-независимых решений.

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (8). Аналогично (9) 
можно сказать, что для разрешимости уравнения (8) необходимо вы­
полнения следующих условий:

(/(х) — а(х)Р*-1 (։(х)))0,|,=о = 0, у =0, 1,-• п—1. (21)

Подставляя значение 1(®(х)) из (б) в (21), получим систему 
алгебраических уравнений относительно коэффициентов с;(у =0, !»•••, 
к— 1), для разрешимости которой необходимо и достаточно выпол­
нения х' линейно-независимых условий ортогональности вида (3). 
Пусть выполнены эти условия. Тогда из системы алгебраических урав­
нений определим полином Рц-1 (с), а функцию / (г) — а(х) Р*_։ (а (х) 
представим в виде

/(:) — а (г) Рк-\ (а (г)) -=х" 2 (х).
Аналогично однородному уравнению можно 'показать, что уравнение 
(8) относительно Чг (г) всегда разрешимо. Часть теоремы доказана, 
при п к. Случай, когда п <. к и I 2 доказывается аналогично.

2. Пусть в уравнении (1) п<=к. Тогда справедлива следующая

Теорема 2. Если в уравнении (1) п = к и ао(О)=£О, то для 
его однозначной, разрешимости, при произвольной аналитической, 
функции /(х), необходимо и достаточно выполнения следующих 
условий:

Ту#=0. У“5*. £ + 1. к + 2,---, (22)
։де

а(0) (а' (0)/, при у — 0, !,-••, к-— 1,

. 1 4- а (0) ֊^—, у = к, к + 1, • --, 01 = 1.

Доказательство. Обозначим

Т՝*>(х) = ЧГ(х), (24)
тогда

Ж
? & = /Т-Чп I ф л + р*֊։ (г)> 

(к — 1)1 
о

Р»_1(х) — некоторый полином, имеющий вид (7). С учетом этих обо­
значений уравнение (1) примет следующий вид 
5-356
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• (*)
+ а(х— Г (<*(*) —Е)‘"‘ ЧГ(5)</։ + а(*)Р._1(։(*))-/(Д (25) 

(к —1)1 J
О

Представим аналитическую функцию Ф (>) в виде
(я) “</„(-) 4-^’оф). (26)

Чт (z)--некоторый полином вида

Чт (*) “ с* + с*+1 « + "•+ с*+«. *т՛ <27>

ct — неизвестные комплексные постоянные (у = к, к 4՜ 1, • • •, к ! т), 
ш (z) _ некоторая аналитическая функция, z£D, т — достато »но боль­
шое целое неотрицательное число.

Подставляя значение (26) в (25), после небольшой перегруппи­
ровки уравнение приведем к виду

z"+*+J ш (z) 4֊
(£-1)1

где

J (a(z) - Q*՜1 Г ° ш (5) * = Q (£), (28),

fi(z) = /(։) ֊ a(z)P*-i (a(z)) —z* <7m(z) — 

(«W ֊։)*"՛ ?.(։> Л. 
(к — 1)1 J

В силу того, что а(0) = 0, точка н = 0 является нулем крат­
ности не ниже к 4՜ т 4֊ 1 для левой части (28), следовательно она 
также является нулем той же кратности и для правой части уравне­
ния (28), т. е.

2(/)(0) 
■ । =0, / = 0, 1,- • • , к 4֊ т. (29)

После элементарных выкладок, из этих условий получим следующую 
систему алгебраических уравнений относительно коэффициентов с> 
полиномов и дт (г) (/==0, к + т).

/л(0)
+ Ф^со՛ с»’"« 0, !,•••, Л 4-/п), (30)

где коэффициенты определяются формулами (23), а Фу (с0, с։, • • •, су_։) 
известные линейные комбинации из с*(&=0,1,-• •, у— 1). Фо= 0. 
При выполнении условий Ту=/=0, у = 0, £4~т . система (30) имеет 
единственное решение. В силу произвольности числа т, условия (22) 
являются необходимыми для однозначной разрешимости уравнения 
(1) при произвольной функции /(г). Покажем, что эти условия также 
достаточны. Пусть выполнены (22'. Тогда из системы (30) единствен­
ным образом определим полиномы РА_։ (а) и дт (х). Учитывая усло­
вия (29), функцию 2 (а) представим в виде
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2(я)-г"**+։ □„(,).

где (ж)—вполне определенная функция из В (О). Подставляя вто 
значение 2 (г) в (28) и разделив обе части (28) на вж,+*+։, уравнение 
(28) приведем к следующему виду:

«(*)-= С, (г) 4- Л (ш(х)), (31>

• (։)

W*))-- г2“?*՜*՜"՜’ f (=(')- ■Ч‘-1;я+։<»(

где

;)
(32). 

Покажем, что при достаточно больших значения т имеет место сле­
дующее неравенство:

|^('°(^))| < q max |ш(5)|, 0<9<1. (33),
СлЛаг ' '

Действительно

К(» (•))! =
(л—1)1 .1

(<)Г+4+1
max |ш ($)| 

tfO + Г_______
(1-1)1 (m+2)

Л(։) = а(г)/х.

Ясно, что при достаточно больших значениях т имеет место нера­
венство (33). Согласно принципу сжатых отображений уравнение (31) 
имеет единственное решение. Следовательно, условия (22) -являются 
также достаточными для однозначной разрешимости уравнения (1) 
при произвольной /(ж) и п>»1. Теорема доказана.

Пусть для некоторого целого неотрицательного значения / = / 
условие (22) нарушается, т. е. имеет место

Ъ. = °- (34)

В этом случае имеет место следующая
Теорема 3. Если <*' (0) =/= О, а(0)^=0и условие (22) нару­

шается для некоторого ]՛ = /0. то однородное уравнение (1) при 
п=*к имеет одно линейно-независимое решение, а для 1 разреши­
мости соответствующего неоднородного уравнения необходимо и 
достаточно выполнения одного условия вида

co/(O)+c։ f (0) + - - - + с,._ j/'՛՜1’(0) +/л> (0) = 0, (35}

где cj(i=0, /о~1) вполне определенные постоянные, не зивися- 
щие от /(я).

Доазательство. Пусть то есть

у»1
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Согласно лемме Шварца |։' (О); < 1, поэтому для остальных зна­
чений имеет место увловие (22). В этом случае уравнение (1) 
приводится к виду (25) и решается аналогичным образом. В системе 
уравнений (ЗЭ) первые /0 уравнений решаются однозначно относитель­
но с0, с։,---. с/,— 1. Подставляя эти значения в (/0+-1)-ое уравнение, 
получим условие разрешимости для неоднородного уравнения (1)вида 
(35). Значение с/, выбирается произвольным образом. Остальные зна­
чения с/. 4-1, с/„>+2, --, с» + т определяются однозначным образом из 
системы (30). Следовательно полином дп (г) содержит одну произволь­
ную постоянную с/, (причем коэффициент при хл-* равен с,.). Далее 
уравнение (1) приводится к виду (31) и аналогично доказывается его 
однозначная разрешимость относительно ш(г).

3. Рассмотрим случай, когда в уравнении (1) п~>к и а(0)У=0. 
в'(0)^»0. Тогда для уравнения (1) справедлива следующая

Теорема 4. Если п';к, а (0) ф 0, с'(0) =/= 0, то однородное 
уравнение (1) ие имеет нетривиальных решений, а для разреши­
мости неоднородного уравнения (1) необходимы и достаточны вы­
полнения п— к условий разрешимости вида

/0) ՝р/(0^ = °> У = 1. 2,п— к, (36)
1»1-1

где 'Р/ С=) — некоторые линейно-независимые аналитические функции 
вне единичного круга и 'ГДсо) = 0.

Доказательство. Допустим однородное уравнение (1) имеет 
нетривиальное решение <р (л) и точка с = 0 является ш-кратным нулем 
этого решения.

Из уравнения (1) имеем 

а (л) ? (а (л)) = — г"^к,(з). (37)

Так как а({0) 0, ։(0) = 0, ։'(0)=У=0, то точка г == 0 является
т-кратным нулем левой части (37) и Л^-кратным нулем левой части 
(37), где М^п + т — к. Из равенства (37) следует, что т = !У. По­
этому т п 4- т — к или к п, которое противоречит условию тео­
ремы. Следовательно однородное уравнение (1) имеет только три­
виальное решение, т. е. х։ = 0. В работе (2] доказано, что —к=4—п. 
Так как >4=0, то отсюда получим = п — к. В той же работе дока­
зано, что эти условия разрешимости имеют вид (36).

§ 2. Краевые задача со сдвигом для уравнения 
Лапласа в единичном круге

Пусть О— единичный круг |а| < 1, Г — его граница. Рассмотрим 
•следующую задачу:

Задача А. Наити в области О вещественное решение уравнения 
Лапласа

<1’и Фи
дх՛1 ду2 (38)
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удовлетворяющее граничному условию

^“•4 аа (а (-))=!* (^), Я 6 Г, (39).
Очп

где г—х-\-<у, а- действительная постоянная ат=0, |х(с) —задан­
ная вещзстз энная функция на Г, а (г) — аналитична в области 

£), а (а) =5 0, я (0)= 0 и |а (г)| < 1 при = £ Г) {-Г, — — производная по 
дч

внешней нормали к Г в точке г^Г. Если и =0. то задача А будет 
называться однородной.

Известно, что решение и (г) уравнения (38) представляется в 
ниде

м(г)==Ке р (г), (40)
где <? (г)— аналитична в О и

!шр(0)=0. (41)՛
Причем представление (40) осуществляется единственным образом.. 
Подставляя и (а) из (40) в (39), получим

Ие [г" ?"(г) + а? (« (я))] — Н (-)» «£Г. (42)>
Следовательно задача А эквивалентна нахождению ’аналитической 
функции с краевым условием (41) —(42). Пусаь к0 число липейзо-неза- 
висимых решений однородной задачи А, а ко — число условий разре­
шимости неоднородной задачи А. Обозначим т0 и т'и соответственно՛ 
эти числа для задачи (41), (4'2).

Отметим, что здесь мы линейную независимость понимаем в по­
ле действительных чисел, а условие разрешимости берется в виде

К0«'։(<)л»о (1=1, 2,--, ко), 
г

где Ч'։ (/),•• -, 4' , (/) — линейно-независимые вещественные функции՛ 
*о

на Г.
В работе [3] доказано, что индекс задачи (41), (42) равен нулю,. 

т0 — т0. Следовательно из эквивалентности задач А и (41 );. 
(42) следует, что

ко — ко = то- (43)
Так как г" р" (я) + ар (г (а)) аналитична в области £>, то из гранич­
ного условия ;42) эта функция определяется по формуле Шварца

л" р" (г) 4֊ ар (а (г)) = Ф (г) 4֊ ։с, (44);
где

. ։»
Ф (ь) “ — 1* (* (0 ——- <16 , / = е/։,.

2 тс 3 I — г 
о

с — произвольная действительная постоянная.
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Подставляя в (43) г 0 и приравнивая мнимые части, получим 
(С։=0 Здесь мы использовали условия (41). |Поэтому равенство (44) 
примет вид

хя<р"(г) + а?(а(2)) в ф (г)> (45)
Подставляя в (45) 2 = 0, получим,

<р(0) = — Ф(0). (46)
а

Так как Ф (0) —- взщеттвенное число, то из (46) следует, что любое 
рзшение уравнения (45) удовлегворают условию (41). Следовательно 
задача (38)—(39) эквивалентна уравнению (45) и в клессе аналитиче­
ских функций, которая исследована в § 1.

Пусть ч>1 (г), ?1(я),-*։, ?։, (г) —полная система лииейяо-независи- 
мых решений однородного уравнения (45) в поле комплексных чисел 
Тогда (*)»''•« "РхЛ2)՛ ։'?1 (*)•■■ "• (2) будет полная система ли­
нейно-независимых решений в поле действительных чисел. То есть 
упо = 2х1. Из (42) иымем

т0 = 2 *։• (47)

Обозначим через I кратность нуля и функции я (г), т. е. я(/>(0) — 
= 0 при у — 0, / —1, я(/|(0) у»0. По предположению />■!, при­

меняя теоремы 1 и 2 к уравпенню (45) и имея в виду равенство(47). 
зполучим

Следствие I. Если I > 2, то

к0= 2|..?г~я

Следствие 2. Если I — 1 и

1 +- «(и)------------ ----------- и, у = п, пт I,” ’,
/«

то к0 = Ко = О. Если же /=1 и для некоторого натурального у0 > п 
имеет место равенство

1+а(О)(?.(О))Н/о֊п)! д0 
/о’

то к0 = ко = 1.
Пусть теперь в (39) а 0 и а (г) = 0. Рассмотрим Однородное 

уравнение (45)

։"?’(--) + а? (0) = 0. (48)

Подставляя в (47) г = 0, получим

?(0) = 0. ■ ’ (49)

Следовательно, уравнение {48) примет вид
(։) = 0.



Линейные обыкновенные уравнения 433

Отсюда, имея в виду (49), получим
<р(я) = с։г +------- |-ся_1Хв-։, (50)

где с։,--, ся_1 — произвольные постоянные,
*։ = п - 1, тп — т'о = 2(п — 1). (51)

Теперь рассмотрим неоднородное уравнение (45) при а(г)гв. Под-
Ф (0)ставляя 0. получим ?(0) = —'—. Следовательно, уравнение (45) 

а
примет вид

г” <?' (г) Ф •-» (г) — Ф (0).

Отсюда имеем

Ф{,,(0) = 0 (/= 1, 2,-• п — 1). (52)

Если ати условия выполнены, то

(53>
г"

Ф(0)Интегрируя (51) п раз и имея ввиду, что <р(0) =—— > получим 
а

+ с,г (И)
(п —1)1 7 с а I = I

где с։, с։,•••, с„ -1 — произвольные постоянные.
Пусть теперь а = 0, тогда уравнение (43) примет вид 

я" ф(я) (г) = ф (я) [с.

Отсюда, имея в виду условия 1гаФ(0)=0, получим с«=0,
тп0 —2п + 1, ^0=>^о = 2п + 1. (55)

Получили

Следствие 3. Если а = 0, то к9~ к'9 = 2п 4֊ 1, если же а =/=0, 
а (а) == 0, то

*0= к'0 = 2п — 2.

Таким образом, мы установили, что число линейно-независимых 
решений существенно зависит от сдвига «(х), входящего в граничное 
условие (39).

Մ. Ա. ՏԷԻՐՈՑԱՆ. Եզակիություններով բարձր կարգի գծային ղիֆերենցիալ նավասարումները 
անալիտիկ ֆունկցիաների ղասերում և նրանց կիրառությունը (ամփոփում)։

ներկայացվող հոդվածում ուսումնասիրվում է գծային սովորական դիֆերենցիալ հա­
վասարումները անալիտիկ ֆունկցիաների դասերում եզակիություններով և շեղումներով։ Հոդ­
վածում տրվում է այդպիսի հավասարումների լուծման արդյունավետ մեթոդներ։ Ստացված 
արդյունքները կիրառվում են Էապլասի հավասարման համար շեղումներով եզրային խըն- 
գիրների լուծման համար։
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М. A. ZIROIAN. High order linear ordinary differential equation» with 
eingularlty in a claee of analytic functt ne and their application։ (summary)

In the present paper there are studied ordinary differential equations with a 
shift and a singularity in a class of analytic functions. The effective method of so­
lution such equations is given. The obtained results are used for solving a boundary 
problem with a shift for the Laplace equation.
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