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О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ФУНКЦИЙ, 
ОБРАТНЫХ К МЕРОМОРФНЫМ, НА РИМАНОВОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ

При рассмотрении приближений возможно простыми агрегатами ■ 
функций г = ^(ш), аналитических на римановой поверхности R, интуи
тивно напрашивается следующий подход.

Риманова поверхность R разбивается на листы, и на каждом из 
листов функция приближается, например, обычными полиномами._ 
Мы не знаем результатов, относящихся к такой постановке (хотя она 
близка к классической) и, видимо, дело здесь в том, что вообще го
воря, разбиение наперед заданной римановой поверхности ка листы 
задача необозримая, требующая детального знания этой поверхности. 
Заметим, что если на R имеется особенность т0, алгебраическая или 
трансцендентная, то Нт !/•'(ш)! = оо, так что приближение полиномом 

невозможно на всей листе, имеющем в качестве граничного элемента 
эту особенность ш0. Поэтому, если хотим приблизить /^(ш) полинома
ми, придется из R выбросить некоторые окрестности ее особенностей.

Учитывая эти особенности, поставим задачу следующим образом: 
выделить из R по возможности малое число однолистных областей 
(листов) так, чтобы суммарная площадь этих листов была бы близка 
к площади всей поверхности R, и на каждом из листов приблизить 
/■ (ш) полиномом руу(ш) степени М, где М по’возможности мало. При 
этом малость М указывает на то, что функция ^(ш) относительно 
просто устроена на листе, на котором осуществляется приближение 
полиномом р^(ш).

Рассмотрим эту задачу для функций /г(ш), обратных к меро
морфным в С функциям ш (г), для которых имеем достаточно инфор
мации о проведении указанных выше листов (см. [1]). Напомним, что 
характеристика Л. Альфорса

Л (г) = — 1՜ [ ֊ 1<"'1'

|*!<г
указывает среднее число листов римановой поверхности Гг = [ш(х): 
:|г|-Сг), являющейся ш-образом круга |я|-< г, и что кД (/■)— сфери
ческая площадь поверхности

Следующие два результата, описывающие наиболее интересные 
крайние случаи, являются непосредственными следствиями общей тео-- 
ремы 3.
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Теорема 1. Пусть т (г) — мероморфная в С функция, *>0.  
Тогда из римановой поверхности Гп для каждого г можно выде
лить А (г) таких однолистных областей Иг (г), 7—1, 2,•••, [Л (г)], 
что

{ ’ £Г)' 5(£>, (г)/*Л  (г) [ - 1, г -> оо. г^Е, (1)

где Б (X) — сферическая площадь X, Е — некоторое множество ко
нечной логарифмической меры; и

(»)!<«, »€А(г), 7=1, 2,•••, [Л (г)], (2)

где р$ (ад) — полиномы степени И, где № — /V(г) = о (г։).
Теорема 2. Если нижний порядок функции ад (а) в теореме 

1 больше двух, то теорема 1 справедлива, если в ней неравенство 
(2) заменить следующим-.

^(ад) — р<'’| <։, ад £ Д (г), 7=1, 2, ■ • •, [Л (г)], (3)

где — постоянные, 7—1, 2,•••> Л (г).
Теоремы 1 и 2 показывают, что иа Ег можно выделить [Л (г)] 

„листов“, сумма сферических площадей которых .почти“ совпадают со 
сферической площадью всей поверхности Ег и яа каждом листе /■(«>) 
приближается полиномом степени А^= о(г’) (прибликается постоянной) 
Отметим, что число выделяемых листов (= [А (г))) — оптимальное, в 
силу определения Л (г)—.среднего числа листов“. В общем случае 
имеет место следующая

Теорема 3. Пусть * (г) — произвольная монотонная функция, 
стремящаяся к ֊+֊ оо при г-*<п.  Тогда в теореме 1 в качестве 
М=։М(г) можно взять: 1) либо целое число не меньшее 

либо 0—в зависимости от г; 2) либо целое число, определяемое из 
условия

Л7 +1 . <|>3(Н Г*  
10(/7+2)> «Л(г)

либо 0—в зависимости от I.
Отметим, что первая часть теоремы 3 дает лучшую оценку А/ 

при А (г), имеющих .медленный“ рост; яз нее с учетом того, что ф (г) 
может иметь произвольно медленный рост, следует теорема 1. Вто
рая часть теоремы 3 дает лучшую оценку, когда Л (г) имеет „быст
рый рост"; из нее следует теорема 2.

Перейдем к доказательству теоремы 3. Мы существенно опи
раемся на результаты и конструкцию доказательства следующего 
утверждения ([1], теоремы 1, 2); мы приводим менее точный вариант, 
являющийся непосредственным следствием этого утверждения.

1 еорема А. Пусть ад (г)-1 мероморфная в С функция, <р (г) — 
монотонная функция, стремящаяся к -(֊ оо при г -» со. Тогда для
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любого г а круге |z| г можно выделить Ф(г) областей. Ei(r), 
4 — 1, 2, Ф(г) таких, что ____

I. w (։) — однолистна в Ei(r), ։ = 1, 2, • • •, Ф (г); C\|w(E/(r))| 
состоит из некоторого числа kr^k։(r) односвязных областей 
Лу, у — 1, 2, ki(r), сферический диаметр каждого из которых 
стремится к нулю при г —» оо;

II. Ф(г) = Л(г) + о[ад г - =, Г^Е,
где Е —некоторое множество конечной логарифмической меры՝,

Ф(г) __
III. £ к, (г) <4 Л (г) +о|Л(г)|, г->со, г^Е; 

/ =։
IV. dlam(£<(r)) О (r)rlA  (г), ։«1, 2, - Ф(г).*

Кстати, теорема 2 может быть легко выведена непосредственно из 
теоремы А. Нам понадобятся конструкции областей w(El(r)), которые 
уже приведены в [1], и некоторые их метрические соотношения. Сохра
няя за описываемыми конструкциями те же обозначения, что и в [1], 
будем указывать лишь те свойства, которые нам понадобятся. Обла
сти у вас конструируются на римановой сфере S, и мы пользуемся 
полярными координатами в трехмерном пространстве — (у, 9, р), где 
у — угол в горизонтальной плоскости, 9 — угол в вертикальной плос
кости, р — модуль точки.

В дальнейшем у нас п — четное число (л > 100). Определим 
Г (к) = Г (к, /)■■{? (О» ®(0» Р<01 как кривые (на сфере) со следующи) 
ми параметрическими представлениями:

«р(С-?(*.  0 = + 9(о-9(л, 0-^-;
л4— 1 2 л

р(0-֊֊; Щ-(л-5), л -|-5], /г-о, 1,..., л‘—1; 
ЛЬ

О (г, а) — множество точек сферы, отстоящих от точки а (на сфере 
на сферическом расстоянии г.

( / 9 \ /9 \1
Пусть Г*  (Л)-Г(Л)\Ш—> ~ 0) , Л-0, I,--,

I ■ \ л / \ Л /)
ль—1. Среди этих кривых в [1] выделяются две кривые Г*  (2 т.— 2) 
и Г*(2т. —1), удовлетворяющие определенным соотношениям. Через 
Г' и Г" обозначаются соответственно кривые. Г*̂2/и 0—2 4֊и 

Г*(2то-2+.-|-)-  Кривые Г*  (2 т.-2), Г*(2т 0—1), <?£>(— 

/ 9<?£)( — . О 
\ л

Во(п, 1) ту из них, которая содержит кривые Г' и Г". Область 
■во(п, 1), разбивается кривыми Г' и Г" на три „подобные“ области, 
среднюю из которых, т. е. ту из них, граничными дугами которой 
являются кривые Г' и Г", обозначим через В(,(п, 1).

разбивают сферу S на четыре области. Обозначим
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Очевидно, выполняется следующее свойство: 1) сферическое рас

стояние между кривыми Г' и Г' не меньше величины — •

Обозначим С=-А1_1В множество внутренних точек замыкавня
множества A U В; В»(п) = 3\ | Во (л, 1) LJD 125^— «0^. Из

области Во(п) выделяются области Вт(п), ограничиваемые дугами 
больших окружностей сферы (проходящих через точку со на. 
сфере) и дугами кривых Г' и Г" Число т меняется от — •։♦*  
до т*,  о величинах которых будет сказано дальше. Нам пона
добятся следующие свойства. Свойство 2): длины каждой дуги

* Мы не определяли значений чисел — т** я т» (ся. жх определенно в [1]), 
однако нам важно в их определения лишь выполнение своЗсгва 4) и того, что опи
санное ниже продолжение АГс* достигает линия Г'.

дДт(л)ПГ" равна -Ц- 
О л

Свойство 3): часть dm кривой Г", заключенная

между дВт (л) Л Г" и d2?m-ri П Г", имеет длину не больше 3/л и не 
меньше 1/л. Свойство 4): сферическое расстояние от точии оо (0) на сфе

ре до В+(п) (В-^(п)) не больше — Обозначим через Вт (п), т = 
л

= — ■։**,•••,  т*  — 1 среднею из трех областей, составляющих множе

ство Д»(л)\|Вт(л) и Вт +։ (л)), т. е. область, соседнюю как с 2?(п)так и 

Вт +1 (л). Пусть М-,'—та из двух дуг большой окружности сферы, являю 

щихся граничными для области 5->(п), которая не является граничной для 
области (п). Проведя сечение области В0(п, 1) линией, являющейся 
продолжением М-*  (в сторону точки оо на сфзре) от точки на дВ-!*П  Г" до 
кривой Г", рассечем область В0(п, 1) на две области.Обозначим В(п, 2 
ту из этих двух областей, граница которой не имеет общих точек с

(9 \
— > со 1. Проделаем ту же процедуру £с заме- 
п /

ной х*  на —х**  и заменой со на 0. В качестве аналога области 
Во (п, 2) получим некоторую область В0(п, 3). Обозначим 2?0(п) = 
= /?о(л,2) Л 2?о( л, 3); £) (ос), £(0) — ту из двух „улиткообразных“ обла

стей, составляющих множество 5\(В0(п)1_1В--(л) и и-- - и
1_|2Л«-1), которая содержит точку оо (точку 0).

Заметим, что (свойство 5)) площадь каждого из множеств

25-, 25(0), 25т, т =— т**, •••, х* —1 не больше чем к • (здесь 
\ л /

не учли свойство 3)).
Пусть <р (г) та же, что в теореме А. Выберем в качестве п— л (г) 

ближайшее к <р (г) четное число п>у(г). При г > г0 очевидно вынол- 
вяется наше предположение л^>100.
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Из доказательств» теоремы А ([1], теорема 1) следует, что 
w (Ei(г)) содержит в себе множество Di (г) = [5\Й50(л(г))ПГ/))\ >̂ 
где К — совокупность ki(r) областей Д*  типа D(oo), D(0), Dm, т = 
“■—■։**>•••>  '* —1. где все линии и области зависят от л(г), a ki (г) 
то же, что в теореме А.

Пусть Di (г) = Di (r)\D' (оо), где D' (со) — соединение D(a>) с 
■непосредственно примыкающей к D(oo) частью области В0(л) (это 
часть, отсекаемая от В0(л) продолжением М-» в сторону, противопо
ложную к со на сфере). Отобразим эту область Di’ (г) стереографи
чески на плоскость. Сохраняя для плоскости те же обозначения, что 
и на сфере, заметим, чти наименьшая „толщина“ области В0(п) (на 
плоскости) достигается у точки 0. Ив свойства 1), пользуясь форму
лой сферического расстояния между двумя точками, находим, что 
расстояние (на плоскости) между двумя линиями Г' и Г" больше, чем 
c։/<pe(r), с։= const >0. Из тех же соображений получаем, что мини

мальная длина д/?т(л)ПГ" достигается при т = —т**  и оценивается 
снизу через с,/?0 (г) (см. свойство 2)). Заметим, что в силу свойства 
2) область Di (г) лежит в [w: |w| ֊С с։ <р (r)|, с։ = const оо.

Очертим внутри области Di (г), около ее границы, полоски ши
рины c4/y’(r), c4 = min(c։, с։). Если отнять от Di (г) эту полоску, по
лучим область Di (г). Проделав ту же процедуру с Di (г), то есть, 
отняв от нее полоску ширины с4/?’(г), примыкающую к границе 
Di (г), получим искомую область D((r)cD| (г).

Нам понадобятся следующие очевидные из построений свойства 
этих областей. Для каждого i։ I. Di (г), Di (г) — односвязны. II. Рас
стояние 8 от Di.(r) до Di(r) не меньше с4/<р’(г). III. D (г) лежит в 
круге радиуса </ = C|f’(r). Функция F(w) аналитична в области -.У).

Заметим- что сферическая площадь S(Di (г)) есть {к (т. е. пло
щадь всей сферы) отнять [сферические площади описанных выше 
двух полосок, плюс сферическая площадь D(<x>), плюс суммарная сфе
рическая площадь к (г) штук областей типа D(*>),  £>(0), 
-m ——“։**»•••>  ■։♦ — !)}. „Ширина“ полосок не больше 2с4/ф’(г); „дли
на“, складывающаяся из длин частей граничных кривых областей Bt (я), 

Вл(п), D(ob), D(0), легко видеть, не превосходит с։у։(г), cs — con։t<^ 
<^со. Таким образом, площадь полосок не больше 4c4cs/?s (г). Учи
тывая еще свойство 5), получим

♦ (г)
0<Ф(г)х - £ 5(Di(r))< 

1—1

Ф(О
£ (Мг)4-1)«(П)։

<4с«сь.ф(r) 4-1—------------:------------- . (5)S4(r)
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Перейдем к оценкам степеней полиномов, приближающих м 
£>/(г) фу акцию /(«>).

Пусть С — односаязиая область; Ф (։) —конформное отображе- 
аие 2 = СЛ =■ С\б на 2' = |«։|о>1 > 1| с иор^ирозкой Ф(оо)=оо, 

11т Ф (я)/д ”> 0, где с=с«р С—конформная емкость б; £ про- 
ж— - С »-я

образ окружности |ю|=1-|֊и, и > 0, з д-плоскостк; б _ — область, 
I + и 

ограничиваемая кривой £ Мы будем пользоваться следующими 
« + “

теоремами В и С (см. [2], стр. 139, теорема 2, соотношение 2), стр, 
142, теорема 3, соотношение 1)).

Теорема В. Пусть С — замкнутая односвязная область со 
езязным дополнением, }(г) — функция, регулярная в С причем 

1-1֊ и
|/(։)| < М при г (: £ _. 

1+ а

Тогда существует полином р^(^) такой, что

, /(/7+1) (!+;>> , (1+ н)։
՛ I---------~~
\ (14-и)՛—-1 (1+«)’-! )’ / 1 \ /*+•։

֊ . (6)
и+а/

при хе с, ^+1>(/1+;֊1г։.

Теорема С. В условиях теоремы В выполняется неравенство-

\/(г)֊рМ<М /ЛЖ(1п (Л/+ 2) 4֊

(1+ и?

(Ц-и)։-1
(7)

Теоремы В и С изложены после пересчета порядка линий уров
ня в соответствии с замечанием 1 на стр. 128 книги [2].

В вашей ситуации мы знаем лишь область б, и чтобы восполь

зоваться этими теоремами, нам нужно найти некоторое ц^>0, при ко
тором /(д) окажется регулярной в области б

14֊ ££ •
Пусть / (х) регулярна в области б (8) с жордановой границей,, 

которая содержит б и такая, что расстояние р(<?б(8), <?б)>8>0. 

Кривая £ = ОС (8) перейдет в £' во внешности единичного круга֊-
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Пусть кратчайшее расстояние между |ю| ™ 1 и L' реализуется на ра
диальном отрезке ш, w>, (wj «= 1, |шм| = 1 4՜ и. Тогда прообраз окруж
ности |wj = l 4֊ и в плоскости г есть линия уровня Li +и порядка 14-и 
для G, полностью принадлежащая G(8)\G, причем максимальная 
(по и).

Если мы оценим снизу величину и по метрическим данным 8 и

d >•=• diam G, то в области G 0 < и = и (5, d) и, функция / (ж) ока 
1 ♦ и

жется регулярно!.
Пусть zt = Ф“։ (®։); zt “ Ф՜’ (ш։); Dr — круг с центром в точке- 

X, £ L, содержащий G; т (х։> хг, ÖDr) — модуль 'семейства кривых, от
деляющих в Dr\G точки zt и xt от ÖDr-,

d«f Г J
!*-  (*։,  *։>  “ Hm I т (х։, г։, ÖDr)------- In R

Я—[ 2я (8)

— приведенный относительно оо модуль семейства кривых, отделяю
щих в 2 точки я, и г, от со (см. [3]).

Как установлено в [4], см. также ;[5], справедливо точное соот
ношение

и -?1/ — е~ ։*|.  в| (9)
1 + а гс

Для того, чтобы выбрать а, оценим сверху величину Р-(^1, ։։, 2), 
основываясь на том, что всякая/отделяющая точки г, и от оо кри
вая, замыкающаяся на границу £ = дС, должна иметь длину 2 8.

Воспользуемся тем, что (см. [3])

т(я։, ։„ дОк) = 1п1 А (/) < А (р*)  — ^[Р*  

С

согласно £-определению модуля, где р*  - любая допустимая в 
/.-определении модуля функции. Возьмем в качестве р*  функцию

хеНх:|х-֊г։|Ч</ + 28</?)\С);

Р*(Х)= о . 1 , > х61(х:</4-28<|ж-_-։|</г|\ё’|;
—х։|

О вне Од и в области С.
Эта функция допустима в /.-определении модуля, так как для 

кеждой отделяющей кривой 7 легко проверить, что выполняется

|>(к)|Л|>1.

т
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<Л(Р’)< £[ ֊*«  + 

1»-ж,|«*+2»

1 , , it(J+28)’ ,
—ï.^----------+

rf+։t < |»-*.| < я

4 8’ 4' rf-l-2։

Отсюда, учитывая (8), имеем

(10)-

Для конформной емкости с известна оценка — -С с -С d, так 
4

что из

(9) и (10) получим

(U)

d 12
Итак, и можно взять равным величине 2 У d е Применим
теперь теорему Б к нашей функции F(w) в Di (г) (которая выполняет 

роль области С в теореме В). Роль области С\^~и выполняет некото

рая область А, |+а(г), которая определяется через £>/(г) и Р1 (г) точ

но так же, как определяется 61+й через О и 6(8).
Учитывая свойства II и III областей О{ (г). И/ (г) для величины 

и, имеем в нашем случае

— св?(г)е՜ с’т(г), с0, с7 = const >0. (12).

Пусть wt — произвольная точка из £>Дг), /=1, 2,--, Ф(г). За
пишем теорему В для функции F(w) — регулярной в области 
D

I, Ц֊я (г), взяв при этом

л+1>4>—!—г (13)-
а V 1 + ; -1.
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(И)

(15) 

так,

После некоторых упрощений, учитывая, что а пало и (1 4- и)М *։ >

^>1 4֊ (Л/ 1) и, имеем при ш £ 22/ (г)

|Г(ш)-^(в/)Л/։[2Кё( 1 4֊ -М + 

Г /

1 \л+։1+и)

< ^֊( (У^ + УЛА 4-1 4-1п (ЛА 4՜ 2)) (+*<  
и \ ) \1 4՜ м/

„ ЬеМ^РГ+Х < 4еМ, 
՝ и (1.4- (ЛА4-1) а) ?У#+1

Из теоремы А, учитывая что (г) с ш(£/(г)), имеем оценку

М»- зир |/»-Г
«с£>/ (Г) 1 А ' (г)

так что из (12) и (14) получаем

ИЧ®) — Р (»,) — р^(ш) | <

^4 е е . ______ г_______
" ?(г) /л^) Ул'ТГ

Для функции ’р(г) из теоремы 1, выберем <р (г) (в теореме /

чтобы последнее соотношение равнялось бы ——; условие (13) 
1- А (г) V ЛА

в этом случае будет заведомо выполняться при

ЛА=ЛА(г)>|(г), г>г..

Отсюда и из (15) для заданного в^>0 получим, что для любого це
лого ЛА> шах | <|>(г), | можно указать такой полином Р/у (те),

I в’Л(г)]
чтобы выполнялись неравенства

|Г(ш) — Р (®,) — р#(®)| = |Л (те) —Р^>(ш)|<«,
(16) 

ш^А(г), ։ = 1, 2,•••, Ф(г),

где Р^у =р)ц) 4՜ ^(ш,) — полином степени Р/.
В случае, если ожидается, что степень полинома может быть 

меньше указанного числа, вместо теоремы В воспользуемся теоремой 
С, в которой /V уже не ограничивается снизу.

Используя схему вывода неравенства (14) в теореме В, из тео
ремы С нолучим (очень грубо) следующую оценку:
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6.емХ° (2/(Й)
iFtwJ-Ffw,)-?№(«>) К

/in <#+ aj>
V'N+l

/КН У1п(/УЧ-2)
УА(г) /*  + 1

Здесь мы учли определение |>(г). Теперь ясно, что при 14, опреде
ляющемся ня условия

4-1 < Ф (г) г» ։
1п(Л/ + 2) >М(г)

имеем оценку (16). В этом варианте при быстром роете А (г) вели
чина И может быть уже мало» или даже равной нулю.

Таким образом, мы выделяли ия Ег Ф(г) штук областей А (г), 
/ = !,•••, Ф(г), в каждой из которых /’(ти) равномерно приближается 
полиномом с указанной в теореме 3 степенью. Теперь, если Ф(г)>- 
>[Л(г)|, выбросим из областей £>/(/■), /—1, 2,•••, Ф(г) области с
номерами i > [А (г)] + 1. Для оставши։»ся облаете» О/(г), ։—Հ 

♦ <П
[Л (г)], учитывая оценки велинин Ф (г), £ к/(г), приведенные 

1, 2.

в тео-

реме А, ия неравенстяа (5) легко выведем соотношение (1) теоремы 1. 
Тем самым теорема 3 доказана при Ф (г) > (Л (г)]. Если же Ф(г)<^ 
<(Л(г)], то добавим к областям £>/(г), 1 — 1, 2, •••, Ф(г)), [Л (г)|—

Ф(П
— Ф(г) штук областей из/> \ У О/(г) (=£ 0), сумма площадей кото

рых меньше 1 и таких, что в каждой из этих областей функция Р(в) 
равномерно приближается постоянной. Ясно, что (1) выполняется ■ 
для этой новой совокупности областей О/(г), где г уже изменяется от 
1 до [Л (г)] и что для ш £ 0/ (г) степень 14 определяется согласно- 
теореме 3.
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Գ. Ա. 8ԱՐՍԵՂ8ԱՆ, Վ. Ի. 8ԵԼԻՅ. Մերոմորֆ ֆունկցիաներին նակաղարձ ֆունկցիաների 
թազմաէպամային մոտարկումների մասին Ռիմանի մակերևույթի վրա: (ամփոփում )

ներկա հոդվածում հետազոտվում են մերոմորֆ ֆունկցիաներին հակադարձ R Ռիման- 
յան մակերևույթի վրա դիտարկվող ֆունկցիաների բազման դամային մոտավորօլթյուն-
ներըւ Հ-ից անջատվում է փոքր թվով միաթերթ տիրույթներ, որոնց գումարային մակե- 
րեսը լինի մոտիկ R-/, ամբողջ մակերեսին։ Ամեն մի ՏՀ-ի թերթի վրա իրագործվում կ 
?(Հք) ֆունկցիայի մոտարկումը բրյկռ) М աստիճանի բազմանդամով ընդ որում Ы-Д փոք
րությունը վկայում կ ֆունկցիայի համեմատական կաոուցվածքի մասին։

G- A. BARSEGIAN, V. I. BELIY. On polynomial approximation of function։ which 
arc Inver»» to the meromorphlc function» on the Rlmann »urface (summary)

In thia paper the problem of approximation of funetions F (w) on the Riemann, 
surfaces R which are inverse to the meromorphie functions is solved. We extract 
from R the possible small aamber of univalent domains such that their total area.
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is "close" to the area of the whole surface R. On each sheet of Riemann surfaces we 
appoxiinate F (w) by poliaomlals pN (a>) of V degree with the smallest N. The smal
lness of N shows that F(w) has rather simple eoastruetion on each sheet where the 
approxeimation is carried ont.
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