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Введение

Вопрос о разложении аналитических функций в ряды вида

с определенными ограничениями на последовательность полюсов С* и 
коэффициентов Дй изучался в ряде работ. Д. Вольф [1] доказал сле­
дующую теорему.

Теорема. Пусть С — ограниченная жордановая область, и 
пусть / аналитична в замкнутой области. Тогда { может быть 
разложена в С в ряд вида

/(*)“£,— ’^5.

где £ \А*| < + ос.
*=։
В дальнейшем в работах [2]—[14] получены различные обобщения 

и уточнения теоремы Д. Вольфа (подробный обзор этих работ см. [7], 
[14]). В настоящей статье рассматривается вопрос о представлении 
аналитических внутри и непрерывных в замыкании липшицевой области 
С функций / рядами вида (1) с оценкой скорости сходимости ряда (1) 
к функции / в равномерной норме в б. В качестве следствия полу­
ченных оценок разности между / и некоторой последовательностью 
частичных сумм ряда (1) функции / мы покажем (следствие 2), что 
величина наилучшего разномерного приближения функции / рациональ­

ными функциями степени не выше п имеет порядок О ш •

где а>(8, /) — модуль непрерывности / в б. Как известно в случае 
равномерного приближения полиномами эта оценка не имеет места 
([15], [16], стр. 478). Отметим также связанные с теоремами 1, 3 ре­
зультаты работ [17], [18] о наилучших приближениях рациональными 
функциями в комплексной области.

Чтобы сформулировать результаты настоящей статьи введем не­
которые обозначения. Как обычно под липшицевой областью мы бу­
дем понимать ограниченную жордановую область б с липшицевой гра­
ницей 7, то есть 7 удовлетворяет следующему условию: если я1։ я։^7,
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то длина s(z։, za) кратчайшей из дуг, соединяющих точки z։, z։ на у, 
удовлетворяет следующему условию

s|zl։ Z։) < Я kt—z»|, (2)
где А '$•- 1 — не зависит от z։ и za.

Если G— область в С, то через ./4(G) мы будем обозначать мно­
жество функций, аналитических в G и непрерывных в G. Напомним, 
что для модуль непрерывности f в G это величина

ш (S,/) = max I/(z։)—/(zj)|> z։, z։£G, 3^>0.

Для ряда вида (I) положим

Теорема 1. Пусть G—липшицевая область и f^A(G). То­
гда f можно сопоставить ряд вида (1), выбор полюсов которого не 
зависит от f такой, что

|/ (z) — S„ (z)| < C| log n w f— ■ / Y при z £ G, n = 1, 2, • • (3)
\ n /

HjklCcjW^—> Л Ilf, £ = 1, 2, ••• (4)
\ k /

|/Ю-ад<с3оф(Г‘, /), при z^G, A=l,2..., (5)

где —1), q = q(G)—зависит только от G, ci, /=1,2,3-
постоянные, не зависящие от п, к и z.

Непосредственно из теоремы 1 получаем
Следствие 1. Пусть G — липшиугвая область и f^A(G). 

Если

lino ш (3, /) log֊Y = 0, (6)
[8-*0 8

то f представляется в G в виде ряда (1) и имеют место неравен­
ства (3)—(5).

Если наложить на w (3, /) более сильное чем (6) условие

[ “lLZ)tf3< + co (7)

о
и не требовать выполнения условий (3)—(5), то может быть доказана

Теорема 2. Пусть G—липшицевая область, f^A(G) и / 
удовлетворяет (7). Тогда f люжно представить в G в виде ряда 
(1), сходящегося абсолютно-равномерно в G.

Очевидно, что следствие 1 .и теорема 2 являются обобщением 
теоремы Д. Вольфа в случае липшицевых областей. В определенном 
смысле точность условий (6)—(7) показана в [7].
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Из теоремы 1 подучаем также оценку наилучшего равномерного 
приближения рациональными функциьми функций f£A(G) для липши- 
цевых областей G.

Следствие 2. Пусть G — липгиицевая область и f£A(G). 
Существуют рациональные функции r.(z) вида

г« (z) = Ё £ G
Л=1 \---- -

такие, что

|/(z) — rn (z)| < с*ш • /)> при z^G, п֊1, 2--,

1лг|<с4о>(—. Л ik, k = i,2 --n, 
\ к /

где Сд и съ не зависят от п, к и z.
Для некоторых классов функций из A (G) можно получить обра­

щение теоремы 1. Для этого введем рациональные функции

ад-йД (Г>

где {Cijt-i — последовательность точек, построенная в теореме 1. Обо­
значим через Lip.(G), множество функций из A (G), таких,
что

Теорема 3. Пусть G—литиицезая область. Функция 
/£ Lip։ (G) 0 < а < 1 тогда, и только тогда, когда существуют Rn 
вада (Т) такие, что

I/(ж) — Rn (z)| С св п՜’, n = 1, 2 •• • при Z € G> 
|42|<сД-(1+։), 4 = 1, 2-..п,

где с0 и с7 не зависят от п и z.
Результаты настоящей статьи доложены на Международной кон­

ференции по теории приближений (Киев, 1983) и анонсированы и те­
зисах этой конференции [21].

§ 1. Основные леммы
Доказательство теоремы 1 основывается на нескольких леммах. 

Для того чтобы сформулировать их нам понадобятся некоторые до­
полнительные обозначения (определения).

1. Если z։, = dG, то через (zt, zt) будем обозначать крат­
чайшую из дуг, соединяющих z։ и z։ на у, а ее длину будем обозна­
чать через s (zt, z,').

2. Если £. ЕсС,то положим
р (Е, /') = inf inf |С — z\, г ЕЕ

Ег = {z £ С : p (z, E) 8}.
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3. Нам понадобятся специальные жордановые кривые 7, и ап­
проксимирующие кривую 7=^(7. Для простоты изложения всюду в 
дальнейшем будем считать, что к =•= дл. 7^-1. Обозначим через «($) 
натуральное уравнение кривой 7, з£[0, к\. Возьмем г £ (0, 1] и числа 
5* £ (0, £] такие, что 0 = з, з։<^- • •<[ зп = к, в/2 •< 5*4-1— 5ч,֊<^е, 
к = 1, 2, • • •, п — 1, где п < 2к/е. Положим г* = з($*) и вокруг каждой 
точки г* возьмем круг /7 (г*, 2։) = {г £ С : — г*| < 2 е}. Ясно, что ?из 
множества д( и /)(г*, 2е)^ можно выделить жордановые кривые 7, и 

\*=1 /
т, такие, что С лежит внутри 7,, т.сО и верны неравенства

8/2<Р(Ь. 7) <2«, в/2-<р(т։, 7) <2е, (8)
5(7.), з(т.)<8к£. (9)

4. Для непрерывной в С функции ч> положим

5. Определим теперь рациональные функции, участвующие в фор­
мулировке леммы 1. Для этого возьмем на кривой 7, точки С։,•••, Сш +։, 
расположенные на 7,; в порядке возрастания индекса при заданном 
направлении обхода такие, что з(9, Сам) <8к£//п, к = 1, 2,-• •, т* 
где т б4гс/„/=, = 'т ц. Положим для определенной по форму­
ле (9)

*—1 С*— 2 д^г
(С*. С*+1)

Докажем теперь лемму 1, являющуюся обобщением леммы 1 из [3] 
(см. также [7]).

Лемма 1. Пусть С—липшицевая область, »£(0,1] и функ­
ции и гт определены по формулам (10), (11). Тогда

I?. (г) ~ гт (§1, г)| < ——- ■ тах |<р (С)|, при г £ С, 4, (12)
тг

где а՝ зависит только от С.
Доказательство. Заметим, что при С£(С*, 9+0 имеет место 

неравенство

К*֊ г\ > |С - 2| - |£* - Г. > 2֊1 |Г _ г|>

Следовательно по определению а, и гт имеем при г С
1г.и)-г.(г.,2)|< Д £ 1՜ ЖД-а.|Л| 

^•‘*-1 ? р.* — 2\ — 2|
(:*, :*+1)

< — • шах |<р (9| I -^֊ .
Ст €• 3 К—2|։
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Оценим последний интеграл. Обозначим через гр 1—1 (г) одну из 
ближайших к точке г точек множества [я4)£_։, участвовавших в пост­
роении кривой т։. Пусть ֊,, / = /(-) та из точек хк, что 5 (гр г,) < 
֊< А/2, з(г։, 2,4-1) < (2) (при/=п полагаем гп^ ~ г։). Представим 7, 
в виде 7, = С 7?« где

71=7,П( и <*£>(**. 2 з)). 7? = 7. П ( и дО(гк, 2е)).

Оценим сначала интеграл по 7]. Для этого перенумеруем в направ­
лении от г, к точки з*, лежащие на дуге (гА, г,), полагая х'։ = 2,-• • 
■ • -г' = г։ г —г (2). Разобьем точки г'к на две группы: Г, = и

~ ։г*1*-|юл|+г где ~ Ч7СЛО из неравенства (2), а знак [а]—обо­
значает целую часть положительного числа а. Кривую 7] также ра­
зобьем на две части

Г, = 7։,П( и ^(2;,2в)),Г։ = 7}П ( и 2е)).
“ч(.Т3

Заметим, что имеют место неравенства
5 (Г։) < 40 кв А, |С — г| >■ в/4, при С £ Г։, г £ С,ц,

’— —8Д)/2Д, при С £ <Ю(г*, 2е), г* £ Т՝։« г £ С,ц..
Из этих неравенств получаем

Г 1^1 . Г 1^1 , |Г < 640 кД '
3 |С-га| 3 |С-х|’ 3 |С-2|’ " В *=(1ол|+1
т« Г, Г,

Г М < 640 I 1 у 16 кД2 < ,700 *Д
3, г з *-(10^+1 (£֊8 Л Г ՝" в

дй {*‘к 1«)

Легко видеть, что интеграл по 7’ оценивается аналогичным образом. 
Поэтому лемма 1 доказана.

Для доказательства леммы 2 нам понадобится частный случай 
леммы 1 работы [19].

Лемм’а А ([19)]. Пусть С — липшицевая область. Тогда для 
любых х^дС и 8>0 существует точка С = С(г) такая, что

|С —4<С8, р(Г„ 0 8,
где С> 1 зависит только от С.

С помощью леммы А определим теперь рациональную функцию, 
участвующую в формулировке леммы 2. Для этого положим

ф. = — I [ ֊֊ С = 5 + IV, (13)
■к и С — г

О.
где <р — непрерывная в С функция, А — кольцевая область, образо­
ванная кривыми 7, и т։, аппроксимирующими кривую 7. Далее поло­
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жим при *=»!, а։ = £>(-,, 2=) П £>«. при £=~2,-П положим 
4-1

аА= (О(г^ 2е) \ и П Ое где гк — точки, участвовавшие в построе- 
/•-1 R 

нии кривых 7,, Очевидно, что з1П"у=2' при г у֊՜/и О, — .
По лемме А для любой точки существует точка 1Г^С\О та­
кая, что

|1Г*-^|<ЗСг, р(1Г*С)>Зе, 4=1, 2,--, п, п <2 [.'г. (14)

Определим теперь рациональную функцию /я(ф>, г) по формуле
6, (ф,, х) — У — •——> где В„= — Г I ® (С) (В </г>. (15)

«։

Лемма 2. Пусть С — липишцевая область, в£ (0, 1] и функ­
ции и ф. определены по формулам (13), (15), тогда

|ф.(х) —#я(ф,,г)\<а։е плах |<р(С) , при г £ А, (16)

где аа зависит только от (г.
Доказате д;ь с т в о. Возьмем точку г б 5, и зафиксируем ее. 

Введем те хе обозначения, что и в лемме 1 ,т, е. пусть г,, I = / (г) точ­
ка из {г|£_։, ближайшая к а, а точки и х>+1, таковы, что
։ (*р £у) < А/2, ■ 5 (г,, г?+1) < £/2) (при /—• п полагаем гя+։ =2^. Вновь 
перенумеруем в направлении от г( к г у точки лежащие на (гр г?) и 
обозначим их через |г*Ц’_։, г։ = г։ (г). Перенумеруем также в направ­
лении от х, к г/+1 точки г4, лежащие на (г/։ гу+։) причем на этот раз 
не включая в их число точку хк, и обозначим их через г։ = г։ (г)
Соответствующие точкам г'к и полюсы и множества из {!£*)£* 1 и 

обозначим соответственно через а*, а' и W’lt. Заметим, что 
из определения кривой 7 м условий (14) при всех к имеют место 
неравенства

|^ —г| > е (/г--8 Д)/2Д при о*։ (17)

Ш1п(|^-х!, !^-г|)>е(Аг-ЮДС)/2Д. - (18)
Учитывая наши обозначения и (18), (17) получаем

. 1 (13 лс] р /«/ 1 1 кА 2 + Л|Т(Ч|Й<Л1 +
« л-1 ил\|<.—*1 I«7*— х|/
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где в интегралах по множествам а' стоят те же величины։ что и в- 
интегралах по а'. Оценил интегралы по *։', учитывая (17), (18), (14)

1 (и АС] г с / 1 1 \

V & .щ^+|Ж^)!’ет^’';48лс

Г 2 2 ктс л=(»лс] • и .) ь—•г|| И'*—г\ *^[плс)-ч
%

------- < 8 А ■ в- тах |<? (С)|. 
(к-8 А)(к -10 А С)

Легко заметить, что суммы, содержащие интегралы по а', оценивают­
ся аналогичным образом, поэтому лемму 2 можно считать доказанной..

§ 2. Доказательство теорем 1—3

Доказательство теоремы 1 основывается на методах Д. Вольфа 
[1] и С.'Н. Мергеляяа [15]. В силу (2) функцию / можно считать про­
долженной на всю плоскость С так, чтобы модуль непрерывности 

продолженной функции / удовлетворял бы условию ш (3, /) ю (3, /) 
(см. [20], стр. 206). Продолжим / таким образом [и сохраним за ее 
продолжением обозначение /. Положим для краткости ш (8, /)=ш (8) 
и заметим, что ш(8) будет удовлетворять условию:

<о(Л-8)<Ла>(8), Л-1, 2-... (19).
Усредним теперь функцию ./ по известной формуле

Напомним свойства /։(х) (см. [16], стр. 341)
1.

1/(0 — /։(ОКШ(8) при г 6 С, (20)
зир|/։(х)|<зир|/(х)!. (21)

2. Функция /«(х) является непрерывно-дифференцируемой в С и 
выполнены условия

Г [ /(С)Л прИ г6С*
О г 2я։8

<4^ прихбС. (22)
Ог о

3. Если /—аналитична в 6-окрестности £)(х, 8) = [г £ С : 
: |С — г| < 8] точки х, то

Л(0 =/(«)• (23).
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Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1. Положим 
Е| = 10'։, к = 0, 1, !••• и предположим сначала, что

, 1/(г)|<ш(е։) при г £ С. (24)
По формуле Коши

<Ь:-- [[ ֊«..»+ К.» »₽«
2 т.1 2 С—г □ О- ՛• -- г

7.« 2>..

Учитывая (24), по лемме 1, беря т~ л?։ = е՜1 Х[3а։ 4 64 а£], будем 
иметь, что существует рациональная функция г вида (11) такая, что

|£„ (*) ~ гт, <?.,» *)1 < тах 1т Ю1 < ш (е>) ПРИ * € С.։М •

По лемме 2 имеем, что существует рациональная функция /Л, (ф,,, г) 
Л| <2£/е։ такая, что

1%, (г) — (ф,„ г))֊<10а2ш(е2) при г ££>,,.
Из последних двух неравенств получаем

I/., (*) — ('•т, (&,> *) + *«»<♦.,» *)1 < П + 10 «а) « (еа) при г £ £)ч. (25)
Предположим, что построены рациональные функции и 1К) типа 
(11) и (15) /==1, 2,•••, к — 1, к > 2 такие, что

<(1 + 10а2)ш(в.+1)

при г££>,у+1, (26)
пу + /пу<з^1-15а2(3а1+ 66гД) (27)

У‘у+|(г) + ^П1 (Ф «р г))

и покажем как построить функции гт1։, /Лл, типа (11), (’5) такие, что 
неравенства (26), (27) верны и при ] — к. Положим

/*(х)=/е,,(д),

/ (г) =/./+! (г) - £ (Гж^.р х) + Ц(ф.р г)), / = 2, З, --, к. 
/-1

Учитывая (26) имеем

I/* (г)| <3 + 10 аг) Ш (։*) при г (28)
По формуле Коши

/(г) = Г АО. 2. г (0 
2^ис֊г К Л д(. С-Я

Т«л
= ё’к («) + ф.* (г) при 2 Р.д.

Применим лемму 1 к функции §,к, беря

т=тл = е7^1֊ [15аа]-[3 а, + 64 п£]. (29)
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Учитывая выбор т», (28) и (19) мы получаем, что существует рацио­
нальная функция гтл (£,д, г) вида (11) такая, что

£.*(*) — '■«•*(<«*» *)! < шах |/*(С)|<ш(в։+։) при (30)
/п» • ь* Сбт,

По лемме 2 существует (Як вида (15) такая что

!'?'■*(։)—( ■’«*. *).'-*> Ю“։®(84-ц)» па<2£/’* при (31)
Учитывая (29) —(31) мы получаем, что утверждения (26), (27) верны 
и при / ֊=■ к. Следовательно, учитывая, что они верны и при / = 1 
(неравенство 25) мы получаем, что при всех к 1 существуют рацио­
нальные функции гя> и /я . такие, что

|/<х)֊£ ('■т/(^./, х) ■+• б, *)) с(4 +10а։)ш(։1+|) при х С.

(32)
Проверим, что получен։ый таким образом для функции / ряд вида(1) 
удовлетворяет условиям (3)—(5). Условие (5) очевидно следует из 
(27) и (32). Проверим (3) и (4). {Пусть С* и — полюсы, и Л* и 
8*1 — коэффициенты соответственно функций г„к и б։. Пусть 10 — 0, 

* .
/* = £ (т1 4֊ п{), Л > 1. Положим С. = при 2»-1 < /֊< 2» — л»,

1 = 1

где к^1, а при 2» — л*<Су-С2» положим {С/Точно так­
же перенумеруем и коэффициенты Л* и В*. Пусть /*-1 < / < 2* — пк 
тогда из (28)

ИЯ֊|л;-/4_։|<А [ |/(С)||Л|<С։ш/4-)/л

б_։
где Д? — (С*, С*+1), с։ не зависит от у. При 1к— пк 2* имеем

~ У У |5А*+1(С)1^-Сс։а)

Из последних двух неравенств получаем условие (4). Проверим усло­
вие (1). Пусть 2*-1<^л<2», учитывая (31) и последние неравенства 
имеем

1/(к)-5я(г)|<(4+10а։)ш(в4+1)+ £
>-։*-։+ ։ |ч — «1

< е։ 1о£п-ш (— » при 
\ л / —

где последняя сумма оценивается так же как аналогичные суммы 
в леммах 1, 2, а с1 не зависит от п я *.
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Итак,'мы доказали теорему 1 при условии (24). В общем случае 
достаточно рассмотреть функцию/։(х)=«(։։)/(х)/2Л<, где шах—/(*)|.

Теоерма 1 доказана.
Замечание 1. Очевидно, что теорема 1 верна и для конечно- 

связанных областей, ограниченных жордановыми липшицевыми кривы- 
выми и для множеств,’состоящих из конечного числа липшицевых кри­
вых, имеющих конечное число точек пересечения с ненулевыми углами.

Доказательство теоремы 2 повторяет доказательство теоремы 1 
с той лишь разницей, что вместо последовательности е*=10~* нужно 
взять последовательность հ = 10՜’° .

Доказательство теоремы 3—из теорекы 1 и {рассуждениями, ана­
логичным доказательству теоремы 2 работы [7].

В заключение автор благодарит Н. У. Аракеляна за ценные об­
суждения настоящей работы.
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Ռ. Ա. ԱՎԵՏԻՍՑԱՆ. Անալիտիկ ֆունկցիաները լիպշի՚յյան տիրույթներում պարզ կոտորակների 
շարքով ներկայացնելու մասին (ամփոփում )

Հոդվածում ապացուցվում է, որ լիպշիցյան տիրույթում անալիտիկ ֆունկցիաներին կա­
րելի է համապատասխանեցնել որոշակի պարզ կոտորակների շարք և գնահատել այդ շարքի 
զուգամիտության արագությունը համապատասխան ֆունկցիային։

О

R. A. AVETISIAN. On representation of analytical find tons In Lipshits domain 
asa series of Simple fractions (summary)

The paper proves that a series of simple fractious can be corresponded to analy­
tical function in Liphits domain and the speed of convergence of the series to corres­
ponding function can be estimated.
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