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1. На пути развития общей теории факторизации мероморфных 
в круге D={z‘. |=| < 1} функций М. М. Джрбашян [1] ввел в рассмот
рение произведения типа Бляшке Ba(z, zn), зависящие от непрерыв
ного параметра а£( —1, 4՜ °0), сходимость которых в круге D имеет 
место при условии

£ (1֊ЫГ+1< + °°. (1)

наложенном па последовательность нулей Эти произведе
ния, совпадающие при а=-0 с классическим произведением Бляшке, 
определяются следующим образом:

B«(z, z«) = J՜] At(z, zn), (2)

где
A(z,C)=(l֊-0exp{-IF.(z,C)|, (3)

1
X (1 — х)л х՜*՜1 dx. | zk. 

ici
Пусть {zn}? — последовательность чисел из круга D, пронумеро

ванных в порядке возрастания их модулей: 0 |z„| < |zn+i| (и 1). Как
известно, показатель сходимости р- последовательности (|гя|}Г опреде
ляется следующим образом:

1. Если У, (1 — |z„|) <4֊оо, то полагают, что ц = 0. 
л=1

2. Если J} (1 - |zn|) = -р t» и существует число р > О такое, что 
л—1

при любом s >0 имеем У, (1 — |zn|)tt+1‘ = 4՜ *» но также 
л—»1
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£ (1 — |гя|)р՜ +’+‘ < 4- 03> то показатель сходимости последователь- 
л—1
ности ||гя'|Г полагают равным р.

2. В работе [2] была установлена следующая
Теорема 1. Если р> 0 — показатель сходимости последова

тельности модулей нулей [гл)“ функции В, (г, z„ ) и р<с <р֊+ ], по

, log т(г, ВП) 
„■|1т»р_|о։(1_л) -F. (4)

Целью же настоящей работы является доказательство следую
щей теоремы.

Теорема 2. Пусть р0 — показатель сходимости последо
вательности (|ги|)“» ехр |#(г)}—аналитическая в круге D функция 
порядка меньше, чем р, а £ (р, р + 1, и

f(z) = Ва (z, z„) exp (g)j.

Тогда։
1°. Порядки роста функций f(z) и N(z, 5Г1) совпадают.
2°. Существует постоянная С > 0, зависящая от р м произ

ведения Ва (z, zn), такая, что

г. N(r, /֊П . _ hm sup-------------- С.
г-*֊ T(r,f)

Для доказательства теоремы 2 будут использованы следующие 
две леммы. Первая из них установлена в [2]> а доказательство вто
рой дано в [3].

Лемма 1. Пусть — 1 <Са<С + °°> 0<^e^ 1 и а-|-е^>0. Тогда 
имеет место оценка

Лемма 2. Пусть функции Ф(0>0, ЧГ (/)>0 определены и 
непрерывны на отрезке [i*n> 1) (0 < /0 < 1)> причем функция ’Г (/) не
убывающая. Далее, пусть

lim Ф (г) = + со, (6)
— - ч —

Тогда существует г £ (/01), достаночно близкое к 1 такое, что 
одновременно имеют место неравенства ՛

Ф(0<£Ф(г) (<0<г<г),- • (8)
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3. Доказательство теоремы 2. Заметим сначала, что для 
любой функции требуемого вида T(r, f) = Т(г, Æ։) (1+0(1)]. Поэто
му очевидно теорему достаточно доказать лишь для случая /(а) = 
— В, (г, гя).

1°. По аналогии с [3] обозначим

5, = {п/|։Л| -С r\, = j п/|хЛ| г].
Тогда

ъ
T(r, В.) = ֊[ log+ \В. (re«, =„)R9<

2к J
о

2«
(’log+|A(re« x„)|rfes/l + /,. (10)

\nfe-S| 
0

Для оценки /, выберем е։^>0 так, чтобы 1<я+е։<^|»-|-1. То
гда, в силу (5)

г/ 1-Ы у+,1,в^

о

(11>

При этом мы будем иметь 
г

X (1 - |zn|)‘+։‘~ f (1֊ /)“+*‘ dn (О = (1 - г)*+" п (г) + 
""‘<Г .J

Г
4Л« + ®t) j (l-0*+,1_։W^(0=(l֊r)։+։։n(r) + (a+e։)(l-r)‘+,-J X 

о

X r^V(r) + (а + е։)։ N(t)(t------—W (12)
J V а+е,/

Теперь заметим, что
(1+D/2

n(r)1—г< 1՜
2 J t \ 2 / 

г

Тем самым, п (г) ( 1 — г) 2 > и из (11) и (12) получим

г
֊+ (а+8։)(1-гГ։1-։гЛГ(г) +(а+е)’ f(l֊0“+’l-։^(0 (t-------М dt. (13)

J \ а+ч/
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Чтобы оценить _/„ выберем е։>0 так, чтобы а + е։ >н4֊1 
Тогда в силу (5) очевидно

—со-"'+..— 2 (1-W)'*“- (14>
7 (1 — -'•*'* !»«։>'■

При ЭТОМ J
2 (1 - |тя1)*+ •' - (’ (1- f)'+” dn (t) =

= (l-0a+” n(0l’ +(» 4 4)(l-0* "'-1 +
I

4-(а4-ъ)’ (։(l-0*+։։-2^(0f/------ ֊֊)dt. (15)
J \ a -rea'
r

Так как a 4՜ Ч > H 4՜ 1> то ясно, что л (/) (1 — t)'+,‘ ֊»0 и N (/) 
(1 — ff՜1'*՜1-»- 0 при t -♦ 1՜. Поэтому

1
|։£ r (I ֊ ЫГ + "<(« + Ч)’ J (1-/)’ +,,-2N (t)[t- ֊ ) dt, 

Г 2
и следовательно

Л <----- СОПЛ г (а + е’)։ f О-')’1 ч՜2 N{t) (t - -Цdt. (16)(l-r)e+--‘ J \ а4-е։/

Предположим теперь, что 
log N(г) .hm sup----- ----------- = X <u.г-։՜ Н — log(l - г) 

RR
Тогда очевидно, что при любом е3р>0 таком, что >• + в3 ц и при t и 
достаточно близких к 1 имеют место неравенства TV (0<f((l—<) ^+։,,0 
Л//14՜ <2ХН'(1—г) Ьч). Поэтому из (13) и (16) получим

const
(1֊4։+

const

(17)
о

const

Из (17) и (18), поскольку а — 1 -|֊ е3 ц, получаем р < н, что 
тиворечит утверждению р = р теоремы 1. Следовательно, Л = р.

(18)

про

2°. Пусть в лемме 2 Ф (<) = /V (։) (1 — 0й ’ и Ф՝ (/)=(!—0 21 , 
где полагаем, что 0<^е'<а е։ — [1 — 1, 0 < е'<^ 4֊ 1— а, 
€(н> Н4՜!), *€[го»1)- Тогда одновременно имеют место неравенства



О реете функций 361

N (0 (1 - tr*' < А/(г) (1 - г)*՜*' (r0< t < г),

N(t) (1 - #Г+*' < А/(г) (1 - r)^' (19)

Отсюда при t = г 4֊ Г будем иметь

/v(rt^-J<W)2^'(r։<r<l). (20>

Применив это неравенство, из (13) и (16) получим

/։ < const | N ( MpJ + (« + «։) N (г) | 4֊

+ „ CO°SL,-1‘ f(l-֊/)’+'1՜2՜" 1 ' (l-tr՝'N(t)dtK
(1 — г) .!

7V(r)-/l3A'(r).

< const /V(r) |2И‘« 4 si) -I ------- ֊° —--------- H (r) < At N(r), (21).
p + 1 — a —— e

Л j (l-0’+,*֊7-,l_,'(l-O։l+։' N(t)dt <

r
I

<(7Z^4yv('')(1-r)1,+‘՛ |’(i-0””՜2 v-՝'di =

_ ______ const______ 
a 4- s, —p —1 — s'

где постоянные Ay, ։^>0 не зависят от г^(г0, 1).
Из (21) и (22) следует, что

7V(r, ЯГ1) . 1 . _
lim sup ---- q-.- > -т------ ^->0,r.i- Т(г, Я,) А^А,^

что и требовалось доказать.
В заключение отметим, что, как можно проверить с п^кекением 

методов работы [3], результаты, аналогичные вышепри >е/ев»ьм тео՜ 
ремам 1 и 2, справедливы также для произве ден։й т։ (z, z«)' 
М. М. Дяхрбашана [4] при
Ереванский политехнический

институт Гсстгг.гла 14.JI.1S91
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