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Введение

Как известно [1, 2], наиболее распространенным методом реше­
ния интегрального уравнения Фредгольма второго рода

т
у(х)<= у К(х, 0 у({) Л + /(х); 0<х <1 (1)

о
в случае гладкого ядра является способ приближенного сведения это 
го уравнения с помощяю квадратурных формул к алгебраической си­
стеме с /V X Л^-матрицей (А—число точек дискретизации). При этом- 
численная реализация этой схемы требует, по меньшей мере, памя­
ти объемом О(№) и числа операций порядка О(Л8) (7У->- оо).

В случае разностного ядра К = К (х — I) эти показатели суще­
ственно снижаются: требуется память объемом О(Л/) при числе опе­
раций порядка О(№) (см. [3]). Этих же показателе* можно достичь 
и в случае «почти разностных“ ядер или ядер разностно-суммарных 
([4. 5]).

В работв [6] был обнаружен более общий класс ядер, удовлет­
воряющих уравнению

/ Л« д3 \
+ (2)\0Ха 0Г /

.допускающий, в принципе, такие же показатели численно* реализации 
решения уравнения [1]. На основе подхода, разработанного в [7], ана­
логичные показатели могут быть получены и для ядер К, удовлетво­
ряющих уравнению четвертого порядка (см. [8)].

В настоящее время большое внимание уделяется (см. (3]) реа­
лизации алгоритмов на многопроцессорных системах. Для алгебраиче­
ских систем с матрицей М X № метод Гаусса—Жордана позволяет 
реализовать параллельный счет на Л/1 процессорах за тактов. В 
теплицевом случае (т. е. при К{х — <)) могут быть задействованы 
уже О(Л/) процессоров при тех же № тактах ([3]), при этом оказы­
вается необходимым кардинально преобразовать алгоритмы.

Ниже аналогичные показатели получены, в принципе, для ядра 
|[2]- Отметим, что здесь не затрагиваются вопросы максимальной эко՜
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номичности построенных для случая ядра (2) алгоритмов или (в слу­
чае нарушения устойчивости) способы повышения устойчивости.

1°. Будем исходить из формул, полученных в [6]. На плоскости 
(«, х) введем сетку

т. -= у*А; я, = Нг, А = [ Т/Л7].

В узлах сетки будут рекуррентно вычисляться функции

г?(х/5 /); г?(х'> х/) = г? И, у)>
г] (*/. = (г, }); г] (х/, ъ) = Н (4 А У(хА

Приведем схему реализации алгоритма А, приблеженно решающего 
уравнение (1) с ядром (2).

Начальный этап: 0-С/-<7. Для всех 0 < 7<у < 7, в узлах 
(7, у) вычисляются значения функций г? (7, у), г? (7‘ у), у (7, у); р =0, 1, 2 
как решения систем уравнений, полученных посредством дискретиза­
ции соответствующих интегральных уравнений (см. [6]). На этом этапе 
структура ядра не учитывается.

Рекуррентный шаг: Для 7 = у — 3, у — 2, у — 1, у;
гЧ (7, у) =2 гЧ (7֊1, у -1) + 10 гЧ (г ֊3, 7^3) + г» (֊ 4, у -4) + 

-г 12 г,° (7-2, у-1) +6 г°(7—3, у-2) -18 г» (7-3, у-1) +б г” (7-4, /֊1)+ 
+12г? (7-4, у-2) -б г" (7-5, у-2) -18г° (7-4, /-3) +б г» (7-5,у-3)- 
-12г» (7-2,у-2)+б Аг»(7-2,у-2)[г»(/-3,у-3)+г$ (у-2,;_1)+ (3)
+2 г» (у-З.у-2) -Зг» (у-4,у-2) -2 г» (/-2,у-2) + г; (у-5,у-2)] + 
+3/2 А И (7-1, у֊1)-г;(7-3,у-3)-Зг;(/^2, у-2) + 
+4 г2 (7—3, у-2) -г» (7—4, у—2) - 2 А г» (7—2, у-2) г°։ (у-2, у-2)] х 
X [г? (у-1, у-1) -г» (/-3, у-3)] +2 А г? (7-2, у-2) [2 г» (0, у-2) ֊ 
—5г? (1, у-2) +4г° (2,у-2)-г‘> (3, у-2)] + А» г} (7-2,у-2) X 

Х(Зг2(0,у-2) -4г» (1,у-2)+го (2,у-2)] +2Л’г? (7-2,у֊2)г«(0,у֊2). 

Для 7=2, З,--, у—4 функция г» (7, у) и для 7 = 0, I,--., у—2 функ. 
ции г», г}, г{, у вычисляются по формулам, приведенным в работе 
]6]. Не выписывая их здесь, обозначим их соответственно номерами 
(4) и (5). Для 7 = 0, 1 вычисление функции г? (7, у) производится сле­
дующим способом: вычисляются числа I

£>/ = [1+А/2г;(у,у)]^(7,у)+ А£ Я(и)-г»(з,у); 7 = 0,1, (4) 
*—։

о=1 ֊ А/2 • К (0, 0)- А К (1, 1) + А’/2 • К(0, 0) К (1, 1) - (5)

-А»/2/г(о,1)л:(1, о).
После чего

^(0, у) = 1АУ (1 - А /Г(1,1)) + £>{ А АГ(О, 1)]/^/ 0,
(6)

= 1^.(‘ — ау2Х(о, оо + ^.А/г-х-а.о)]/^,,.
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Для функций г%, у в точках с ։=/—!, /, для р = 0, 1,2 имеют 
место следующие формулы:

У—2
т{. /) - А/2 К(1, О)-Грх(й, у') -А £ К(1, 0г? (з, у) +

+ ,/ = 0. I.
др / <=о

/?'р = А[К(0, у-1)-АГ(1, /)-*(!, у —1)К(0, у )],

т/. р - А/2 • [К (0,у) К (1. у ֊ 1) ֊ К(1,у). К (0, у - 1)]. (7)

г?(7-1. У) = К(1,7) ֊ ₽ К(0, у))• /8{,р,

*(], 7) = Ро. ₽ АГ(1, / ֊ 1) ֊֊ 4 р ^(0. 7 ֊ ПМ Р.

Аналогичные формулы имеют место для у(] — \, ]) и у(], /), с той

лишь разницей, что в формулах для 11։ Р вместо ------------ - /
<№ ' 1=о

нужно подставить /(0) и /(1).
Последний шаг: При у — ./V — 1 закончить вычисления и вы­

дать на печать значения у (г, IV — 1), / = 0, !>•••, IV — 1.
Нетрудно подсчитать число операций (умножений и сложений) 

для алгоритма А. Оно составит величину 2 (Л/) = -А_ (77 А’+429 IV— 

— 6086).
2°. Сначала укажем на естественный параллелизм, позволяющий 

реализовать алгоритм А да 16 процессорах. Поясним это утвержде­
ние.

Движение алгоритма А по у —это „сугубо“ последовательная 
часть алгоритма. Параллелизм наблюдается при реализации каждого 
у-ого шага

На первом этапе шага у вычисляется формула (3) и те части из 
формул (4) и (5), которые не зависят от /, т. е. те, которые на дан­
ном у-ом шаге вычисляются всего один раз и помеща стся в опера­
тивную память. Таких частей и формул 10. Для их вычислений задей­
ствуем все 16 процессоров, организовав их рациональное использова­
ние. Так как время, затрачиваемое на первом этапе, не будет зави­
сеть от IV, обозначит/։ его через /։.

На втором этапе у-ого шага для вычислений по формуле (4) пре­
доставим 12 процессоров, а для вычислений по формуле (5) — 4 про­
цессора. К следующему этапу перейдем тогда, когда будет вычисле­
на самая длинная по времени формула, т. е. формула (4). Действи­
тельно, по формуле (4) время составит (у — 5)/, а по формуле 
(5)—2 (у— 1)<. Здесь t — время выполнения одной операции.

На третьем этапе организуем выполнения по формулам (6) и (7). 
Главной составляющей времени при вычислении по формулам (6) и (7) 
является время, затраченное на вычисление сумм типа Р/. Таких сумм 
10. Д..я и... ее; кс/ений воспользуемся схемой „сдваивания“, а для 
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оценки времени воспользуемся теоремой Муври Патерсона (см. [8]).

В итоге для всех сумм время составит =— (у+ 25)/.

25Весь алгоритм займет время Т1а = —- Л/։/ (главная часть). ТеперьО
нетрудно подсчитать к. п. б (коэффициент повышения быстродействия)

Как видим, эта характеристика достаточно благоприятна: при 
наличии 1б-процессорной системы счет ускоряется более чем в 12 раз.

3°. Применение большого числа процессоров (количество (ТУ) 
которых стремилось бы к бесконечности при Л'—» ,“(непосредствен­
но к алгоритму А привело бы к очень малому к. п. б. (Кр —♦ оо։ /V—» оо) 
Причиной этого (сы. [9]) являются выражения, содержащие скаляр­
ные произведения и обозначенные зыше заглавными буквами.

Теперь осуществим абстрактное распараллеливание на О(/У)(Л/—»сп 
процессорах. В основе построения лежит понятие Т и Г'-алгоритмов 
(см. [3]), допускающих полную векторизацию. Основной идеей этих 
построений является замена скалярных произведений, т. е. /У-членных 
сумм типа О/, препятствующих непосредственному раепараллелива- 
нию,—к- членными суммами, где к не зависит от ЛГ.

Можно доказать, что алгоритм А является и Г, и Т'-алгоритма- 
ми (последний отличается экономичностью). Здесь приведем один из 

«основных эпизодов доказательства этих утверждений.
. /—։

Пусть £>' — У, К(0, з)-.-?(з, /). Покажем, как векторизуется вы- 
*-։

числение данной суммы.
Введем следующие обозначения: Ко— циркуляятная Л/ X ТУ-мат. 

рица с первой строкой [Л՜(0, 0) /С(0, !),•••, К(0, М— 1)]; у, 8Х> у — 
скалярные коэффициенты, вычисление которых осуществляется на каж­
дом у-ом шаге за время, не зависящее рт М. Черес Р,, (}, обозначим 
один из ТУ X ТУ матриц перестановок, умножение иа вектор-столбец 
которого может быть осуществлено за время, не зависящее от IV. 
Тогда векторизуя алгоритм А, получим следующее представление 
для Л-мерных вектор-столбцов

■ [00 г8 (2, у), • • ■, г• (֊/ -4, у) о• • - 0]т =7|у Р։ [00 г« (2,у- ֊ 1).. • г; (у - 5,
у —1) 0- • 0]г+1։уР։[00г? (2, у—2)- - -г° (у—б, 1-2)0- • -0]г +

+ тз/[00 г$ (2, у-3) - г» (у—7, у —3) 0- • -0]г +Т4/ [00 г? (2, у-4)• • • 
•••■«’։ (у-8,у֊4)0- - -0]г +Т5/Л[00г? (2,у-2). - •г?(у-б,у-2)0. - -0]г + 

+ Тй Л [00г[ (2, у-2). - т’ (у—б, у ֊2) 0- - -0]г +т7ЛР,[00 г? (2, у-2)- - -

• •»■?(/—6, у-2) 0-- ОН 7։/Рв [1 00- --0]г;
Также для р = 0, 1, 2
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[00 г? (2, /)• • -гГСЛ-Ч 7) 0- • -0]г = ₽м О} [00 г? (2, у-1 )• • г? (7֊5), 

;-]) о• • -0]г 4- ₽2/ (?а [00 гГ (2,7-2)...гГ (7-6, 7-2) о~ О]7՜ +

+ Рзу 00-.*.0]г.
Введем векторы

<1е£
= [?о • • • ?лг-։]Г = • [00 Г2(2, 7) ■ • • г°2 (у—4, у)0•••0]г,

. <1сГ и
ФЛр = Хо [00гГ(2,/).-.гГ(/֊4,7)О-. О]г; р = 0, 1, 2.

___Так как циркулярная матрица перестановочна с любой из мат­
риц перестановок, то легко прийти к следующим рекуррентным соот­
ношениям для / = 8, 9,-”, Л7 — 1:

»' = 2 Ь/Р.-т'՜* + 2 т.,р.- 
к—5

•[Л(0,0)Я(0, А-1)Л(0, Л)-.. К(о, 1)]г,

фЛ Р - ₽1/ <2։ ф'՜1’Р + ₽2> <?2 ф'-2, '+ Рзу (2з • [АГ (0, 0) К(0, Л-1) К (О, Л-2) . • • 

••• К(0, 1)]г, р = о, 1, 2.

Легко видеть, что искомая сумма = <ро. В некотором смысле 
„потерей“ в процессе векторизации можно принять увеличение разме­
ра оперативной памяти, т. к. нам пришлось ввести и запомнить 4Л- 
мерных вектора (это фу, фл р, р — 0, 1, 2). Соответственно несколько 
увеличивается общее число операций, что вполне естественно (см. [3]). 
В итоге оказывается, что при наличия 56Л процессоров векторизован­
ная форма алгоритма А позволяет вести параллельный счет с линей­
ным ускорением (с к. п. б., равным 0,22), что сопоставимо, например, 
с параллельной формой алгоритмов типа Левинсона—Тренча (см. [3]).
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