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КОРРЕКТНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕПРАВИЛЬНО­
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В КЛАССЕ £‘

Пусть С — произвольная односвязиая область комплексной плос- 
хостя х = х 4- ф, ограниченная кривой Г типа Ляпунова. Рассмотрим 
уравнение

+ ябС, (1)
ОГ ОхОх ОХ*

где А, А%, А3— комплексные постоянные, и (-), х£С — искомая 
функция, а

дх 2 \ дх ду) дх 2 \<?ж дд )

Будем предполагать, что уравнение (1) неправильно-эллиптиче­
ское, то есть корни щ я р, характеристического уравнения

А, + 2 Ар = Ар։=*=о

удовлетворяют условиям |р(| <С 1р«1 1' ПРИ »том будем предпол а
гать также, что Рэ-

Задачи Дирихле и Неймана, а также общие граничные задачи 
для правильно-эллиптических уравнений и систем подробно исследо­
ваны в работах И. Н. Векуа [1], А. Б. Бицадзе [2], Н. Е. Товмасяна 
[3], Я. Б. Лопатинского {4], А. И. Воллерта [5] и других.

Краевые задачи для равномерно-эллиптических уравнений второ­
го порядка в случае, когда граничные условия следует понимать в 
среднем квадратичном смысле, рассмотрена в работе В. П. Михайло­
ва [6]. Аналогичные задачи для правильно-эллиптических уравнений и 
систем, когда граничные условия понимаются в смысле Л1 и С рас­
смотрены в работах Э. П. Меликсетяна [7], Р. А. Алиханяна [8], 
Т. Ш. Мадатяна [9] и автора [10].

Краевые задачи для неправильно-эллиптических уравнений и си­
стемы своим характером и методом решения существенно отличаются 
от краевых задач для правильно-эллиптических уравнений и систем. 
Например, однородные задачи Дирихле и Неймана для неправильно­
эллиптических уравнений (1) в полуплоскости имеют бесконечно много 
линейно независимых решений (см. [2], [11].

В работе И* А. Бикчантаева [12] установлено, что если для не­
правильно-эллиптического уравнения п-ого порядка граничные условия 
в определенном смысле будут соответствовать корням характеристи­
ческого уравнения, то такая задача в полуплоскости в классе ограни-
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ченных функций будет корректна. . Аналогичные задачи в классе 
функций полиномиального роста исследованы в работе В. В. Асатря­
на [13].

В работах М. А. Зироян [14], А. А. Закаряна [15], [16] иссле­
дованы краевые задачи типа Римана—Гильберта для неправиллно'эл- 
липтичнского. уравнения второго и высшего порядков в классах Гель- 
дера в ограниченных областях.

■ В данной статье исследуется следующая граничная задача, т^па 
Римана—Гильберта:

Найти решение уравнения (I) такое, чтобы выполнялись гранич­
ный условия

т

Вт г .-Г—о 
• Т

Ие а, (0 ди <г'» _ д (ш (0) |Л| = о, 
дз

Ие а։ (0 —/а (ш (/)) |Л| = 0,
. Оп

(2)

где Т—единичная окружность, д)дз— производная по касательному 
направлению на Т, д/дп — производная по внешней нормали окружно­
сти Т, си (г) — функция, конформно отображающая единичный круг 
на С, а։ (0, а։ (/) — функции из класса Гельдера, /։ (<•), /։ (<) — дей­
ствительные функции из класса 2.' ( 7).

В работе доказывается нетеровость задачи (I) —(2), вычисляется 
ее индекс.

§ 1. Предварительные леммы и теоремы

1. Образы области С, при отображениях г -|- р։г и г -р (1аг обо­
значим через Д։ и Д։ соответственно.

Хорошо известно (см. [2]), что если и (г) — произвольное реше­
ние уравнения (1), то его можно представить в виде '

и (-) = <Р1 (г -г И»*) + (г 4- Н-г), (0) = 0, ՝ (3)
где и <р։— голоморфные функции в областях Л։ и Д։ соответствен­
но и определяются через функцию и (г) единственным образ ом.

Положив х։ (г) = Ш (2) 4- р։ си (г), л, (г) = ш(г) -{- си (г), для лю­
бого г, 0<^г<^1, будем иметь

и(си (гу)) = ?) р.( (г<)) _|_ ?։ р.։

= 1Г (<»' (г/) / - с7р7)7) (у = 1, 2),

(п)
дп = ш'(г() I + руш'(пГ) = 1| 2),

<?и(ш (г/)) = (г/)
дз дз

+А^).Т;
03 (4)

ди (ш(г/)) 
дп

(П) 
дп (>ч (го)+

дп Ъ(МгО).
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Далее, обозначив ՝ ....
а1у (г. I) = а^) ^֊^2 > а2/ (г, I) = а։ (*) , у = 1, 2, (5)-

условия (2) можно представить в виде
Нт |Ке V ао(г, —^/(^ = 0 (7—1, 2), (6)

г-։-о || ‘ Ц։

где ?у (г) =?;(։)(/ = 1, 2), (0 = Л (и‘(0) (։—1, 2).
Через и, (г) и ш, (г) обозначим функции, конформно отображаю­

щие единичный круг Э+ на области и А։ соответственно. Далее 
,. — *** <

положив 4ц .(а) « <РчЧо։։ (г)). Ф։ ('* ):=*?։ (ш։ (*))< “։ (г) = “Д (?։ (г)>, “а (*) = 
= л։ 0։ (г)), условия (6) представим в виде

Вт Ье £а/у(г, £)>у («у И) ֊ ^(#.)|«0, (։ = 1, 2). (7)
г-’З-оЦ

Лемма 1. Функция «/'(г) (/ = 1, 2) обладает следующими свой­
ствами; ' ,9 • ч !♦- , », •-

а) взаимно однозначно отображает О՜՝ на себя, сохраняя на­
правление на Т;

б) якобиан отображения отличен от нуля՝;
Г) а1 (О Т) принадлежит классу Гель дера, И (•);
д) для любого г^>0 можно указать гп<^ 1 такое, что, если 

г0< г -С ), то

к м—<(о։/,(Х;<8
для некоторого •' > 0 (} — норма в пространстве Н (/.)).

Доказательство. Утверждение а) непосредственно следует 
из свойств функций и>, (с) (/— 1, 2) и из определения функции а( (г) ■ 
Якобиан отображения г -|- г равен I —поэтому отлучен от ну­
дя. Учитывая, что функции ч>' (г), Ш1(г) и «и (г), непрерыпны^на 2)+и не 
обращаются в нуль, получаем доказательство утверждения б). Утверж­
дения г) и д) также следуют из свойств отображающих функций о> (г\ 
“1 (г) и <о։ (г) (см. [17]).

2. Для произвольного ((: Т и г £ № положим

г)- -<4-,<г = ։• 2>- <8>
Имеет место

Лемма 2. Пусть 1^Т, Существуют, постоянные
Сг{{ = 1, 2) такие, что

|г'<'"։)|<с'(^ + 1^)<'-1'2)- (9)
где 8<՜ 1.
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! Дож аз* те льет в о- Из (8) имеем

-=, ч <(<)(* ֊*) «) + *(*).
Kl{t'z>՜ (я, (<)-«,(*))(*-*)

Полагая х«^, где |т|=1, числитель этого выражения представим в 
следующем виде:

•;<о «֊4+«; (о (’-г») + «, ь) -»/ (0 4«, (го ֊ *t ы
Тек как

(f)(f - е) Ж= - [ а; О) */и. а,(т) - а, (О -= J % (о) Л,

I •

< W (f-x) - *, (f) 4-«, (х) -«;(О (t-rt) 4- «, (г*> - (’) 4-
t

ч-J« (»)֊«; (о) л- 
/

В силу леммы 1 для некоторого 8։ > 0 имеет место

|*i (а) — а/ 0)1 < Ct |u — t|*’ (С։ »»const), 
поэтому

< (u) — < 0)) du |<| J |«i (в) — <(01 !rful1 < c*’ I I“՜ <

< C, It- f|l+‘‘ < C4 (1- г)4* 4- If -^Г‘‘).
где Ct i(i —■ 2, 3, 4) — некоторые постоянные. Учитывая, что

1а?(0 (’—г։)! < const (1—г), I*,(гт) — a, (t)| < const (1—г),
из (10) получим

|aj (t) (<—«) — *, 0) 4֊ «1 («)| < const (1—0| ЬО — z|l*‘։). (II) 

Тек как согласно лемме 1 якобиан отображения а (х) отличен от нуля, 
•ТО

|в/ 0) ~ “/ (։)1 > const |/ — х|. (12)
Теперь из (11) и (12) следует оценка (9). Лемма доказана.

3. Введем в рассмотрение операторы

(rtg)(z) = -1 [ Kt(x, z)?(t)rft (Z = l, 2), 

r 
Имеет место
Лемма 3. Для любого g С L' (Г) функция (Tig) (х) удовлетво­

ряет. условиям:
а> КПЖгОКСЫ, (0О<1),

։де С —постоянная, не зависящая от g и г;
б) если (77 g) (t) = ( Т. (ТГ' g)) (t), 16 т, mo для некоторого це­

лого п функция (Тя g)(t) принадлежит классу Гельдера.
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г) lim ։(г,г)(гО-гг^)(г)5,=о. г-1-0
Доказательство. Утверждение а) леммы следует из оценки

(9). Так как а (О принадлежит классу Гельдера, то (си. (58])
I йИх) -И С г
I 7=71 < |7=7г '°с 1}’

где С ие зависит от t и t. И ; этой оценки следует доказательство 
утверждения б). Для доказательства утверждения г) рассмотрим пос­
ледовательность функций gn (/) из класса Гельдера такую, что 
krt ~ &S. “* 0> при и—оо. Из определения функции (Ttg)(z) будем 
иметь

К 7 g) (rt) -(T,g) (OS. < J( Tt (g„ - g)) (rt)\ + [(Tt g„) (ri) - (T, Sn((tK 
Из утверждения а) этой леммы следует, что

|( Ti — g) const Jga — gf.
Так как фукции g„ (t) из класса Гельдера, то функции (Ttgn)(z) так­
же из класса Гельдера на М+• Поэтому, применяя формулы Сохоц- 
кого—Племеля легко убедиться, что

Ни КЛ?Я) (rO֊ (7’zg„)(Z)J1=O. г-1-0
Утверждение д) леммы доказано.
4. Пусть А (г, 0> 0 < г С 1, t^.T, матрица с элементами aij(r, t) 

(i = 1, 2, j = 1, 2). Так как det А (г, t) = 2ir (р։— р։) |<о' (rZ)|։, то det 
А (г, t)=f=O, для любого г(0<^г<^1). Положим Л г= det А (1, t),

= ^41/(НД՜1, где ^'/(0 — алгебраическое дополнение элемента 
а»у(1, 0 в матрице Л(1, f). Далее обозначим

♦, W = ♦, (г.. *. .) - Л Г Л +
т.г .1 т — z

(И)'

кг J - — г г
где р/ (0 ~ функция, обратная к ау (/) (у = 1, 2).

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть g\(t), Тогда Функции՛

фу (х) (/ = 1, 2) ия (14) удовлетворяют граничным условиям
li^jRe f aiJ (г, t) fj (ay (rO) - (gl W - GfV> (0)| = o (Z=l, 2); (15>

где функция (0 (Z = 1, 2) определяется формулой

(0 = G, (gl, gi, t) =ReJ] V f bkj (x) gk(x)dx +
yt^i ki J aj (x) — aj (t)

, 1 (16>

+ Re 2 Л {bj(։,՝) g‘ (*) Idx.
"1 it։ J 2 It J t
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Доказательство, Из свойств функции (т) (см- [17|у следует, 
что для некоторого 80^> 0 имеет место оценка

\аи (г, 0 - a,j (1, 01 < const (1 — г)4.
Так как

I'('/(’/(r/))J։ •<՝ const In (1 — г) \
ТО

lim1(aiy (г, t) — a< (1> ОНА*/ (r0)J> = 0՛
г-*1—О

Поэтому для доказательства теоремы достаточно установить, что 
и 2 II

lira Re V а,П, /)ф, (=, ('0) ֊ (^ (О ֊ S? (0) i| = 0.г -»1—01 « J ' ՛!

Из определения функции фу (г) имеем
(«,(,<»- КеД0„(1, ֊

+ Re S

—g*(т) * + а/ (0 — =/ И)
а,д(1. О bkJ (') % (') 

ау (т) — a, (rt) (17)

Так как 

£ a,,(l, bk, (т) = 
7-1

1, при I = к,
0, при / =f= к.

то из (17) следует

Re £ al} (1, 0 фу (ay (r0)= R* £ £ 4X
/-1 у_1 тег J <1J (0 — ij(rt)

X bkJ (т) gk (т) Л - Re £ А С kj (ь rt) g,(z) + Re А «
;-1 J *— rtт

=-- Ji (г, t) - J, (г, 0 + Re 4 f— d-.. 
r.i,) t— rt

т
Учитывал оценку

՝aU (1» ') — atj (1, 01 < const !т — (^Х)),
для любого г, 0 << г < 1 будем иметь

а/>/(1> 0--а/У(1, т) . 1
‘ --------77---- 'С const;------- =—j- •аУ(т)—ау(0

Используя формулы Сохоцкого—Племе/»я и учитывая, что функции 
Ji (г. О (*€ Т, 0 < г < 1) равномерно ограничено в L" (Г) для неко­
торого р > 1, получим
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Из леммы 3 также имеем

ом(1» 0 — о/; О» Р 
»/ (Р —«> (Р

Ьк, (р (Р <1֊ .1 = 0.

г|1“вр։<Г։ ~ Ке 2 77 ] к,^гя՛ ^)с/х| “

Теперь, учитывая, что

{ 1 С £/ (Р 1 СНт Йе — -^-<А - £,(0-6-. 
г—I—о| *ф-г1 61 ՝ ' 2-1 Ут т

3/ (р 1 ■= 0, 
1։

завершаем доказательство теоремы.
5. Пусть £։ (р, #,(/)£/.՛ (7") и функции (Р> ^։) (Р опреде­

ляются формулой (16) — С1 (#։» йа. Р (г = 1» 2). Аналогично мож­
но определить функции (р = С1 (${՛), gp (р (г = 1, 2) и т. д. Чере3 
5(՞’ (Р (։ = Ь 2) обозначим функции, полученные на п-ом шагу. По­
ложим (а) = ф/ (£1*’, gշk\ г). Согласно теореме 1

Нт_ |ке Д ам (г, /) +? }(гр) - (^}(р - ^*+։) (Р)[. = 0(։ = 1, 2).

(19>
Применяя оценку (18) и лемму 3 легко установить, что для некото­
рого целого числа п0 функции у\п‘+г> (I) (/ = 1, 2) принадлежат клас­
су Гельдера. Обозначим

= 1 Г

*։ Л * — гт

+ - [ (; = 1, 2), (20)
Л ■։ — гт

где

Ъ (о=§1 (Р + (р+• • ■ + (р а = 1,2). (21)

Из теоремы 1 и из (20) непосредственно следует

Теорема 2. Функция (г) (/ = 1, 2) из (20) удовлетворяют 
граничному условию

Ига | Йе £ а1] (г, Р фу (ау (гП) — (^ (р — ^п’+1) (/)) | = 0 (г = 1, 2), 
Т-1-02

гд и ) - р (г — 1, 2) принадлежат, классу Гель-
д^га.
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§ 2. Задача (!} —(2) с граяжчвыин функциям 
из класса Гельдера

1. Для произвольного г(0<г<1) через Г*, обозначим замкну­
тую кривую в единичном круге О+, определяемую параметривеским 
.соотношением г = а.к(г{), где I— комплексный параметр, 7*.^ Функ 
цию, конформно отображающую внутренность кривой Г*г(& = 1,2) на 
единичный круг, обозначим через °\г(г)- (0) (,,*Д0) > Поло­
жим

“*(г, *) = Ю1г(«(г/)) (&=1.2)>

Мп 0 = ’Г։ (г. 0 (■'< = !. 2).

"‘М*-------֊7’ ЧТ.^Т.
о-к V, т) — ®* (г, 0

"Учитывая лемму 1 будем иметь (см. [19])

1Мп-ок с, к-’Г (1*<1),
Л* (г, /. -)֊Л*(1. Л 4-Л* (г, ’) И-<1‘(н< 1), (23)

где

(!1։) °

по обеими переменным Г для некоторого |1։^> 0.
2. Докажем теорему.
Теорема 3. Пусть функции Ф/(а) (у = 1, 2) удовлетворяют 

граничному условию (7). Если функции ёк(1)(к = 1, 2) [из [класса 
Гельдера на Т, то функции Ф/(г)~из класса Гельдера на О+ Ц Г.

Доказательство. В предположении, что функции Фу (г)(у=>1,2 
удовлетворяют условию ;Фу (г/)| (1 — г)|-* 0, 7՞ равномерно при
г-*1—0 (эта теорема доказана в работе [9]), положив Ф;г(г) = 
= ФУ (“>/г'(г)), условия (7) представим в виде

Л-0|Ке *)<Мв/(г» О)-я* 0)^=0 (* = 1. 2)> (24)

где ау(г, Г) (у = 1, 2) определяются по формуле (22). Обозначив 
2

Г к (г, /) = Ее Д а// (г, /) г (г, I)) _ (0 (Л = 2)

лолучим
=0(/е== 1, 2), (25)

1 2

й0Ф"( “А՛'»+֊

= 2^(0 + 27?Ип <) (&=1, 2).
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Далее пусть Фр- (х) =Фр (х), x£D+ и Ф;Г (z) = (г՜’), |х] > 1. Тогда
предыдущие равенства примут вид
Ф*,(а*(г, 0) - f ml? (г. ОФ#(«(г, О) + g?(r, 0 -г Л1։’(г,<)) (*=1, 2), 

/=։
______ (26)

где t) — элементы матрицы M(r, t) = —(A(r, t)) 1 A(r, Г), а
g™ (г, t) = 2 2 a*'/ (г, 0 gj (О, R? (г, о = 2 f а (г. t) Rj (г, П. (27) 

>-։ /=։

причем atj (г, t)—элементы матрицы (Л (г, Z))՜1.
В дальнейшем, если <р+ (х) и <р~ (г)—некоторые функции на D+ м 

D~ (D~ = [z; |х| > 11, то под <p(x) будем понимать функцию 
т(։)=р+«.гер+.

I ? (г), z^D '

Если же у (г) определена на D+ (J Z)՜, то через ?+(z) и <р՜ (г) будем 
понимать сужения этой функции на D+ и D~ соответственно.

Пусть теперь

(a* (г, t)) = £ ml? (г, t) ф7 (ay (г, /))(*= 1,2,0 < г < 1), (28) 
/-։

где т!?(г, О — элементы матрицы (М(г, О)՜՜1, сопуствующей однород­
ной задаче (26). Наряду с задачей (28) для любого целого п > 0 бу 
дем рассматривать также задачи

♦?(«*(»•,<))= 2 тЙЧгЛ)«/^^/)) (* = 1,2), (29)
>-։

где ml՞’ (г, I) = ml? (г, t) (aj(r, t)) п (0 < г < 1) — элементы матрицы

М^(г, /)(«> 1).
Докажем, что если г «= 1, то для некоторого целого по^О зада­

ча (29) нетривиальных решений в классе функций обращающихся в 
нуль на бесконечности не имеет. Задача (28) при г — 1 в указанном 
классе имеет конечное число линейно независимых решений (см. [20]). 
Пусть Ф(*’(х) = (Ф՝*’(х), Фа*’(г)) (* = 1, 2,•••, т) — эти решения. Че­
рез п*(* = 1, 2,---, т) обозначим порядок нуля вектор-функции 
Ф'*’(х) на бесконечности. Возьмем целое число п0 так, чтобы имело 
место л0 > шах {я*, *=1, 2,•••» т). Теперь, если задача (29) при 

г=>1 имеет отличное от нуля решение Ф(г)(Ф(оо) = 0), то вектор- 
функция

Ф(г) =
Ф (х), х^ О+, 

х՜** Ф (х), х £ D ,
будет решением задачи (28) при г = 1, что противоречит выбору чж-
С Ло-
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Далее положим

тде 
что

Ф/г(*) •
часть функции г“Л Ф^(г) в точке г =0. Ясно,Рп,г (х 1 ) — главная 

функции Ф»/г(г) (/=1. 2) удовлетворяют граничным условиям

Фмг(в*(г. 0= 2 т17’(г, о Фл./г (aj<r> 0) + f?’(r, о +

+№ (г, t) {к= 1, 2), (30)

•где ml*՞' (г, 0 — элементы матрицы *’ (г, <) = (^ (г> *)) •
( ^(r,t)a‘ 0 V т^(г> т»(г>

м’-Лм)« ~
\ о («Ï (г, t)”' / \тп (г, о mil (г, t)/

(г, t) = gi>(r, f) ( а* (г. 0՜՞* + Рг.^ («а ' (г, 0). 

/?1։)(г, 0 = Л1”(п 0 («>(". огЛ։. (31)

Так как функция Фя,/г(а) (/'= 1« 2) ограничена на бесконечности и 
( оо) = фу (0), то обозначив

рА(г, О = Ф֊*, (0 - Ф* (0) (к = 1, 2), (32)
зи (30) получим

ml/'Vr, Р»(г, т))р;(г, Т/д (г, т)) d^ +

2 Г g^(r, Мг, 7)) , 1 f R\»(r, Pi (г, t))rfT
2</J т —x '|-2«d t-x

(х) = - — Г т) </т + Ф* (0) (к = 1, 2), (33)
214 „> т — г

г

тде Т/*(г, т)=а/(г, р*(Г| т)). Применяя формулы Сохоцкого—Племе- 
.ля можно установить (см. [20]), что функции р*(г, /) (&—■!, 2) удов­
летворяют системе интегральных уравнений

г
тде

AtJ (г, t, т) х- (t — f) f ■2,*n‘) (r’ zMr, 7) + т1^(г, t)q.'j(r, *) \ _ 

\ «л(г. t)-a»(r, 0 »?(g 7)—ây(r, 0/
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Л31(г> 0 = £ Ф/ (0) т'«;> (г, 0 + £«> (г, 0֊ 
/-։

Обозначим

М1У (г. ц г)=,п17’ (г, т) -1— -—\ + 

\х —* а*(г, *) — а*(г, ф

+ „(у, (Г, ,) (-Х _ \ + <^0֊”1У(^) .
V— * «/(г. х) —а/(г,/)/ ’ —<

Систему (34) представим в виде
£ С Р1(г, £ 1 [ МЦ(г, 6 х)ру (Г Л Аг, х))Л=
у-1 *1 А X — / у_| 2«£ _)

= Г?’.(г, 0 4-^” (Г, о (к =1,2).

Умножим последнюю систему на матрицу М"’ (г, /). Получим

4 >. (*■«■»■ <)) л _ |_1_ й?, (г>։) р; (г>; (г> л=

“ Д т™ (г, О (г, 0 + Д тГ;> (г, /) /?Г (г, <) (к = 1, 2), (36)

тде (г, I, х.) и ^n*y,, (г> V ~ элементы матриц М1"*\г, <)• Л/(1) (г» Л х) 

я (г, /) соответственно.
Умножив теперь (36) на («< (/—и))՜1 и интегрируя в смысле 

главного значения Коши, будем мметь

Р* (г, «* (г, и)) — £ С М^(г, а, х) ру (г, яу (г, т)) ^х = (г, и) +
"1 2 «I и т

+ ^\г,и), (37)
тде

«г?(<■.». ՝)=-г/
т
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g^(r,
и) = У — f mW (г, tig™ (г, t) dt
’ /=| J Г —Пг

/?14) (л м) — S X dt. (38)

У
После применения интегрального преобразования с ядром М (г, t, t) 
к системе (37) конечное число раз получим

2 -1 л» **■*
Р» (г, а* (г, /))- V ---- М/ (г t, т) ру (г, а, (г, т)) -

у=։ 2 я/ J
= Я,4) (г, t) + /#’ (г. /) +~f(r. = 2), (39)

где функции t, *) принадлежат классу Гельдера по обеим пе­
ременным и

Пт И(г, ОЬ = 0 (40)
г-.1-0

для некоторого р > 1. Далее, из (39) имеем
Ря(г, а* (г, О)֊ J] ^֊. f M?(l, t, х)ру (г, «у (г,т))Л-

= Д ։> ’) - M’J С1’ *• (г- ’)) л +

+ g“’ (г, t) + R? (г, t) + 7* (г, t) (к = 1,2). (41)

Пусть теперь (Z) (к = 1, 2), • • •), <?к (t) £ Н(л), f^T— полная орто- 
нормированная система. Для любого е>0 матрицу Mw (1, t, г) мож 
но представить в виде

М(1> (1, 6 Т) = 2 <?р (f) GP (т) + (1, t, X), (42)
р-1

где Gp(t) (р = 1, 2.--..V)— матрицы второго порядка с элементами 

из класса Гельдера на Т, а матрица Л/<։) (1, I, т) удовлетворяет усло­
вию

3
Ё |M?(1, t, -)|<е. (43)
J —• ?

Учитывая (42), систему (41) можно представить в виде

Р*(п «/(п 0)- S ~ te’(l. t. т)р; (г, ау(г, -))
y_i 2 кг J 

7 •

= S ^0<р<;()х V -L (*(МГ(г, /, т)_
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-ЖГ/(1»6’))рЯг,Г(г,<))Л+^,(г,0+ Я՝'1 (г. 0 + 7» (г. 1)(к = 1,2). (44) 

где вектор ср(г) = (ср1 (г), ср2(г)) определяется по формуле

5<6)(т, О3Я(5,(г, 0 +-֊-. [ 2 (г, u)gl5)(r, и)(1и,
2 кг I

СР ('*)'= Г՜. | Ср(г)?(г, а (г, 0)<+. р= 1, 2,---, Ы, 0 < г<1 (45) 
т

(р(г, а (г, Т)) = (р,(г, а։ (г, '))> Р։(г> «»О'» ")) Пусть 2(0 т) = (Я4, (< т), 
к 1, 2, /=1» 2)—матрица резольвенты уравнения (44). Если б^>0 
достаточно малая величина, то из (43) следует что (44) можно пред­
ставить в виде

р*(г, а*(г, 0)—£ 7^՜. I Л/,’5’(г, 0 ') р/(г, а/ (г, ')) Л = 

г

= Е (') (0 + 8™ (г, п 4֊ 7?‘5’ (г, 0 +71” (г, П(к = 1, 2). (46)
р-1

где
^*(0 = 2^- Г+ ’»^(0^+?Д0 (*=’. 2).

г
Л/0’(г, #, т) = — Г 2 (I, и) (Мн) (г, и. т) - Л/‘4)(1, и, т)) <1и, 

2 «г 7 
т

Я<5) {г, I) = ?4) (г. О + ^֊. [ 2 (0 «) (г. и) с/и,?" (г. О - 7 {г, 0 +
2 к; .1

Г
+—Г а (о и)7(г,«) <ь, я(5։ (г. о = я(4)(г. <) + 

2«՜.) 
г

+ | $2 (/. и) Л(4) (г, и) <1и. (47)
2 кг.)

г
При этом функции ։рр> (0 (р = Ь 2.,։։> М линейно независимы при 
фиксированном к(к=*1, 2). Наконец, если 2(г, t, т) = (2^(г, (, ), 
к°*1, 2, 7=1,2]—матрица резольвенты системы (44), то справедливо 
равенство 

—
Р» (г, а* (г, 0) = Е с₽* V (г, I) + ^6) (г. О + (г. О +

+7”(г, 0(* = 1.2). (48)
где

^(г, о - |2*1 (<» 0 фр! (0 + й*2(г> *) ?р2 (0 </" + (О,

т
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£ Kl 
Т

R^(r rt= Æ(S)(r, 0 + — I 2 (n *՝ и) #S)(r’ и> du- (49) 
т

Для fp։(r, t) равномерно на Т 
lim T,4(r. t) = fpb(t). (50)

г -.1-0
Из (48) получим

?ч(^ о = £ ср*(r)îp*?•(г՝ z»+ ^Лг՛ + 
р-1

+ №(Г, ₽*(г,0) + 7^(п U 0) (Л = 1. 2). (51)

Так как согласно (22)

Мп *)1 
Mn«)-Ü»M

^Ц-(К<1, Æ=l,2,0<r<l), 
(т-<|

то учитывая свойства [матриц 
можно представить в виде 

2 (/, и), й(г, t, и), функцию Æl6)(r, /)

/ei?”(r.ß*(n *))- ^(r, 0+ J + t) {к - 1, 2),

(52)
где функции M7)(r, t) и /?*8) (r, t) можно явно выписать и

Jim J/?‘71(n 0Ji = 0, lim ^’(r, /)}р=0 (53)
/•-♦1-0 г-1-0

для некоторого р>1. Что касается вектор-функций g(G1 (г, ß(r, /)), то 
учитывая соотношение (23), легко установить, что существует вектор- 
функция g£6j(0 из класса Гельдера ва Т такая, что

<r- ß (п 0) ֊ (')!„(;„ = о (Х> 0). (54)

Из (40) и (49) для некоторого р > 1 также имеем

lim 0/(r, ß(r, f))Jp = O. (55)

Докажем, что множество чисел срк(г) (/> = 1. 2,---, N, k — 1, 2, 
O^r-s^l) (определенных формулами (4;)) ограничено. Действитель՜ 
но, предполагая что эти числа не ограьигены, обозначим

I (г) = тах|с ,(; )/ (р = I, 2, . -Д/,֊ к^1, 2).

Подставляя р (г, /) из (51) в В! р ж- ( 3 для фуькпк ՛ '' ~,г (г) и 
разделив полу-.скное pu.-.e f.o i . учетом (52) г.о..у-.ù



Корряггяис г.рь-зчиые задачи 323-

л (л) Ф'**Л*) -
у Г ?,»(<■ М^))
Я Цг)^

1(11՛ , 1 *) ,
“ Чг) \277j 7^7 + 77 1 * +

+ 277 ] ^)(?-г(ГЛ)) + Ф* <°) )• (56)

Выберем последовательность г*, г*—»1 так, чтобы имели
Пт К(г») — со.

Л — ОО
Не теряя общности, можно предполагать, что сходятся также После­
довательности срк (гк (). (г*))֊1 (р = 1, 2,• • •, М, к = 1, 2) и

Переходя к пределу в (56) при г а — 1 и учитывая (53), (54), (55), по­
лучим

г и - АхI 2 ХР* •։>» (& *))֊ * 0« * е о-, к = 1,2. (57)

Обозначим

(0 = 2 х,4 <?рк (₽* (1> ’)) (* = 1.2). (58)
Р 1

Из (57) следует, что функции ?* (/)(& = 1,2) аналитичны в О+. Так 
как среди чисел 'лрк есть числа, равные по модулю единице и финкции 
?рА(0 (р = 1, 2, для любого к (к = 1,2) линейно независимы, то 
вектор-функция ‘Р+(/) = (?+(0> ??(0) отлична от нуля.

Подставляя теперь функцию р* (г, #) (л = 1, 2) из (51) в вираже 
ние (33) для функции Ф^г(-г) и учитывая, что равномерно при 
г -*■ 1—0т*7>(г> ")) — ?*(1, т), аналогично получим

^1֊ [ т;)?;(7?։.(;, т))-£-==о, (59)

т
Из равенства (58) следует, что функции

2
Ф7М = 2т!?'։1,^(1, х))<Р/+(7/4(1,т))(Л=1։2) (60)

аналитичны в 2) и <|а (о - 0. Из (59) также следует, что 

(«*(!, (I) = V ш’;1 (1, /) 1/՜ (1У (], I ). Г, 2.

4-79
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Тем самым задача (29) при п = ло։ г“1 имеет отличное от нуля ре­
шение, равное нулю на бесконечности. Это противоречие доказывает 
наше предположение о коэффициентах срк(г) (р = 1, 2,- • • М 4=1,2, 
0<г<1).

Теперь выберем последовательность г։(/ — 1, 2,• • •), г, 1, так։ 
чтобы последовательности с 4(г։) имели пределы для любого р=1, 2,-• • 
Л/ и к = 1, 2 при г, —- 1. Пусть

Нт с к(г։) = срк (р = 1, 2.• •՛. к = 1, 2/.

/Подставляя функцию р*(г, /) из (51) в формулу (33), получим

. Л £ \т*7' (п, р, г))
2^՜ / "

’ 1 С т1У(Гр ^))^6)(Л,К(^ .
#214 Л х-гт

, £ I |‘/п1л;’(г/, рДгрх))/?^»^, -.)) , ,
------------------—------------------*+

1 1' ^(г,Лк{грх))^ (гД^.х)) , . 
+ 1 ------------------ -— -------------------л +

,1 Гй-ЦгЛсг.’». , ։ Г*Т>(г,Л(лг» 
--------л+2^-?)------ ---------------------------- <61>

Так как равномерно при г £
Нт ш;г(г) = х, г.1-0

■те
11т Фл<д,- (х) = г-л,ф* (г) — Ря,» /— ) , г £

где Р„к(х ՛) ~ главная часть функци х~Л'Ф*(х) в точке г — 0. Те­
перь, учитывая соотношения (52)—(55) и переходя к пределу в (61)» 
при г*-*1, получим

«-л.(-)- ££\х/ ; = 1 р_1 2-И1J х — г ~

V 1 ՝))^в’(Р.(1,х))
А 2^ ^=~г------- ------- * +

1 Сг?(1.ММ)
2*1 и т — г 

т
<1х, г^.
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Так как все функции ур] (t), g<® (t), (1, f) (p = l, 2, -■ ■ N),
к = 1,2) принадлежат классу Гельдера в Г, то функции Ф*(а) 
(к = 1, 2) принадлежат классу Гельдера в D* U Т. Теорема доказана.

§ 3. Исследование задачи (1)—(2)

1. Пусть <|>/(з) (у = 1, 2) —функции из (20). Делая замену 

фу (г) = фу (z) + Ф/ (г) в (7) относительно новых искомых функций 
Фу(г) (/ = 1» 2) получим

Пт |Re Д ак) (г, t) Ф. (a, (rt)) - g£”+’> (t)\ =0 (к = 1, 2), (62)

где — Gk (g["։', g^՝\ t) (к = 1, 2) принадлежат классу Гельдера. 
Из теоремы 3 следует, что функции Ф, (z) (у' = 1, 2), удовлетворяю­
щие условиям (62), также принадлежат классу Гельдера на £+11Г. 
Поэтому условия (62) можно понимать в обычном смысле

Ref оА,(1, 0Ф/(«/(0)»Йм”(0(4=1.2), (63)
у-։

где aiy(l, t) определяются по формулами (5) при г — 1. Применяя 
представление Товмасяна (см. [21]), можем утверждать, что существует 

единственная голоморфная в D+ функция Ф j (z); принадлежащая клас 
су Гельдера в Z)+U Т такая, что

ф) («Л0) = Ф/.(0 + ^-.
2 яг

где
_ aJ(‘) 1

х/(^։ Х)~ау (т) —a7(0 ~ •z — t

Тогда условия (63) можно представить в виде
2

Re S 
7=1

где hkj(t, t) = akj\ (1, 0'/(t т)-
Граничная задача (63) исследована в монографии |20]. Индекс, 

задачи (64) определяется формулой

х = 2--- — Аг arg det А (1, t). (65)՛
IV

Пусть теперь х։ и х, — индексы функций ax(f) и a։(f) соответ­
ственно. Легко проверить что

— Аг arg det (А (1, t) = 2(«i -г х,). 
к

г)Фу(т)Л (у =1,2), 
г

а*у(1,/)Ф/(0 + j Л*/(Л-)Ф/(’) ^1=Я(/։+։,(0 (к = 1, 2), (64) 

т

Тем самым индекс з да՛ и (о.) р^пен 2 —2 (xt г >։). оро_ьо , тно • 
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(см. [20]), что необходимые и достаточные условия разрешимости не­
однородной задачи (64) в классе Гельдера имеют вид.

| g(я•^hl, (о ** (о </5 = °>к =1 ■2’ • • • ’(6б) 
г

где -»ДО, *лг(0”некотоРые действительные 2-мерные вектор-
функции из класса Гельдера, являющиеся решениями некоторых си­
стем интегральных уравнений: ^<"«+1)(;) ** (О скалярное произведе՜ 
ние векторов и **(/). Подставляя в (66) выражение для
функции г'о+п. получим следующие условия разрешимости неодно­
родной задачи (7):

Г(О С*(0 Л “ 0' к “ 1, 2, • • •, Н, (67)
г

где 6* (0 (4 = 1, 2,- • •, ЛО — вполне определенные вектор-функцыи из 
класса Гельдера. Ясно, что условия (7) необходимы и достаточны для 

, разрешимости задачи (7).
Докажем, что условия (67) эквивалентны условиям

= к “ 2«՜ • ՛• (68)
т

Действительно, пусть ?(0 = (||(0, й(/))(/>'(Г) и удовлетворяет 
условиям (68). Тогда существует последовательность вектор-функций 
gл(t) из класса Гельдера, сходящаяся к вектор-функции в смыс­
ле 1У (Т) и удовлетворяющая условиям (68). Следовательно для 

задача (7) имеет решение. Поэтому вектор-функции £„(<) удов- 
. летворяют условиям

С g^> (0 С* (0 Л =0, 4=1, 2,• М 

т

Переходя к пределу при п->со, получим условия (67). Пусть теперь 
НО" (*(<)» Я։(0)€4’(Т՜) удовтетворяет условиям (67). Выберем 
опять последовательность вектор-функций /я(0в/">(0, /«’(О из клас­
са Гельдера, сходящуюся к вектор-функции g(t) по метрике Ь՝ (Т) и 
удовлетворяющую условиям (67). Тогда задача (7) с граничными функ­
циями Дп(0> 71”(0 будет разрешима. Из теоремы 3 следует, что ре­
шения этой задачи также будут принадлежать классу Гельдера в

и Т. Поэтому

[/«(0^(0Л=0, Л = 1, 2,..;Л. 

г
. Переходя к пределу при п — оо, получим условия (68).

Тем самым установлена следующая
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Теорема 4. Задача (7) нетерова. Индекс этой, задачи равен 
2—2(*։ + «։), где х։ и ъ֊ индексы функций <։,(#) и аг(1) соответ­
ственно. Неоднородная задача (7) разрешима тогда и только то­
гда, когда вектор-функция (16 (0> £1(0) удовлетворяет условиям 
(67). *’

2. Общее решение задачи (67) можно представать в виде 
и,

I («)=*=£ Л Ф*(*) + Фо (։)> 
к-\

где числа б/, — произвольные действительные постоянные, ф* (х) =« 
= (Ф*1(х)» **։(*)) (А = 1, — решения однородной задачи (7),
а Фо(*)֊(Ф<и (г), Фи։ (*)) — некоторое частное решение задачи (7). 
Положив

?*/*)= J Ф*/(°»7։(х))^,?о/(-։) = J Фо>(“»/1(«))^ (/ = 1, 2)> 
о о

функцию и (г) из (3) можно предстивить в виде
N, _ N, ~

«•(«) = S d„ Ա 4֊ М) = É Հ <ри (г 4֊ Но«) 4֊ 
й=1 ։»1

4- «Pot (* 4- h«) 4՜ «Роа (* 4- Но«) 4֊ <4> (69)
где </0 — произвольное комплексное число. Из (69) и из теоремы 4 
следует

Теорема 5. Задача (1)—(2) нетерова. Индекс этой задачи 
равен 4—2.(*14-*։)> где и х։))— индексы функций at(t) и а^(1) 
■соответственно. Неоднородная задача разрешима тогда и только 
тогда, когда вектор-функция (Д (<“(<))> Д(®(0) удовлетворяет ус­
ловиям (68).
Ереваасха* полятехавчесаиС институт Поступала 27.IV.1990

Հ. Մ. 2ԱՑՐԱ4ՆՏ5ԱՆ. Կոոհկա եզրային խնդիրներ ոչ նշզրիա 
.Արի Տամար Ц դասերում (ամփոփում)

էչյ>պաակա& Տավասարում-

Հոդվածում հհտպոտվոսէ է Ռիմ ան-Հիլբերտի տիպի եզրային խնդիր հաստատս։]։ կոմպ- 
д4/п գործակիցներով երկրորդ կարգի ոշ հշգրիտ էլիպտիկ հավասարումների համար։ Եզ­
րային պայմանները հասկացվում է Լ1 իմաստով։ Ապացուցվում է այդ խնդրի նյոթերու- 
թյսձց, հաշվվում է ինդեքսը։

H. M. H AIRAPETIAN. Correct boundarg value problem! for nonreggllar-elltptiC 
equation! in a clati Ll (summary)

In the paper the Riman—Hilbert type problem for nonregyliar-elliptic equations 
■whith constant complexcoeff icients is considered. Boundary conditions are introdu­
ced by Z.1 means. It is shown fhat the problem is noctherian and the index is calcu­
lated.
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