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О ПРИНЦИПЕ МАКСИМУМА

Из хорошо известного принципа максимума следует, что если 
u(г) — субгармоническая в ограниченном открытом множестве 2 функ­
ция и

lim и (z) О (1)
zfi’, *- с

для любой граничной точки \бд'2, то u (zl <0 всюду в 2.
В данной статье обсуждается следующий вопрос: можно ли, при 

дополнительных ограничениях ч рост функции и (z) вблизи границы 
2, ослабить условие (1) во всех граничных точках так, чтобы прин­
цип максимума оставался верным?

Теорема 1. Пусть и (z)— гармоническая в единичном круге 
функция, удовлетворяюгщая условию

г I А 11и (z) < exp exp -——- > |z| < 1, (2)
I 1(1—H) J J

где a, 0 <Z a <C 1—некоторое число. Если существует число е>0 
такое, что для любой граничной точки |С| = 1, имеет место не- 
раванство

lim max |u (rE); |;| = 1, |С — Е| в) 0, г-.1—0
то всюду в единичном круге и (г) 0.

Доказательство. Пусть г — ге1х — некоторая точка единич­
ного круга и г<^р < 1. Тогда имеет место представление

Выбирая р = ֊^ получаем оценку типа (2) снизу для и (г). Оконча­

тельно приходим к выводу, что имеет место неравенство
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|м (г)| -< ехр [ ехр| ———- | I • |z| 1.
1 I 1(1—к|) J / -

Гармоническую функцию u (z) можно представить в виде ряда
z \ I"! ьх Ltи (z) = у, а„ г е , z = ге ,

Л — — ос
где коэффициенты ап допускают оценку

|ая| < г՜ |л| max |u (re'x)|, 0 < г 1.
O-'x-'Sk

Следовательно

Jog |ая| < |n| (1 — г) + exp [ - •
1(1—г) 1

Выбирая число г равным
, /1, |п|

получаем оценку
log|a„|<5-M- , |п|>2. 

log |п|
Фиксируем некоторое число о > 0 Путь ® Дх)> — * х -С к— 

неотрицательная, бесконечно дифференцируемая функция с носителем 
в интеввале |—5, о],

«
Z7 | ?»(*) dx = 1 

• —։

и ее коэффициенты Фурое <fi,, п допускаю! оценку

|?о, < С exp [—22/ --fk-.} ’ |n| > 1 • 
I log |п| J

Такая функция существует, так как 0 a 1, см. [1]. Заметим, что 
для любого о > 0 сходится ряд

S |а«| К »1 < ». 
Л— — «

Введем функцию 
» X

2г, (*) = [и (zs՜,r) <Po (х) dx.
2 J

Эта функция гармоническая в единичном круге и допускает непрерыв­
ное продолжение вплоть до границы единичного круга. Из условия 
теоремы и в силу принципа максимума, при достаточно малом 8 0
имеет место неравенство g։ (z) <0, z D. Устремляя 8 к нулю, полу­
чаем и (г) -С 0, при z^D.

Естественно возникает вопрос: можно ли ослабить условие (2) в 
теореме 1? Ответ на эя-от вопрос содержится в теореме 2.
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Теорема 2. Пусть е >0 — некоторое число. Существует ана­
литическая в правой полуплоскости функция ] (г), которая допу­
скает оценку

I/ (*)! ֊ ехР { ехР [ (КД1Т.} }' Ке г > °>

и для любого у, —'֊° у :с> имеет место неравенство 
lim max \f (х -f- i (t + ^))| 1>

z-+o |/| . |
однако / (z) — неограниченная функция.

Доказательство. Обозначим через 2 область

где

2= z; 0 < Re z < 1,

0 < а, 0 < 8 < — •
4

Im z — sin 1__
(Rez)'

Пусть <р (z) конформно и однолистно отобра­

жает область 2 на полуполосу

1 Rez, |Imz|<^~| »

причем часть границы 62 П |г; Rez = 1| обасти 2 переходит в от-
резок (’ + -»•-у <»<!}■

В силу теоремы Варшавского, см. [2], стр. 233, имеем
1

Re <р (х + iy) = С + + о* C°JaXX« + о (1), х - -j- 0,

Следовательно
-^7 < Re <? (х + iy) < ֊֊7 . х — + 0.

Введем функцию

/(г) =
2п/ (С-х)«р’(О

й-։П {*; йо

где 2 н Re г > 0. Заметим, что для любого 0 < х0 < 1 
/(г) вне области 2 можно представить в виде

функцию

/(г) 2k։J (С - Z) ?> (С) d" 

d'Jx,n^- R« ։>0>

(3)

где 2Х, {х; г£2, 0<^ег<^х0). Следовательно, /(г) - аналитиче­
ская функция в правой полуплоскости. Выбирая 2 х0 = Re х в.форму- 
ле (3), получим
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0' Р։

,Р« ? С) 
е

Г֊*1 МО!’

( ( А ) |ехр {ехр I Г Г
где 0 Не г < 1. Теперь оценим /(г) на множестве

2„ = < г; Ке х 0, I • 11т г — зт--------
(Кез)

Имеем, при 1т г 0, неравенство

02Л{։;К։* 0

27

х՝ т’ дх
[(Еех-х)’ + (1т з/п (х”))’]1'2

. |йе г — х| 4- (Ее х)՜ о

Пусть А—некоторая 'дуга, лежащая на ёдиничной окружности1 
дО. Обозначим через А* новую дугу, которая получается яз А в ре­
зультате присоединения к ней с (ебеих сторон дуг, длины которых 
равны длине дуги А.

Лемма. Пусть А«, к = 1, 2,------дуги, покрывающие единич
ную окружность дО, причем кратность покрытия не превосхо­
дит 2. Тогда существуют функции <?։ (х), 4>. (х), • • •, удовлетворяю­
щие условиям

1. для любого г£дО

Е ?»(։)=1;
Л=1

2- ?*(*)— неотрицательные, кусочно гладкие, непрерывные 
функции՜,

3. для всех г £ дИ, кроме конечного числа точек, имеет место 
оценка 

где |А*| — длина дуги Лц
4. зирр <рА с Д'.
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Доказательство. Не теряя общности можно предположить, 
что

’Л.1 >••••

в качестве ?։ (е/г) выбираем функцию, которая непрерывна на дО, 
равна единице на Дх, вне интервала Д| тождественно обращается в 
нуль, а в двух смежных с Д։ интервалах, лежащих в Д,, опа линей­
ная по х.

Предположим, что уже построены функции <р։ («),•••. ?л-1 (*), 

удовлетворяющие условиям:
п — 1

1. для любого г £ д Д*
*=։

п - 1
£ ъ(г) = 1;
*-1

2. Т*(г) — неотрицательная, кусочно гладкая, непрерывная функ­
ция и

при г £ дО.
3. для всех г £ дО, кроме конечного числа гочек, имеет место 

оценка

4. supp <Ок С Дх., k = 1,2, • ■ •, п — 1.
Пусть z£dD\bn. Обозначим через An (z) дугу dö, которая ле­

жит между точкой z и интервалом Дя, причем имеет наименьшую дли­
ну. Сначала определим вспомогательную функцию фЛ (z). На дуге ДЛ 
положим

Ф» (z) = 1 — (z), z £ Д„.
* = 1

Вне интервала Дя она определяется формулой

Ф- (z) = max ( с; с + < 1 — £ <fk (С), при С £ ДЛ (z)| ■
I |Д/<| 4-1 I

где г £сЮ\Д„. Наконец, положим
?„ (z) = max (0, ф„(г)}.

Заметим, что семейство функций <р։ (z),•••, <fn—i(z) удовлетворяет 
условиям 1—4, с заменой п — 1 на п. Действительно, первый и вто­
рой пункты этих условий непосредственно следует из определения 
функции (z). Четвертый пункт следует из того, что производные 
функций фл(е/х) на каждом из смежных с Ая интервалах сохраняют 

1знак и по модулю не меньше, чем । । •
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Теперь перейдем к оце.:::е производной функции ?я (е,х). Из вы­
шеприведенной конструкции следует, что в каждой точке г функ­
ция 'рЛ (г) или равна 

л— 1
1 ֊ 2 =4 (г) 

* = 1

или ее производная по модулю равна ֊— или 0. Пусть г£ДЛ. Для 
1Д..|

любого 0 количество тех интервалов А;, длины которых удовлет­
воряют неравенствам 5 |Д/ 2 5 и не превосходит 16, так как
краткость покрытия 30 семейством не превосходит 2. Обозна­
чим через !ДЯ| |ДЯ,| •%. • • • ,длт1 те интервалы, для которых 
Тогда имеем

</?>■ («**) 1 . у'И'Ме") 1 у, к „
' <1х '*|Д„| ՛ Л1| Зх Г |ДЛ; М

_1__ I у ( у __1 .1. у < 65 .
|дя| ՝2?|ап| < рЯ4|<2>+։ |лп| 1Лл*1 1Дл| /-1 2 |ДЯ| |ДЯ|

Теорема 3. Пусть и (г)—гармоническия в единичном круге 
функция и сходится интеграл

1 2х

[ |и (ге1х)' (1 — г)՜* в г бх < °°, 
6 о

где 0 л 1. Предположим, что С (г), 0 < г 1 — положительна 
и монотонно возрастая, стремится к бесконечности при г—»1—0.

Если для любой граничной точки имеет место неравен­
ство

Нт тах (и (ге,х); |е/г —С| С(г)(1 — г)*/2| <1 0, 
г~ 1-0

то и (г) ■< 0 всюду в И.
Доказательство. Пусть ։>0 и 0<^Г0<^1—некоторые чис՜ 

ла. Для любой граничной точки существует число г = г(С, е)
го<^г<^1 такое, что и(ге‘х)^.е, при е^^Дс, где

В силу леммы Л. Альфорса, см. [3], можно выделить интервалы

Дс,. (4)
которые покрывают дО, причем кратность покрытия не превосходит 
двух. Пусть

— функции, соответствующие свойству (4), существование которых 
установлено в лемме.

Пусть г0 — некоторая фиксированная точка в единичном круге. 
Введем функции
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Ф«(«) = 1 Г 1 ֊ кН / 1 ֊
2kJ |e'J—z|։\ |e/f — z0|*

О

?n(elx) } dx, z < 1-

Тогда имеем

u (z0) 1 ֊ ko!3 
|e"֊*ol։

и (re") dt

*>։ 1 /* 1 _ ~ P
= llin Sr [“ ^rcl'^ ~ u(rr*e">] TTi----- 'n <?i(e!,)df -j-r-l-o A“j 2 « J |e" — z,|

0

2« [2
+ Jim S TT՜ f “ (rr*e“> f* (e“} ./» iZ°~ dt =

2 k J |e" — z0|
0

2c
= Hm V -^֊ I [u (re")~ u (me'O] A?—~77՜ T* (e") d! ■

' -։-o *Ti2k J e" — zofü
2c

4 Äf«J՝“(r4S"w‘(e")i^=7,K* 

0

։где r* = r(C», e). Мы знаем, что u(r*elx) < в, при е'х £ Дс* и supp
-СДс4, поэтому
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ф* (r*e'x)] dx.
о

Мы знаем, что supp 44С: Д* = Ь-к и f<fjk(z)| •< 65 |Л*|

Igrad ф*(а)|<֊^-» И < I- 
|Д*1

Отсюда получаем
|Ф* (е'х) — фл (г* е'х)| < с *■ Г* • 

|Д»1
Тогда функция gk (х) = ф* (е/т) — фА(^*е։х) допускает оценки

к* (*) ֊ (1у)1 <1Ф> (е/х) - Ф* (г, е")1 + 1Ф*(е'О ֊ Ф (гк е‘>) <2 с .
Iй*՛

С другой стороны, имеем
М*)֊ Яа(у) < 1Фа<«**) - ф4 (е'>)| 4֊ |ф* (гк е“) - фА (гк е'П1 < 2 6 ֊֊ ' 

|Д*[
Следовательно

te. W - л (а)! < 2 с »in ( ֊=֊ • ֊?LI, < 2 с (i=2E |«֊sl'--
( |Да| |Да| । |Д*|

Окончательно получаем 2<
“ (*оХ£ 4- Ё ~ I “ (re‘x)gk (е'л)

А-1 2 К J о
Из условия теоремы следует, что число г, 0 г 1, можно выбрать 
настолько близким к единице, что

I ! \1 1 1*а(х)-£а(з)1 ...
sup Wl + sup---- j^֊—--։-----< е |Ai|.

Поэтому для функции g(x) = 2 ШЛЧЫА

sup I# (х)| + sup - -С 4 л».
г» Iх —у1
Введем обозначения

и(ге^х)= ип И"! е<ЛХ, g (re,x)= g^r^ elnx, 
л— — " 4 — »

гДе gk ~ коэффициенты Фурье функции g (x). Заметим, что

A J „ (pe«) л = J„|«. g. . p! M -',

3-79
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Откуда следует

± Г 2 -
2 к.,1 .) ор »тО

о 6
К

= — I и (ге,х) § (е'։) (1х — и (0) £0. 
2*.)о

Следовательно 1 ?к
и (*о) < Б 4- 4 -: + 4 К |и (0)| ։ +• 4 т.Б | ( |и (ге,л)1 (1 ~ г)՜“ <1г(1х. 

о о
В силу произвольности е> 0 имеем 0.
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New theorems generalizing the principle of maximum are prooved in the paper
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