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ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОЙ МОДЕЛЬНОЙ 
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ОТНОСИТЕЛЬНО БИХАРАКТЕРИСТИК ГРАНИЦЕЙ

В работе [1] Ф. Фридлендером описано фундаментальное реше
ние смешанной задачи в четверти пространства 0, х^> О, ^Л՞՜1) 

д3 для модельного строго гиперболического оператора (1 + х) —-----
о/’

д3 ’'-1 д3 „------- — У —. Важность этой работы обусловлена тем, что найде- 
дх3 Т±\ ду1

но фундаментальное решение смешанной задачи в ситуации, когда 
часть бихарактеристик уравнения касается границы (х = 0). Это фун
даментальное решение выражено через функцию Эйри, что дало воз
можность исследовать распространение особенностей 'решения этой 
смешанной задачи, используя асимптотические свойства функции Эйри. 
Работа [1] породила цикл работ (см., например, [2—8]), в которых 
на языке операторов Фурье—Эйри построены параметриксы для широ
кого класса смешанных задач, допускающих касание границы области 
бихарактеристиками. В основе соответствующих построений лежит ана
лиз аси1.;тотических свойств функции Эйри. Во всех этих работах нак
ладывается очень существенное требование либо строгой вогнутости, 
либо строгой выпуклости границы области, что, в конечном счете, 
дает возможность в диффрактивной зоне свести каноническими преоб
разованиями исходную задачу к уравнению Эйри.

В предлагаемой работе рассмотрена модельная смешанная задача 
с нестрого вогнутой границей. Для этой задачи найдено фундамен
тальное решение, выраженное с помощью вырожденной гипергеомет
рической функции Уиттекера 1/4 (а). Ситуация здесь представляется 
значительно более сложной. Дело в том, что՜ известные асимптотиче
ские свойства функции Уиттекера (см., например, [9]) получены либо 
при фиксированном к при г—» ао, либо при фиксированном х при к-»-ао. 
В то же время, для целей данной работы требуются асимпотические 
свойства функции 1^7.1/4(2) при независимом стремлении переменных 
к и г к бесконечности, т. е., другими словами, требуются „равномер
ные асимптотические оценки. Оценки такого типа получены в §§ 2, 3 
настоящей работы. В § 4 с их помощью доказана теорема, описываю
щая фундаментальное решение задачи.
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§ 1. Постановка задачи я основные результаты 
Рассматривается следующая задача.

(1 + Xя) и„ — ихх— £ = 0
/“•։

при 4^>0, х^>0, у^ •
и = g, при х = 0, ( > 0. у С. А , (։ -2)

и = 0, при / < 0, л- > 0, у £ R . (1*3)
Пусть 5, ’,в> У - переменные, двойственные к х, (, у и ^(т[0, т() 

Главный символ уравнения (1.1) записывается следующим образом:
ч(х. 5, *})= — $’+ |‘(х, т|), (1.4)

где .
* Р(х, 7))-=(1+х’)^-ЬТ-

Для задачи (1.1)—(1.3) нарушено условие строгой вогнутости 
границы*. Напомним, что граница (х = 0) для уравнения, главный 
символ которого есть — $’+ И (х, 6 у, ъ), называется строго вогнутой, 
если

--(0, 6 У,Т1)>О на/Ч,-{(Ау,ч)€/?։ X АЛ՜’X (АЛ-։ \0);
дх

Р (0, I, у, 7)) = 0).
Соответственно, назовем границу нестрого вогнутой, если для 

некоторого натурального числа т > 2 имеют место следующие ’соот
ношения:

(0, 4, у, т() — 0 на /Уо при у = 0, 1,- - •, т — 1, 
дх1

^Н-(°, 6 ₽> Ч) > 0 на Л'о. 
Ох

Заметим, что в рассматриваемой нами ситуации т = 2.
Напомним определения некоторых классов распределениезнач- 

ных функций, данные в работе [2]. Будем говорить, что распределе
ние 14 ££)'( А՞+։) принадлежит классу ^К(А X А՞), если существует 
функция их£С“(А, й' (А")) такая, что для у<р (х) £ Со"(А) и уф (у) € 
£ Со (А") имеет место равенство

+«о

<и, ? (х)®Ф (у)>“= J <Вх. ф><р(х)Лс. (1.5)
— ев

При этом, как показано в [2], отображение ~'и-*-их есть биекция 
х : К (R X А՞) - С՝ (R, [У (Ал)).

Согласно используемое Л. Хёрмаидером терминологии (см. [13]), точки (0, 4. у, 0, 
± 111/|. У) принадлежат множеству С°.
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Аналогично определяются класс К (R+ X R՞) и биекция

~-.K(R / R") С" (R+, D'(Rn)),

с той лишь разницей, что (х) берется из Сц“ (/?’).
Класс К (R X X R") определяется как т՜1 С” (/?+,.

£>'(А,Я)), где С”(А+, О'(R՛՝)) состоит из распределениезначиых функ
ций из С’(А1, О' (R՞)), являющихся ограничениями на R ՜ функций 
из С՝ (R, £'(АЯ)). И, наконец, классы К+ (R, й' (R")), К+ (А+ г 
О'(R")) и К՜1՜ (А+,АХ (/?")) определяются как подклассы классов К(Е, 
£>'(АЯ)), А՜ (А4՜, 1У (R՞)) и К (R ', И'(R՞)), состоящие из элементов, 
обращающихся в нуль при у0<0, лая у = (у0- Уп-т).

Фундаментальным решением задачи (1.1)—(1-3) назовем распре
деление Е£К^(Е+, О՛ (R՞)), удовлетворяющее условиям

д2Е _ n՜1 &Е_ (ЛЕ 
дуо j-1 dyj ох2

=*(₽)•

= 0. (1.6)

(1.7)
Пусть Ех — С (R^, S'(R՞)). Применим к (1.6) и (1.7)преоб 

разование Фурье по у и обозначим через Ex(fi) образ Ех при этом пре

образовании. Так как Fr обращается в ноль при 0, функция Ех(т\)՝ 
может быть продолжена до функции, определенной на ((х, т));х£А+ 
т)0еС, Im т)0 < 0, т)'£Ая՜ ) и аналитичной по т)0. Получим следующую՛ 
задачу для обыкновенного дифференциального уравнения, зависящего 
от параметра т),

—+ р(х, •»!) Ex{t\) = 0, при х>0, (1.8)՛

Ео (ч) = 1. (1.9).
Как известно (см. [10]), подстановкой Ех(г[) = х՜ 12и(£т]ох’, т) и. 

заменой переменной г—1^ох2 это уравнение сводится к уравнению 
Уиттекера:

± . ±4- Л- + ( 4 т 7 + 1/4֊ т’ч ----------- и = 0
г2 / 

(1.10)..

с т = 1/4 и к = -1^—
4 -По

Уравнение Уиттекера (см. [9]) имеет две пары линейно независи
мых решений, являющихся вырожденными гипергеометрическими функ
циями Уиттекера:

[Л/*<я1(г); Мк, - т (х)) И [ГР7*, т(х); 1^-4, т(—«)].

3*В случае, когда 2 т не есть целое число и |аг22|<-^ч эти функ

ции связаны следующими соотношениями (см. [9]):
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. . Г (-2 т) .. . ч, Г (2 т)”<։)+гМ+т՜^«— <։л։>

\ 2 /
Общее решение уравнения (1.8) может быть записано двояко, с 

использованием обеих пар линейно независимых решений:

Ех (7)) = х՜’՞[Л, (vj) Wk, ։м (/% х’) +• Л, (-п) 1Г- *, 1М(гт(0 х»)] (1.12)
Я

Ех (7)) = X՜1П [Л, (1) Мк. 1/4 (irlox") + в, (rt) Мк _i_ (nj0 Х’)|. (1.13)

Значения коэффициентов Л։(^) и Ла(т/) устанавливает сформу» 
лированная ниже теорема. Воспользовавшись соотношением (1.11) по
лучаем также и значения коэффициентов (>)) и 52(т)).

Теорема. Единственное решение граничной задачи (1.6) (1.7) 
есть обратное преобразование Фурье—Лапласа от функции

Г (— -*)

6W = X՜1՞ Л °7*.'»<"!"'■)> <114>
И « (^о)

определенно՝“ на множестве
{(х, ч)); х^>0. vj0 £ С, tm^O, г՛ £ R՞ ։|, 

։дв

4 По

§ 2. Разномерные оценка фуиг.циа Уиттекера

Целью этого параграфа является вывод оценок функции Уитте
кера V7k, т (z), использованных в доказательстве теоремы (§4). Вооб
ще говоря, оценки для функций Уиттекера известны (см., например, 
[9]), однако они получены либо при фиксированных значениях пара
метров k и т, либо при фиксированных значениях параметра т и аргу
мента г. Другими словами, постоянные, фигурирующие в этих оценках, 
зависят либо от к и т, либо от т и z. Однако для целей настоящей 
работы таких оценок недостаточно. При доказательстве теоремы (§4) 
требуется оценивать функции m (г) при независимом возрастании 
модулей параметра к и переменной z. Ясно, что требование „равно
мерности“ оценок существенно усложняет их вывод. Далее, несмотря 

на то, что функция Уиттекера используется при т=— > в этом па- 
4

раграфе мы не ограничиваемся только этим значением т, что, впро
чем, не приводит к сколько-нибудь серьезному _ усложнению вывода 
оценок. Естественно, что оценки получены при определенных ограни
чениях на т, к и z. Мы начнем с самой „грубой“ из оценок, но по՜ 
лученной при более слабых ограничениях.
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Лемма 1. Пусть Ее тп^>0, Ее I к 4՜ 1 т------
2.

< 0, г У=0 и Ее г >0'

Тогда имеет место оценка

\^,т «К П2 Ее т)
1 —---- Кеи

л|’

• ехр ।----Ее г — 1т к-аг£ г — 1т {к 4- т). (2-1)

• 5£п 1т г-О (— 1т (к 4՜ т) згп 1т д) •

Примечание. О (() — функция Хевисайда, т. е. 6 (/) = 1 при 
/>0 и 0 (/) = 0 при /<^0.

Доказательство леммы 1. Поскольку из условий леммы 
следует, что Ее^£---- - ----тп^<^0 и Еег^>0, можно воспользоваться

следующим интегральным представлением функции Уиттекера (см, 
[9]):

Ж ** 1

^м(‘)=֊^---- ~----- Г ' (1 + — ) е <Н.
Г(2-_А+т\1 ' */

\2 П
Отсюда

1^*. „(.-)!< (2.2)

где

R։ (* + т) - — 
Ж (2.3)

Так как Ее г 0, имеют место оценки

0 С Б£п 1т 2-аг£ (2.4>

Отсюда, используя условие Ее^&----— 4՜ т ) < 0, получаем

ж 1

1 |г| ехр< — 1ш(&4-/п)• агя (1 4-----Л&. (2.5}՛ 
о
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Из (2.4) следуют неравенства:
— Im(^ + m)-arg^H-—)<0 "Ри 1«п (4 + m)-sgn Im z > О,

И
- Im (к + т) • arg (1 4֊ у) < ֊ ֊ (* + ™) Im z ПРИ

Im (4 + т) sgn Im z < О.
Воспользовавшись последними неравенствами и оценкой (2.5) по

лучаем, что
/ |z|^ “Rc ' П) ехр |---- Im (к 4- т) ■ sgn Im z • 

• 0 (— Im (44՜ m)'Sgn Im z)- frR°'" ’e 1 dt. 
e

Отсюда и из (2.2) следует утверждение леммы.
Лемма 2. Пусть Re z = 0, Re к =• 0, Im 41m z < О, Im т — О,

-О < |m| < 1/2 и Н > 2.

Тогда имеет место оценка
1
2 — т

«1*1 
еИЧ 4- |4ГР”е \ (2.6)

Доказательство. В силу условий леммы £имеет место сле
дующее интегральное представление функции Уиттекера (см. [9]):

2

М (

------т
2

։ 4е z

т
е ՜' dt, (2.7)

где интегрирование ведется по контуру, который идет из бесконеч" 
ности по вещественной оси, обходит начало координат в положитель
ном направлении и затем уходит на бесконечность по вещественной
оси, причем точка

argz имеет свое
f = - z лежит вне контура. Предполагается, что 

главное значение arg (— f)i -С и arg (14՜ —) -> О 

при /-»0 по пути, лежащему внутри контура. Совершив в (2.7) заме
ну переменной I ֊+ |г| /, получаем

\ -Т * т+т֊4 
— т ) е г \г] , (2.8)
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где 
1J +■• *— 1 +«

/= I (— О (1 — //sign Im г) е-1»1‘ dt

Обозначим 
- I + Л1 — J 4-1»

/(0 = (~ 0 (1 — it sign Im z) , (2.9)

S(t) =” ~ In (- 0 + ֊ Ь (1 - it sign Im z) — щ-1, (2.10)

приходим к следующему представлению 
«о 4-)

/ = । f(t) exp(|Xr|5(0) dt. (2.11)
со

Особыми точками функций S(t) и / (/) являются точки 0, 
— i sign Im z, oo.

Ограничимся рассмотрением случая (Im z 0, поскольку оценка 
(2.6) для Imz<^0 получается переходом к сопряженному в (2.11).

где

где

Из

где

Интегрирование будем вести по контуру
I = 1Х и 13 и 13.

1Х = (/ £ С; Re t^■ 0, 1т I =г}, 
Ю= г, Ее? <0),

13 = |/ £ С; Ые £ 0, 1т I = — г),

-4(/Ж+7֊1)- (2Д2)

условия > 2 следует неравенство г -С •

Имеем неравенство

’Л < V |/у|, 
/-1

| /(0ехр[|*]5(0] л .
. ՛ к V

Оценим вначале 1Х. На С։ = з -|- /г и, следовательно, 
т- I т-|

I/ (01 = |з + ։>| |1 + г — ։з|

Из условия т---- — <^0 и последнего равенства следуют оценки

m— 1 т— 1 т-
1/(01 <3 (1+г) <з » (2.13)

(/(OKs’"՜1. (2.14)
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Далее
Ке5(/)=-агг(-5-г» ]-агг(1 4֊ г ֊ «) — &з. 

|Л|
В соответствии с правилом выбора ветви подынтегральной функ

ции в (2.7) имеем

Re 5 (/) = *֊ arctg —------arctg

(2.15)

1*1
при з >

С другой стороны
^(Ие^з -|- ,г) = -

Следовательно

Re S (s 4՜ ir) < Re 5 (ir) = — (2.16)

Из оценок (2.13) и (2.16) получаем
« «1*1

I И(s + ^r)|e,‘|R•S('+/', 
о

а из оценок (2.14) и (2.15)

2 ТС т 'Н/2 
»  J

т 4-1/2 (2.17)

eU|Re5(i+/rJ</s< s2m-1e՜ 111' -2иГ(2т). (2.18)

Объединяя (2.17) и (2.18), получаем
<1*1

„п.4-1/2 е 2 Г (2 т) \k'~ 2т

Для

’ т + 1/2

того, чтобы оценить /3 заметим, что на 13 I = з — й и

(2.19)

Далее
1/(01 = I*-/гр-J,։ m—1/2

s
1 + >■ ’*1

Re S(s — ir) = — arctg ----arctg —

Отсюда
1*1 2 1*1 2~=։-

з2т ’е ЭД'</з = (2|й|)-а'п Г(2т). .
(2.20)

о
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Нам осталось оценить /а. На /а/ = ге/|?, ? £

|/ (f)| = rm ~11г |1 - Zre'?|m - 1/2 <2։;2-m rm ~։я. (2.21)
В соответствии с правилом выбора ветви arg (— t) = <р— к и

/1 /it V*"äJ» . г sin (<р — ir/2)arg (1 — it) = arg (1 4՜ re ) = arctg---------1--------- -----

I т (2)

1 4֊ r cos I <₽----- — )
\ 2/

Поэтому на /։

Re S(t) = « — ® — arctg —r C°S<₽------ — r cos <p. (2.22)
1 4- r sin ? |£|

Продифференцировав последнее равенство по ?, получаем

֊£ Re S(r^) — 1 + -7'7 , + £ rd»Т. (2.23)
с/ф l-t-2 г sin <р 4՜ г |Л|

Из (2.12) следует, что
1*1 . .
77=г + Г. И

Из этого равенства и (2.22) получаем

2г(sin ? — 1) f sin? 4---- -—
— Re 5(re ’) =. (~+7){1+2г81п?+2Д֊

откуда следует, что для г £(0,1) и ср £ 

векство

3-1— имеет место нера-

- Re 5 (ге<?) < 0. 
а<?

Следовательно
1-2

ReS(re'0<ReS(re п
~2

Отсюда, воспользовавшись оценкой (2.21), получаем 
* — т ли- 1 r I*) —2т к |t|

7։<2 яг е “ <2 яе 2 . (2.24)
Объединяя неравенства (2.19), (2.20), (2.24), получаем

/ т+5 \ «JM
Г , J к 1C I 2 — 2т — 2m

Г + е +(1+2 )Г(2/п)|й:| .

\ш+т 2 )
Отсюда

2— т
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/ ’ \ ж|*1 .
. —_____ |-—г е 2 + (1+2 ИМИ .

1Л 2 /
Заметив, что

|х*| = |в‘1в'| = в՜2՜ (2-25)

приходим к оценке (2.6).
Лемма 3. Пдстъ Ке * =0, Ке к = 0, 1т к -1т г < 0, 

1т т — 0, 0 < |т! <^~ ’ 0

Тогда имеет место оценка

зг1Г|гГ т(1+|Л2т). (2.26)

Поскольку доказательство этой леммы во многом сходно с дока
зательством леммы 2, ограничимся кратким изложением. Как и в пре
дыдущем случае докажем оценку в случае, когда 1т г 0.

Воспользуемся интегральным'^аредставлением (2.8). Интегрирова
ние будем вести по контуру

/=/,и/։и/։и/4.
где

С; 1т# = г),

12 — С; Ее { =0, 1т ( £

13= р£С; |/| = Ее / <0 } .

■где г определено формулой (2.12).. 
Заметим, что

Яе 2 (() — ~ — агс1<т —----агс1$—-- ------— з <.՝
« 1 кг |А|
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<՜ К----- - 3 С---------- ~ 5,
1*1 2 21*|

при 5^- к — •
/*1

Отсюда и из неравенства (2.16) получаем
1*1 /« I*' '։.. .

ЦУ- -
7։<1 I з2(Я-1е й+ 1з5л!-։е </з -С

о /Н

г|л| 5,П
< е 2 (֊( + г (2 т)22" |гГ ’”՝) <

\2/п\ |г| / /

«1*1
<С(т)е 2 И-2Я,(Ц-|*Г2(Я).

На /, < = 7з, з 0. Следовательно

Ее 5(/)=у’

1/(01 = зт-1/2(1 + з)т-։'-<з2'"-։.
Поэтому

*1Я Г х_|у_
г 2 ( 2т-1 , 1 2 2т
/։ С е ։ аз <---- е г .

.՛ 2 т
։/2

Заметив, что из (2.12) следует оценка г < I*,՛1'2 |г|՜1'՜’, получаем

/ Т-1*: । 1 - т -.1 |/я-е И I*! .
2 т

Из условия |*| 3 |г|, воспользовавшись соотношением (2.23), по
лучаем

Следовательно, на /а
- 1?е5(—е'Л<—• 

к 2 7 2
Таким образе:։, имеет место оценка

„ 2
Д<2-2я։т.е .

Наконец на /։ / = з — 7/2

1/(5- //2)։ ■<52/п_\

Ее 5(з - 7/2) < ֊ 5.
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Поэтому
/4 < | 5։ "-1 е~ |։|1 Л = Г (2 т) кГ 

о
Окончательно получаем

« 1Н

7<С(т)е 2 !кГ։ж(1 + |Л

откуда следует оценка (2.26).

§ 3. Равномерное асимптотическое разложение функция /иттакера

Целью этого параграфа, как и предыдущего, является доказа
тельство равномерных оценок функции Уиттекера. При этом исполь
зуется равномерное асимптотическое раз юление функции иттексра, 
к выводу которого мы теперь переходим.

Лемма 4. Пусть ке к = 0, Ие г — О,

1га г-1т к < 0, 1т т = 0, 0 |т| < —

в
О < с։ •< ' — -С с2, где. с։, с2— постоянные. Тогда имеет 

՝ ш
асимптотическая формула

место

И7*, т (*)

_ . 1 \ , т 1/4
Г ( /с -4--------т к г

_ У 2 /____ „
]/2* [(г-4 4)]/4

• ехр | — к 1п ( 1

-г |/ Ь-^}(1 + О(й՜1)), |Л|- <ю,
(3.1)

равномерная относительно г.'
Прежде чем перейти к доказательству, заметим, что из этой лем

мы сразу вытекает
Следствие. В предположениях леммы 4 имеет место оценка

| И7*, т (г)| < сопз! Г Г |*| |г,։'‘’1/с”е------------------
(|гЦ-4Щ)^

(3.2)

Доказательство леммы. Будем исходить из интегрально
го представления (2.7) функции Уиттекера. Совершая замену перемен
ной / — |г| I ч обозначая через ₽, а |А| через X, получаем

Г^Л-Ь—----т^\ _±_ — *+^-+<п
^.„(2) = - К 2^.-------- е 10.^, (3.3)
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где
<ortr)

/(>֊, ß)- рЮе'5(,’Л.

W
/(/)=(֊ - ftsign Im z)'"՜12,

5 (f) = — Z sign Im к In (— t) 4֊ i sing Im к-
•In (1 — it sign Im z) — ßZ.

Как и в предыдущем параграфе ограничимся рассмотрением случая 
Imz^>ü, переходя к сопряженному при Im z 0.

Зафиксируем ?£[С|, са]. Особыми точками функций S (t) и f (t) 
являются точки 0, оо, —i. Найдем точки перевала функции S(f). 
С этой целью рассмотрим следующее уравнение:

S' (t) = it՜1 - (1 - it)՜1 - ? -0. (3.4)
Оно имеет корни

г,=т(|/ 14’Т՜1/՛
'■ = -4-( 1' 1 + 4.Ф + 1).

те те
причем arg (—/։) =------ • arg(—G) =— • Заметим, что

2 2
Re 5 It) — — arg (— t) + arg (1 — it) — ß Re t.

Отсюда

ReS(f։) = ֊y« ReS(Za) = —.

t. e. Re 5 (Z։) > Re 5 (fa).
Покажем, что существует перевальный контур, проходящий через 

точку /, и для этого контура точка f։ является простой точкой пере
вала. Воспользуемся следующими леммой и следствием.

Лемма ([И]). Пусть z0—простая точка перевала функции
5 (г), т. е. 5'(z„) = 0, S"(z0) 0.

Тогда в малой окрестности U точки z0 линия уровня Re S (z) — 
= Re S (z0) состоит из двух гладких кривых /։ и Z։, которые орто
гональны в точке z0 и разбивают U на 4 сектора. Знаки функции 
Re (5 (z) — 5 (z0)) в соседних секторах различны.

Следствие ([11]). Через секторы, в которых Re S (z) < Re 5 (z0), 
проходит гладкая кривая I такая, что Im S (z) — Im 5(z0՝) при z £ Z. 
Функция ReS(z) строго монотонно убывает вдоль I при удалении z 
■от точки z0.

Нетрудно убедиться, что в рассгдатрипаемой ситуации 

5"(,'>--7Т--(Гтад='?։/1+7*0- (3-5>
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Поэтому существует гладкая кривая I, проходящая через точку 
/։ такая, что

1га 5(0 = 1га 5 (/1), при / £ I 
и

Ее 5(0 < Ее £•(/,). при /£/. 1 +
Естественно можно считать, что эта кривая содержится в круге ра
диуса о с центром в точке 0» 'где 8 — положительное число, которое 
будет выбрано ниже. Пусть концагли кривой I являются точки /, и

В **
Покажем, что при достаточно малых о точки <։ и 0 располагаются 
следующим образом:

Ее'2?<0, Ее/։>0. (3.6)
Действительно

5(/)֊5(/1) = (/֊<1)’А(/).
где

1
к (0 = — 1՜ (1 -з) 5" (/,+ з {I - #,)) Л. 

е
Из соотношения

•$"(*.) = $’]/ 1;+у ¥=0 (3.7)

следует, что Л (/։) =/= 0.
Введем новую переменную

5«)-5^)=-^.
Тогда

Ц)У -к а).

*' М = /-А(Л) ¥= 0
И

,--------- 1 / 4 \1/4 г__
V -Л(Л) = — ₽(! + ֊֊) Г֊/, 

д' \ р /

Выбор ветви под корнем осуществим следующим обрезом: ] _ / =
. =“*Т к

~е . Отсюда аге- г/(?։) = — • Заметим, что функция г = г(/) в

окрестности точки осуществляет конформное отображение. Ли
нней наибыстрейшего спуска является отрезок прямой 1т а = 0. Та
ким образом, касательная, к кривой I в точке параллельна биссект
рисе первою квадранта, откуда и следуют соотношения (3.6;. Допол
ним I следующими кривыми:

А = |: С 1т I — 1т Ке / > Ее /2|,

-։ —и С. С; Кё / = Ее/։, 1т # ^[0, 1т/։]ь
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1а =' [t=rea; № |Re t։, 2 те]],

/4 = {/ G С; Ina t = 0, Re l > ]Re Z։|]I 
Покажем, что полученный контур является перевальным.

а) Пусть тогда / = s 4՜ ։Tm tt, si>Ref2^>0. Обозначим

Ф (s) = Re S (s -+- i Im t3) ~r. — arctg -^m—* — arctg---- ---------ßs.
S l+Imfj

Тогда 

ф' (s) _ lm __________ 1 4 lm _ ß =

s։4~ (Im f2)’ s’4- (1 -i- Im /,)’

_  Im/2(l : Im/2)(l— ß Im <i2 (1 4՜ Im f2)) 
(s’4-(ImF2)։(s։ + (1 +Im?a)։)

Как было показано выше Im f3 ՝J> Iro Z։ = 1/2 ( ’ 14-43՜'— 1). Следова
тельно, Ф՜ (s) 0, t. e. функция Ф (s) убывает с ростом s. Поэтому 
на Ц

Re S(t) < Re S(f2) Re 5(f։).

b) Пусть t<rl3, t. e. f = |*4-Zs, i*== —Ref1։ s£[0, lm f։]. Обозна
чим

Ф(г) — ReS(— [a 4՜ ։'s) = arctg ——[- arctg——--- R ßj*.
H 1 4֊ t

Имеет место неравенство
Ф’(s) = — -----------------и------->0

s»4-H։ (l + s)։4-Ra
и, следовательно, на Z։

Re S (t) < Re S (Z։) < Re S (f։).

с) Пусть t^l3 t. e. t — r;՛3, r = |ReZ։|<^S, <p [те, 2 те], Обозна
чим

ф (®) = j ; = к — г — arc'. j — ~~—------ ßr соз ?.
1 - г sin <р

Отсюда
Ф'(<р) = ßrsinf — —_’ • ՛ ■—v < 0

1 4֊ 2 г ьхп «р 4- г՜
для <5^ [те, 21t], Г < 1.

Следовательно
Re 5 (re'?) < Re S (- г) < Re S (7,1 < Re S(f,).

о) Маконец, пусть Z£.։, noi-za
Ke 1 С) ■» - те ֊ _r. ,g / - -7 - те Re Л (

2-79
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Таким образом, доказало, что контур и III А» I) 1з и Л перекальный, 
а точка /։ является для него простой точкой перепала. Совершенно 
аналогично показывае?л, что при 1։п г й О перевальным является кон
тур, симметричный построенному относительно прямой 1т/==0.

Теперь остается воспользоваться известным асимптотическим 
разложением (см., например, [11]), согласно которому

/(•, ?)~ехр р.5(/։)] £ с„л-я ։'2, * ֊> (3.8)
н=й

Главный член асимптотики имеет следующий вид:

/(>, = ]/- ТзЦтдехр (/(<1) + 0()‘ ։)))’ (3-9)

Из (3.7), в соответствии с правилом выбора ветви для корня (см. |! 1]), 
получаем

С другой стороны

5(/։)-г1п(-Л)-г1п(1-г7,)-₽Л= * + 
«о

г 1 Н- 4/? +1 2 Р /’ (3.11)

(3.12)/0,)= р1/։_Я1ехр /^(1-2т)
4

Наконец, из (3.9)—(3.12) для фихсироздяного Р£(с։, с։] получаем

: •• . ••
+ 4)1/4 еХр [ 4 + ' | 2 ''/(>, Р) =

Заметим, что хотя асимпотика функции /(՛ , (5) получена при фик
сированном значении параметра она пмезт место равномерно по 
в некоторой окрестности точки (1. Достаточно воспользоваться сле
дующей теоремой.

Теорема_([12]). Пустъ1с. функции / (с. о ) и 5 (г, а) голоморф
ны по (г, а)-_!гХ —з» где -■-**, 9« — области з комплексный плоско
стях г, а соответственно; 2 . 7—коггчияН контур, 7^-;; 3°. функ
ция 5 (г, ■’„), имеет простую точку т-м’ьалс. ։֊!г, д0 яв
ляется внутренней точкой контура 7 :г,с.. ?■ с г(֊, ։П1 достигает
ся! только о точкг. г0. > о՝да 26^>0 тг.слса, что при ■> — > у՝, [а - я0| 
<8 асимптотика интеграла
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F(>, а) = / (z, a) exp р S (z, а)] dz

равна вкладу от точки перевала z0(a):

Г (л, x)~exp[/.$(zn(u). а)] £ аи (“) *՜՜՞1՜1'2.
ni—О 

a главный член асимптотики имеет вид

\ ~ /^"(z,,^, а) U °) + 0 1> ехР Гл•$(*<> («О. «)]•

Покрывая отрезок [с։> с2] такими окрестностями и выбирая ко- 
нечпсе подпокрытие, показываем, что разложение (3.13) равномерно по 
9 на [с„ с։].

Дли Завершения доказательства леммы остается воспользоваться 
соотношениями |z| = — iz, = ik и формулой (3.3).

Заметим, что оценка (3.2) сразу следует из асимптотической 
формулы (3.1).

§ 4. Доказательство теоремы

Рассмотрим функцию Ех (’<]), определенную формулой (1.14). При 
фиксированном х^>0 эта функция бесконечно дифференцируема по ՛/) 
на множестве 2 =• {•/) £ С X R"՜1, Im %<^0|.

Из свойств функции . Уиттекера 1/4 (г) (см. [9]) следует, что 
при фиксированном rt' £ R"~1 она регулярна в полуплоскости 1тт)0<^0 
и на лучах [Im 7jo=O, Re^^O), |Im-/î0<0, Re tjo=O}.

Начнем с „грубой“ оценки для функции Ext?!) в области S2. За 
метим, что при Ira t\0<^ О

Re (zt)ox։) > О,
k___ 1 \ = Im iV-I- Iv'P

4/ 4 jifcl«

(4.1)

(4.2)

Следовательно, можно воспользоваться леммой 1. Из (1.14) и оценки 
(2.1) получаем следующее неравенство:

1£г (ч)| < ехр
где

— Im Æ-arg z---- — Im /с-sgn Im z-6 (— Im k՝sgn Im z

Im k =---- — Re y0
4 - ---- » sgn Im z = sgn Re

Отсюда
Im k ■ sgn Im z =-----— |Re tj0| ~ ՛

4 k’
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г Я ' t
|£ж (ч): <- ехр ! ֊֊ |Re '^I՜1-— lar? >!ol +

I Ч I чО|

+ ViRe ю|1'"՞ Г V ՛՛’ « (IV- !<■) ' < Д W- («)
Z ** I *Ю| 7

Перейдем к выводу оценок на лучах. Пусть 1m ^=0, введем 
следующее разбиение:

2 Л I Im ■%- 0, Re т)0 =/= 0| = (j й/,
7—0 

йгде
Qo= не(/?\0) X я" ; fol < roi. Го > о, 

2։={t)^(Æ\o)x R"՜'; М>г0. ’i?. - foT < 2 к՜’fool In fol), 
S։= {т)£ (Я\0) X я՞՜1; HI >r0. 2”-։foo| In| fol <irô — fo'|’ <2r(J x։|, 

23= fox (Я\0) X Я'՜1; fol > r0. ni - fo'j» > 2 K-։ fo0 in |У(|,
V> — foT >|2^X։!»

«4= Ь€(Я\0) x Я"-1; fol > r0, ni - fo?> 2֊-J fool In fol,
2 TjJ x՛1 < tjS — fo'|։ < |2 x։j.

Из оценки (1.17) сразу следует, что для

\Е* (zi)՛ ■֊< const. (4.4)
1) Пусть Из (1.14) получаем

(1)1 = 'H3'4՜,^!11 , (..»*■)!• 
V - foo * I *• I

Заметим, что из соотношений (4 1) и (4.2) следует выполнение усло
вий леммы 1. Повтому из оценки (2.1) получаем следующую:

|ЯХ fo)! < exp ! — ImZr- arg z----— Im А • sgn Im z • 6 (— Im k ■ sgn Im z) I =

^i..—foZP , J: 
fool П՜ 8

\ 1 Iio՛
Но поскольку т)£2։, отсюда следует оценка

l^(T|)|<fo’/3. (4.5)
2) Рассмотрим теперь область 2а. Из (1.14) и леммы 2 получаем 

оценку

|£xfo)| < const г(т-‘)-г(г‘)[и“՛
«НГ

е +■ |fc| е
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Как известно

Получаем оценку
։/ _2___ с *1 \

- з ( 2-2
|£х (ri)| < const |7)0х։| \1+|Л| е /.

Для R։
1*1 HI > ^2 In го-

Следовательно
|£х (t))Kconst-x-|->Jo|։/2. (4.7)

3) Рассмотрим область 28. В этой 
леммы 3, из которой следует оценка

области выполнены условия

/ 3 , \ / 1 \|Fx(r.)|< const Г(д-~А7Г\4+/7 е’ (1+Ю-

Для 7}^ 23, ■’(о — НТ^О, поэтому

\к\- Tjg — Н7 
4 Hol

< -֊- Но!-
4

Отсюда, воспользовавшись (4.6). получаем

|ЕЖ (ij)l < c°°st Hol' ՜- (4.8)
4) И, наконец, рассмотрим область 24. В этой области выпол

нены условия леммы 4. В силу следствия из этой леммы и оценки 
(4.16), имеем

|f,(r.)|< const< const. (4.9)

Объединяя оценки (4.4), (4.5), (4.7), (4.8) и (4.9), получаем

|£х (7j)| < const (1 -f- х) (1 + HI’՞)- (4.10)

Наша следующая цель — оценить производные функции £x(tj) по 
dEх. Найдем вначале ----- (7j)|x. о. Из (1.14) и (1.11) имеем
dx

■՝. -•



Известны (см. [9]) следующие асимптотики: 
з _ *_

М (z) = z е
*4

1 _

М ։ (z) = z е (1 4՜ O(z))> z О,

из которых следует асимптотическая формула
r(— -&W-4) ֊'V1

1 _1 1
= ехР ֊ylg(֊£) + O(£ 2)|, ]£|^оо.

£,(ч) = V4_ / v ч --W/2e *(1 + Oho*s)) +

/кГ( — -k )
\ 4 /

г(—-i^L
+ ֊-7^-e (1 + O(r10x=)).

]/ я
Отсюда

Воспользуемся теперь асимптотической оценкой (см. [9]):

1g Г (z + а) = -J- а —igz — г + -^-1п2я-Ь

4֊ O(z ), |z| -» оо, 
имеющей место при условии |arg z/ < « — 3. Из этой оценки следует, 
что
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Поэтому верно неравенство

' const |А|’/։. (4.12)

Из (4.11) и (4.12) получаем оценку 
dEx (т,) [ 

dx L-* < const К’2 |Л-|! ■ < const |r(J |ч'|։Г՞ < const |r(|.

С другой стороны

dEx (\) dEx(^) Г tPExW , 
՝------------—------------ -f- l-------------------- ax

dx dx x-o J dx*о

dE,r (r,) 
dx

Следовательно

j[(l + x’)^-h'|=]£x(7j)rfx.
6

֊^■1 < consl hI + с (л) IV I Ex (/,)l < c (x) (1 + Hs/։). (4.13) 
dx I

Воспользовавшись уравнением (1.8) и оценками (4.10), (4.13), полу-

d*Ех ՛>)) . п м чаем оценки полиномиального роста по t\ для ------ , j 2. Из
dx*

этих оценок следует, что для фиксированного х и для любого / 0

֊7^ S' <*')• 
dx 

00----
Поэтому существует распределенксзначная функция ЕХ^.С IR, 

S' (R՞)), преобразование Фурье которой есть Ех (tj).
Далее из (1.8) и (1.9) следует, что Е удовлетворяет уравнению 

(1.6) и граничному условию (1.7).
Осталось показать, что Ех обращается в ноль при д0<^0. При фик

сированных х и V функция %(,-*֊ Ех( ч} аналитична в {о]0 6 С; Im 7)0<1 О, 
т)0=֊'= 0}. Рассмотпим квадранты |т)о^О; 1m т)0 <С 0, Re т)0 0|. Как было
показано выше, на лучах I Im т0 = 0, Re^^O) верна оценка 
(4.10). Заметим, что из леммы 1 следует оценка

|Ь(^|С1 (4,14)

на отрицательно!՛ мнимой т;ц—ос։;. Из (4.3) и этих оценок, применяя 
теорему Фрагмена—•Линд :лс: а, показываем, что в полуплоскости 
Ina 7/0 <. 0 верна оценка

|£‘х ( 4’1 -< const (1 + IV 2). (4.15)



298 Р. Г. Айрапетян

Для завершения доказательства остается применить теорему Пэ
ли—Винера—Шварса.
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Ռ. Գ. ՀԱՅՐԱՊԵՏՑԱՆ. Ոշ խիստ դոդավոր եդրով մոդելային խաոը խնդրի ֆունդամենտալ 

լուծումը ( ամ փ ոփ ում) •

Հոդվածում ստացված է (/>0, *>0. Ա <Լ 11" ’| տարածության րաոորդոլմ

Ա + *։) սււ սրյ։ Ա*]*յ 0

մոդելային հավասարման համար Դիրիիդեի եզրային պայմանով խաոը խնդրի ֆունդամեն
տալ լր լծումը, Այն դրվում է Ոլիտտեկերի վերասերված հիպե ր-երկրայափական ֆունկցիայի 
միչոցոմւ Ապացուցումը հիմնված ք Ոլիտտեկերի ֆունկցիայի համար հավասարաչափ ասիմպ- 
տոտիկ դնահատականների դուրս բերման վրաւ

R. G. AIRAPETYAN. Fundamental solation of the model mixed problem with 
non strictly concave by bic/iaractaristlcs boundary (summary)

Ir tho paper the fundamental solution of the mined problem with Dirichlet 
boundary condition io quarter space (f>0, 0, y^Rn~X} for the equation

(1 + x։) ult - uxx - £ Uvyy,=-0
/-■

is obtained. It is written by means of Whittaker confluent bypcrgcomctric function. 
Tho proof is based on Uto conclusion of the uniform asymptotic estimates for the 
Whittaker function.
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