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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АЛГЕБРЫ ДЛЯ СВЕРТОЧНЫХ 
СОВЕРШЕННЫХ К-СПЛАЙНОВ И ОПТИМАЛЬНАЯ 

«-ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

Пусть W—некоторый класс функций и для х( ■) £ W в фиксиро
ванных точках h <1...<С задана информация /х= |х (/։), • • •, х (#„)}. По
ставим задачу: наилучшим образом восстановить значение •*(•) в фик
сированной точке т равномерно по всем *(•)£ или более точно, тре
буется вычислить величину

/?(') = inf sup |х (') — ?(/*)'•
»:йя~й х ( •(б«'

где инфимум берется по всем n-мерным функциям У: R"R. Функции 
называются методами восстановления. Р(т)—оптимальная погрешность.

Если инфимум по ф(-) достигается натС). т0 ?(’) называется опти
мальным методом. Сформулированная задача называется задачей опти
мальной интерполяции или оптимального восстановления. Впервые она 
рассматривалась С. А. Смоляком [1]. Результат данной статьи в ос
новном мотивирован важными работами В. М. Тихомирова [2] и С. 
Миччелли, Т. Ривлин, С. Виноград [3], в которых эта задача решена в 
классе гладких функций. Здесь задача оптимальной интерполяции ре
шается в классе функций

i^?(R) = |x( )|x(0 = (x.w)O)G€R, М-)к.(ю<1), 

где «(•) непрерывная и интегрируемая функция на вещественной оси 
такая, что 

+ ~
J K(t)cft *= 1 и F(t, с): = Л (f — F) строго вполне положительна, (1) 

— ••

а («.«)(•), как обычно, означает свертку функций «(•) и п(-). Напом
ним, что /" (#, ?) называется строго вполне положительной, если

tn) : = det(F(/b О,

для любык #։<•••</„, «։<•••<£„ из R и n£N (см. [4]).
Важным результатом данной работы является также основная тео

рема алгебры для сверточных совершенных К-сплайнов. Для полино
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миальных совершенных сплайнов эту теорему доказал С. Карлин [5]. 
Перейдем к формулировке основных результатов.

I

Пусть Ф (0 = у К (;) </; и — оо < 6, < 8։<-.. < 6„ < -|- оо п фик

сированных точек из R.
Определение 1. Функция х(-) называеся сверточным совер

шенным АС-сплайном на R« узлами в точках {8/}“, если имеет место 
представление

±х(0 = (К *«.)(/) =-1+2 £ (-1)'Ф(<-9։), 
/-1

где п0(О — (— 1)' при ։ <{ < 8|, 1 < /< п -|- 1, 80 — ос, 8я+։=-|-оо,
Теорема 1 (о существовании чебышевских сверточных совер

шенных К-сплайнов), Если п ^-0— целое' число, то существует един
ственный с точностью до знака сверточный совершенный К-сплайнов. 
Хп' (•) = (К » и„) (•), с п узлами, имеющий на отрезке /=[0, 1] 
п-альтернанс.

Доказательство см. [6]. Напомним, что функция х (•) имеет 
на отрезке /п-альтернанс {АН{.с{-)։ I) = п), если существуют точ
ки 0 <-,<•• <^ + 1 < 1, в которых |х (-/) | = |]х (• )|с (/) и при "этом 
х(т/)х(т/+|) <^0 и нет систем из большего, чем п + 1 элементов, обла
дающих описанным свойством.

Введем следующие обозначения: и 1 / < п — соответст
венно нули и узлы Х„к {■), 5(х)(-), Г) и 2(х(՛), Т) — соответствен
но число перемен знака и число нулей функции х (•) на Т. Для функ
ции х{)={К •«)(•), где Л(-) удовлетворяет условию (1), имеет ме
сто (см, [4])

Д(х( ), R)<$(«(-), R). (2)
Теорема 2 {основная теорема алгебры для сверточных со

вершенных К-сплайнов). Для любых п точек сущест
вует единственный сверточный К-сплайн — х (•) = (А. * ио) (•) с 
узлами в точках такой, Что

Ъ (',) = & * «е) (',) = 0, 1 < г < и. (3)

Теорему докажем, используя следующую простую лемму (см., напр., 
[7]).

Лемма. Пусть Ао с А с R՞. Если Ап непусто, открыто и 
замкнуто в А, а А связано, то Ао = А.

Доказательство теоремы. Ввведем обозначения

А = {* = (*։»՛* ՛• ‘ ‘#»},
А = не А |3б 6 А : X (/<) = {К *ив)О = 0, 1 </ < п}.

М'о.тсство Ао непусто, так как но теореме 1 < = (#1։---,

где #։ — ну л;: :г^ни (•) = (Л'> к ) (•}. Покажем, что /1и открыто ՝ 
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в А. Пусть /0) >40, Обозначим через//(6, //) = 1 4֊ 2 £ (—1)^(6—в/) 
у—

и рассмотрим уравнения //(®> 6) = 0> 1 < I ■=» п. Поскольку / £ До,
то по определению существует 9(0,£Д такой, что//(9<0>, /}0)—0). Имеем 
также, что функции //{9, //) непрерывно дифференцируемым

^(9(0), ֊ 2 £ (_ к (/|0) _ &<.)) 0

дЦ ;-։

По теореме о неявной функции существуют функции 6 = 6(9), отоб
ражающие окрестности п4/(9։0>) на интервалы Д/ = —е/, 6<0) + Е/)

<8(>0, е/>0) такие, что /<(9, 6 (9)) = 0 для 9£ им(9(0)). Так как интер
валы Д/можно выбрать непересекающимися, то обозначим через о=пнп 8/, 

1<<<л
•в™» ппп «ь получим, что и։(^0))с Аи. Значит Ай открыто в А. Замкну- 

0<1<п
тость Ао можно доказать с помощью несложных рассуждений. Сле
довательно по лемме Д0 = Д, этим и доказано существование сплай
на х() = {К • ц8)(-), удовлетворяющего условию (3). Единственность 
следует из неравенства (2). Теорема доказана.

Прежде чем перейти к теореме об оптимальной К-интерполяции, 
т. е. оптимальной интерполяции в классе (R), введем некоторые 
обозначения. Для каждого ы (■) £ А-(R), обозначим че-

Л
рез 5։и(/)= £ а/К’О —8Д где 9, узлы сплайна х0(•) = К • и8)(-),

-удовлетворяющего условию (3), а а выбраны так, чтобы 5։и(//) = 
=(К Если для краткости обозначить

’=бе1(/Г(/<֊е,))»у=Р

то 5| и (•) имеет следующий вид:

Л(Л-9։)--Л(Л-9Л) *(*!֊?)
Л(/»-9,)...Л(<п-9л) Л(6,֊Е)

0 |
(4)

Теорема 3. Для погрешности R (■։) оптимального восстанов- 
ления х (•) из класса 1^» (R) в фиксированной, точке ՝ по инфор
мации 1х = |х (/։), • • •, х(61)| справедлива формула

где X։ (• )(^ *м։) (-) — сверточный совершенный К-сплайн, удовлет
воряющий условию (3). Оптимальным методом восстановления яв

ляется интерполяция обобщенными полиномами (4): <р (/х) =5։ и (•).
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Доказательство. Оценка снизу — R (т) |х0 (х)|, следует из
соотношения двойственности (см. в [7], лемма Смоляка)

R СО— sup |х (о;.
{х(-) е^|х«/)=о, 1<иЛ;

Для доказательства оценки сверху достаточно доказать, что

sup ЦК «и) (0 ~ А и (0| - 1(К • ив) (■։)[. (5)
1“ (в) *։

Используя соотношение (4), получим

(л a«)(0-So(x)-в)п(в)Л,

уде
£(Т, •fl1’" *’ Iе* IV К /о''”’ ?)•

\0։,• • •, 0Я, \) /

Нетрудно убедиться также, что L(f, В)(—1)/+/>0 при
В £ (Э/, В/Ji) (0 < i < п, 0 </' < п, Во = = — °°> 0«+i = 6<+i = + 00• 
Т аким^образом

ь-
sup ЦЛ՜ ««)(<) — -Se (01 - SUP ( £(т, B)u(B)rf?l <

“(■«£„(«)<1 IM-JU.«, (в) <1 I

+—
< [|£fr е)|л,

J 
• — <

причем равенство достигается при u(-) = ut(*). Далее, так как 
{К «и»)(6)==0, то

+- ч«
j L (т, В) ui(c) </։ = j /С(т — В) ш (В) Z։.

Отсюда следует требуемое равенство. Следовательно R (т) = | *։ (т) |. 
Теорема доказана.

Как естественное продолжение задачи оптимальной К-интерполя- 
ции возникает следующая экстремальная задача

тах |/?(О|-* 1п(; 0 < •'<^6։-С 1, (6)

где минимум ищется по всевозможным узлам интерполяции

Следствие. Значение R задачи (6) достигается на единствен

ной системе точек #։,-••, tn, где —нули чебышевского сверточного 

совершенного АГ-сплайна — Хп , причем R = (-)|с(/)
Доказательство этого факта простое следствие теоремы 2 и свойств 

функции Хпк(•).
Из следствия н из соотношения двойственности следует равенство 

6-26



266 С. А. Айунц

inf sup к( )|с(/» = |ХА (-)Зс (/),
о</,<••■</»<։ I (л/л- ։</<я|

где W‘K(I)__класс функций являющихся ограничениями на отрезке
/=’[0,"l] функций *(•) ИЗ класса W֊K (R).

В задаче оптимальной интерполяции вместо информации 1х = 
= (х (/,), • • •, х (tn)) можно рассмотреть более общую — [/, (х), • • •, ln (х)j, 
где // — линейные непрерывные функционалы. Это побуждает ввести 
следующее определение.

Определение 2. Величина

dn (W, С(/))= inf sup /?(-с) =

= inf sup k(։)|c(/).
/„) {x()6W'M/x()-o.։ ‘ «J

лов, называется П-поперечником по Гельфанду. Если инфимум дости֊

Дается на некотором наборе I !>•՛՛> In, то назовем его оптимальным.
Теорема 4. dn (W? (Г). С(1)) = \Х՝ЯК (-)JC(/), причем՛ опти

мальной будет система функционалов //(х( )) = х(/;), где U—нули 
X’nK()j

Доказательство состоит из двух частей: оценка d п сверху и снизу, 
Оценка сверху следует из (7):

dn(W՝“(I), C(I))< sup |х(-)|с(Л = ХЛГ(-Ы)-

Для доказательства оценки снизу рассматривается —мерное
пространство

» •

£?+։=( y(-)\y(t) = Уа+ £ У/Ф( t— 0/), у с r)
I 1=1 J

сверточных совершенных ЛГ-сплайнов у которых узлы совпадают с узла 
ми Хпк (•). Далее доказывается, что у Вп+\с W՝* (I), где т = ( )’с
Вп+1 — единичный шар пространства Ln+i- Отсюда, используя опреде
ление d" и теорему о поперечнике шара (см., напр. [4]), имеем

dn(W^(I), C(l))>dn(iBn^. C(!)) = i d'(Bn+i, C(I))^ ?.

Ерезасский государственный
университет Поступила 25. IV. 1990
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