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ОБ ОДНОМ ПРЕДЕЛЬНОМ СООТНОШЕНИИ 
ДЛЯ МОДУЛЕЙ КРУГОВЫХ ПАРАМЕТРОВ 

ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Обозначим через

Ф»,Я(*)=*а, лХ"4----- ; *«, П > О, п = 0, 1, 2,- • •

многочлены, ортонормированные на единичной окружности относи
тельно распределения <fc(0), т. е.

2«

2к J 
и

где сг(0): неубывающая, ограниченная функция с бесчисленным множест
вом точек роста на [0, 2я], нормированная условием

а (0) = 0, а (0 — 0) =о(0).

Под круговыми параметрами (а®, л)о понимают комплексные числа

а,. л = 0,1,2,.-..
ха։ л 4 1

Известно, что |а®, я|<^1, п=0, 1,2, •••• Действительно, функция ХЛ(?) = 
= Ф«,п+1 (г)/Ф®, л+1 («). где Ф®, „(z) == ։p®,„ (zФ®. л (г) = 2л Ф®, я (1/г) 
регулярна в jz'C^l, так как все нули Ф®.п(г) лежат в |z|< 1. Посколь
ку /л (е'*)| = 1, то

1>֊л(0)| = |Ф®.я+1(0)' = |а®,л|<1.

Основная теорема настоящей статьи состоит в следующем: если 
</о(0) = О при 0 £ [0, a] U [2՜ — а, 2 г.] и 

2 «֊я
/в = j 'м(8) In o'(0) dO ^> — со, ).а(0) = sin -^-՜/ 

о
то

11 а гlim /а,, Л> = sin — > 
2

и
I- «•.« ( а \“т
нт------- — ( cos—I

n՜*“ x®, п+I \ . 2 /

1. Пусть Co—аналитическая замкнутая жорданова кривая длиной: 
I, ограничивающая в z плоскости С односзяную область G,|rfC| =•
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Лз—элемент кривой Со. Обозначим через 2=Ь(и>) конформное отобра
жение внешности кривой Со на внешность единичного круга Гош пло

скости, нормированное условием Л(зо) = оо, Имеем

г = Л («<) - сю 4֊ с0 4֊ с,®՜1 + •••; г^в, с>0, (1)

ы = Н(г)~ Ьг 4֊ Ьо 4՜ 4՜'' '5 А > О, с = Ь (V)

Если г € то будем считать г = С, ш = и. В соответствии с теоремой 
•Осгуда-Каратеодори функция г= А (ш) осуществляет взаимнооднозначное 
и непрерывное соответствие между единичной окружностью = 1 

;и границей области С '0О. Постоянная Св (1) называется трансфинит 
ным диаметром кривой Со.

На Гп:1то - Н V ֊- о1". ф<[0. 2«]-
После конформного отображения будем иметь

|</»| = 4$, (2)

•где т(ф)—некоторая ограниченная, неубывающая на отрезке [0, 2я] 
.функция; почти всюду (п. в.) на Со имеем

о' (з) (з) ,<Л| = т' дЪ = т' (ф) \Н' (С)| |Л| V (ф) \Н' (С)| Л, (3)

.откуда п. в. на [0. 2 т:]

х> (^ = ' ՛ С = А(»), и = е»!'. (4)
п (ч).

2. Известно (см. 1), что условие
2«

| 1п’-' (ф)</ф > — оо (5)

о

необходимо и достаточно для тото, чтобы можно был* построить 
аналитическую фракцию ^(ш), регулярную и не равную нулю в области 
|ш| >1 так, чтобы п. в. в [0 2л]

г'(ф)«=д11шв|£)(/ге'*)Г*. (6)

Эта функция дается формулой

£>(ш) = ехр( — Г 1пт'(ф)</ф), |ш >1, (7)
I 4 кш — е'* ] ՝ '

о 
:причем 

2»
£>(оо)==ехр(-±у 1пт'(ф)е/ф )• (8)

О
Положим

М*)-0[ЯЮ], *СС. (9)
Л(г)-аналитическая функция, регулярная и не равная нулю в области 
С, причем в силу (4) и (6) п. в. на Со имеем
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<э'(5)“1Я'(С)|1Д(0|-’> (10)

где 

Д(С)= ИшД(д), СС С։. (П>
ж-*С 

По (4), (8) и (9) получим

Д՜’ («) = О՜' (со) = ехр|֊1 [ |п-£^- |Я'(С) |Л! ] • (]2)?

С, 

Условие (5) эквивалентно условию 
2։

|Н' (С)| |(Г,| Г 1п а' (5) \Н' (С)| |Л| - С1п /А' (е'*)| > - оо.. 

с. 6

последний интеграл существует, ибо следовательно условие-

|’|по'(С):я'(0||^|>-оо (1з>

с, 

эквивалентно условию (5), которое необходимо и достаточно для воз
можности построения А(2), обладающей указанным свойством.

3. Следуя Сегё (см. [2], с. 45), введем многочлены Фабера/я (г) 
как полиномиальную часть разложения

ёп (г) = [Н(г)]՞ ~ /и (к) + О (- ) - /л (г) = ՛ ■ (14)՛
\ = / с”

Функция Я«(г) регулярна во всех конечных точках замкнутой внешно
сти кривой Со и имеет полюс порядка п в г=оо. Лорановское разложе
ние функции ёп(г) для точки 2=оо начинается с члена С՜՞ я" и далее 
идет по убывающим степеням 2.

Сегё доказал (см. [2], с. 46, 47), что при принятых условиях на
счет кривой Со, существуют две постоянные Миг. М>0, 0<У-<1 
такие, что равномерно на Со имеет место неравенство 

1/-(9֊гм(0<^я- ■ (15)1• « 
Рассмотрим многочлены

Кп(2)= С" £ «а/п-*, 0 < т <п, а0 = 1. 
А—0

Коэффициенты (<։*)" и т—совершенно произвольны. 
Применяя (14) и (15) получим для |и>| =/=, 1.

/?„ [А (то)] = с” а* §п _* [/։ (ш)] + О (сп г") = 
Л=у

= (сш)" 11 + £ ак то-*1 + О(спгп). (16))



254 Б. Л. Голииский

4. Пусть Ря (С) = Ся4-• • •; П = 0, 1, 2, ---многочлены, наименее 
уклоняющиеся от нуля (в метрике Ао(0, 211)) из всех многочленов 
степени <п со старшим коэффициентом, равным единице, т. е.

(. - 11/* I 1 г[ |л (ОР *Ф)} < | | I*" (С)|’ | =
С, С,

Если С —дуга Со, то будем считать, что на С0\С= 0, а Сбу
дем представлять как разрез плоскости С с правым и левым бере
гами.
Обозначим через А/ класс функций регулярных и не равных нулю 
в замкнутой области |№| >1 и нормированные условием / («о) = 1 : 
:/(to) — 1 +■ р, w_J -|- ₽։ w-։-|-----Обозначим

2ж
т’= inf I ~~ f |/(w)|։ <МФ)].

I 2 It J J
0

а также

t’=> inf
{4”JU

i + 4” w «М+) «=

причем

(18)

(19)

Так как функция f(w) содержит, как частный случай, функцию
1 + di’’ w *, то имеем

’ < t, v = 1, 2, • • •, lim т, =т0 0, t <։* *0- (20)

Полагая в (17) т — *, получим в силу (20)

П^՜ ֊=;<т<т0. 
«-•■г 0^, (21)

Известно (см. 1, с. 14), что многочлен Ф* ('Ф), минимизирующий 
интеграл (18) и нормированный условием Ф*(0)=1, не обращается в 
пуль в области |^1 <1. кроме того, по [3], с. 25, 26 и [4] имеем

2to == exp (22)



Об одном предельном соотношении 255

(причем, если интеграл не существует, то правую часть полагаем рав- 
ной нулю).

Поэтому в силу (21), (4) и (22) можно записать

л-»-С 14 я,) |Г7 (ч)| )
■ , •. с.

Существование интеграла в (23), как было показано выше, эквивалентно 
существованию интеграла

2։
1п О' (з) |/Г (01 |Л| или у 1п а' (։) .

с; • о
Докажем теперь неравенство, обратное (23).

Так как

р։, = Л Г ।л (91։ * « > Л !* 1Л <<№ Ю ** =
2 я J 2 я з

с, с,
з>

-֊ 1>п[Л(е'*)]|’т'(ф)^,
2я.) 

о

то, применяя (6), получим

р > цт ] *11 С I Рп^Л(ц,Ц ’(</«11 , ш - Яв«*. (24)2я ] I «,«£>(») 1 Ч ՝
|ш|-Л

Так как функция под знаком модуля в правой части (24) регулярна в 
области |ш|>1 и имеет при и> = оо значение С*/Д(<х>), то из (24) 
следует, что

О

В силу (12)
֊. > «р | £ I 1. -$>֊ (91 |Л| I. (25)

л-»« С (4я л |г7 (ч)| )
с.

Сопоставляя (23) и (25), имеем
Зж

Пт Й = ехр 1т՜ [ 1п |Л/П1 I = ехР | Л (5) • 
л-~ С" (4ял \Н (С)| ) (4я.) ]

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Теорема 1. Пусть 

Г 1 Г
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где {Рп(О)—совокупность многочленов п-ой степени со старшим коэф
фициентом, равным единице, элемент дуги аналитической
замкнутой жордановой кривой ^о, ограничивающей односвязную об
ласть, ст(5)—функция распределения, ; »» Л (») (ш = е'*)—отображение 
кривой Со на единичную окружность Г0”|е/и|0, с траисфинитаый 
диаметр Со. Тогда можно записать

Вт £֊~ехР( — Г|п=>'(5)^}’ (26)

Г.

если интеграл в правой части (26) существует.
5. Частные случаи.
1) Со=Го. Трансфинитный диаметр единичной окружности равен 

единице, а НЯ = *^֊1П [3]. с. 26, 14). Если
2к

J In a' (5) d\ > — оо, 

о
то 

2>
limxe,„ - ехр|In (27)

6
Предельное соотношение (27) было впервые доказано С. Верблюнским 
(см. [4]) и независимо Я. Л. Геронимусом (см. [3], с. 19, 25), оно 
было впоследствии передоказано в [2], с. 62—67 с применением одной 
теоремы о монотонных функциях с равной нулю производной ‘(см. [2], 
с. 16—48). В [5] (с. 118—122) доказательство (27) основано на идее 
Сегё из [2] и одной теоремы функционального анализа.

2) С0 = Г. =[еь, е‘ ։2ж-’>] — разрез плоскости С вдоль дуги Г«. 
Пусть В«=С\Г«. Очевидно, ds=*d&, рп = х-3. Этот случай можно 
толковать так, что rfa(0)==O для 0 £ [0, 2г. | \[т, 2 т— а]. Конформное 
отображение области Ва на внешность единичного круга |w| 1 осу
ществляется функцией

i z \ cw 1 • г_г/ , z 4֊ 1 4՜ Ф (г) z = h(w) = w----------  . w = H(z) = —!------------J-C ,
w-c 2c

с--трансфинитный диаметр, Га, причем выбрана та ветвь двузначной 
функции Ф(а) = /’(я-е'։)(а—е֊ь), для которой liraФ(г)/г=1. Пола
гая z = е/։, w = е**, имеем на дуговом разрезе Г«:

где
0

СОЗ —, 2
COS >. - ----- - • а < 0 < 2я — а, 0 < к < к.

COS2



Об одном предельном соотношении 257

На рис. 1 (а) изображала плоскость г, разрезанная вдоль- 
Г« = ' Мй О No (я -< 9 < 2 к — ’)■ « — ВОМ0. Двигаясь в направлении 

обозначим через Р՝ и Ра две совпадающие точки, лежащие 
соответственно на правом и левом берегдх разреза Га. На рис. 1 (6} 
изображена плоскость », причем О'С' 3 С \ Проведем из точки С'

касательную к окружности, получим точку Мо, опустим перепендику- 

ляр МоА'. Так как О'М' = У О'А'. УО'С'=* 1, то О'Д' == С = cos~

r QL г •
и поэтому МиО'А' = — ■ Из точки С' проведем прямую C'PjPj/f

hBPy. Пусть (У Z՛ \_С'Р\. Так как О'Z' = — cos — = cos ~ [ cos—> 
С 2 2 / 2

то cos ^Z'0'Рг = cos Z'O'Рг = Z'О'Р\ = Очевидно также, что- 
O'Z'//Oz. При 9=acos*=l, 1 = 0 ,и Мп— Мо. При 9 — —а, >. = и и։

1 , i
, w (Pj) ■=» еNo -* w0, w (Pi) = е . Если точка Р։ движет-

ся по правому берегу разреза, пробегая дугу то соответст
вующая ей точка Р\.пробегает дугу МоРУМ, если после этого точка 
Ра будет пробегать дугу двигаясь по левому берегу разреза,
то при этом точка будет пробегать дугу ^ВМо. Таким образом, 
когда точка Р։ опишет, двигаясь в положительном направлении, всю- 
окружность |г| = 1, соответствующая точка Р дважды опишет разрев 
Г«, двигаясь сперва в положительном направлении по правому бере
гу, а затем в отрицательном направлении по левому берегу. Так как

на окружности |z' = 1 имеем в силу (3) пл = е1* = ехр
I

найдем на правом берегу разреза

то-
2

s 1
Фх = ~ + -Г

X л
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на левом берегу разреза

ф,= — — «/ф, = — «/9,֊ <//„
2 *

причем 9,=9։ и в силу (27) ).,= ),= >. Рассмотрим дугу

| ехр | 9,-----“</9| | , ехр | ®։+ А | • </9, > 0.

На пряном берегу разреза на ней сосредоточена масса

։/ф։= — </9| 4 <А։.
I

.для этой же дуги на левом берегу разрез*

</՛!>, = — </9, 4՜
2

причем </9, = —</9։ и <А> =— «/*■։, ибо теперь вта дуга должна пробегать
ся в отрацательиом направлении. Рассмотривая вместо двух дуг на 
обоих берегах одну дугу

, </8 — </9։ =— </9։>0, ехр 9։ 4-

пробегаемую лишь один раз и притом в положительном направлении, 
следует, что на ней надо сосредоточить массу

(</9, 4- 4/9,) + - А = 2 А (28)

(29)

Поскольку ря — х~։, а трансфинитный диаметр с дуги Г« равен cos —>
2

то из (28), (29) и (26) вытекает, что

где

Если применить (30) для (я—1), разделить одно равенство на другое 
и воспользоваться известным соотношением (см. [3], с. 160).
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*«. Л-։/*«, П = V 1 — |а։. „I*,
то получим

Нт |ав Л| = з!п 
Л *

а
2 ’

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.
Теорема 2. Если </з(8) = 0 лля 0 £ [0. а]и[2՜— а], я > 0 и

3։->
У 1по'(0)ла(0)> — се, 

а

.то

1 I а

"т а„ I = зт— 
/=*- 2

Нт —— (з1п — ) =в п. (32)
*О, л+я| \ 2 /
а в

соз — — з!п — = а (<Г 1). 
2 2

Нт **' " = (соз —. (31)
*«, л+т ' 2 /

Следствие Пусть а = к —в, е^> 0, а' (0) тп0^> 0 п. в. в [п—в,
з։ 4-•], </а(0)==О^ 0 £ [0, -к — в] и [тев, 2 к].

Тогда

III 811т а ' = ооз — » 
1 п 2

Действительно, обозначим

Очевидно
Зж-« 

/> - 1а а' (в) а՝, (0) </0 > 1п тв л»(0)</0 = 
а а

Ь 
«։__/« , ь \■ ----- == 21п т0 |------- аге зт — ) > — оо,V2 «/

Ь "2(я — аге сое а).

В силу теоремы 2 справедливо (32).
В связи со сказанным, сформулируем задачу, поставленную Я. Л. 

Геронимусом (см. [6], с. 88): Выяснить, каким условиям должна удов
летворять функция сг(в), чтобы выполнялось условие Нт |а,_ я|=6«<4;

не достаточно ли для этого выполнения условия:

(в) <(0,) — з (0։) > т0 (0։ — 0^, а < 0, < 0։ < Р?
Харьковский авиационный 
институт Поступила 20. VIII. 1989
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Р. Լ. Գ1ԱԻՆՍԿԻ. 'Օրթողոնալ բազմանգամների արաացոյման գործակիցների բացարձակ 
արժեքներին վերաբերվող սահմանային աոնչությանների մասին> (ամփոփում).

<?«, ո (*) = *», Л ■ > Ո *= 0, 1 , 2, • • • , Ха. л> 0.
միավոր էքւահագէի վրա dz(O) լափով օրթոգոնալ рш զմանգամների համ՛ակարգ ք, այո ինքն- 

г «
— f ?», Ո (e*)’P«,m(ert> diO = Ъпт
2< JО

և л_  երր այղ համակարգին համապատասխանող արտացոլման գործակիցներն են'

ав, ո = — ՞՜1" > ո=0. 1, 2 • • •
'Հյ, я +1

bfih ժ<յ(6) = 0, րքՒ

B- L. GOLINSKY On a limit relation concerning the modulez of the reflection 
coefficlente 6f the orthogonal polynomiale (summary)

Let
To. 4—» <=0, 1,2, ••• , »,, „>0,

be the system of orthonormal polynomials on the unit circle, associated with measure- 
da (Of i. e.

2։
֊ f
2 к J 

о 

end оя, n — reflection coefficients, corresponding to this systems:

a., „ = - , д - 0, 1, 2,- •
*a, «4-1

И da(0)asO when 0 C [0, a] (J [2՜ — Xj. 2n] and 
2«-։

./• = [ '« (8)In °' (9) dû > — oc, (9) = sin — / ./sin2 I___sin2 Л.
J 2 / I/ 2 sin 2

then 
lim |ая, n| = sin — > lim—— = (cos — 
я՜*“ 2 X®, nvm \ 2 /
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