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ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИИ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ В КЛАССАХ ЗЕМАНЯНА

Рассмотрим дифференциальное уравнение п-го порядка вида

■ о> / д \ „>0 (х 9>€ к х (1>
*=• \Ох/ оук

где ал (р} — полином с постоянными коэффициентами от р — в Д.
Пусть ко>й — полоса а Вер Ь, в которой ап (р)՛^ 0. В ра­

боте в основном рассматривается этот улучай, за исключением § 2г 
где допускается нарушение этого условия. Корни характеристическо՜ 
го многочлена

Рп 0-, Р)= £ а.(я)>-* = ° (2>
*=о

обозначим через Х։ (р),՛--, Х„ (р) (каждый корень берется столько раз 
какова его кратность). Как известно |1], длл |р| 1 функция Ху (р)
аналитична и разлагается в ряд Пюизё

На характеристические корни наложено следующее условие: Келу (р)<С 
< 0 ур£ко, ь, ] — 1,- • •, т; ес*и же у > т, то Яру ^ка. ь такая, что 
ЯеХу(ру)>0. Предполагается, что расстояние между множествами 

(р).---, Хт(р)| И |Хт+1 (р),-- •, Х„(р)| положительно. Введем мно­
гочлены по X:

(X, р) = П (X - Ху (р)>= £ д (р) 
У=| ,-в

(4)
Рп -т (X, р) = а„ (р) П (X — Ху (р)) =. а„ (,р) у> г (р),Ху. 

у—о
Из представления (3) вытекают оценки

|Х/(р)|< су (1 + |р;)т/, |д/’(р)| + |гУ’(р-)| <су, (I + |р|р*. (5)

Введем следующие классы функций.
Определение 1. Через А (пж обозначим, класс функций / (р)„ 

аналитических в ка, ь и удовлетворяющих условию; у е к0< ь 3 мно' 
гочлен Р, (р) такой, что

1/<р)| < Л(|р|) V/» €(б>
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Определение 2. Через Ау(ка,ь) обозначим класс функций 
/(р, у) таких, что f(p, у)£А (ка.ь) и

(Р’ У) I < (1 + у)' • Л (|р|) VP 6 *«,. ь,. (7)
dy I

где г зависит от f (р, у\, к = 0, • ■ •, п — 1.
Пусть L (а, 6) и L՛ (а. Ь), соответственно, —классы основных и 

обобщенных функций Земаняна [2]. Как известно [2] преобразование 
Лапласа

Lu (р) - и (р) = < и (х), ехр (— рх) >
является изоморфизмом между £'(а. Ь) и А (ка,ь)-

Определение 3. £у (а, 6) обозначает класс обобщенных функ­
ций и(х, у), зависящих от параметра у таких, что У/(а,, 
что

— < и(х, у), а (х)> 
dy

< с, (1 + у)г Н,, у? € £<>,. *,, *=о, • • •, п—1,

(8) 
где hk, “= sup Та,, a, (xj у |D-у (x)j — у,-ая полунорма в £а„ та„ *,= 

х )<q,
= 9t. (х) ехр (а, х) 4՜ 9 ֊ (*) exp (6,х), 9j-(х) — функции Хевисайда, по­
стоянная г зависит только от и.

Лемма 1. Преобразование Лапласа устанавливает изомор­
физм между Ly (а. Ь) и Ау^а.ь)-

Доказательство. Пусть и (х, y)£.Ly(a, b). Заметим, что 
ехр (—рх) La„b, при а, < Re р < Ь,. Поэтому из (8), подставляя 
вместо «р (х) функцию ехр (—рх), получим

d* и (р, у) 

dy"
< с,(1 4- y)r Pq, (|р|) Vp £ «а,. ft,,

то есть имеет место (7). Аналитичность и (р, у) очевидна. Обратно, 
пусть и (р, у) £ Ау (к0, »). Возьмем две последовательности чисел а,) а 
■ Ь, ] Ь. Пусть Q, (р) — полином, не имеющий нулей в а < Re р < b 
такой, что

I и (р, y)/Q’ (р) I <(14- у)г ■ (1 4- p’i)՜՛•

Имеем и (х, у) = Q, (Dx) g (г, у), где |# (х, у)| < cte ехр (ах)-(1 4֊ у)' 
уа.+i < я < b,+i и, в частности,

|Я (х, у)| < cte 7а,+։, а,+1 (х) • (14- у)'.

Отсюда имеем для V?'6 ft,

| < и (х, у), f (х) > | = | < g (х, у), Q, (— Dx) <? (х) > | <

< [ 117,’, ft, W ?(*» ff)l lTe„ft, (*) <?» (~ ? (х)| dx <

<|.Т7,’, ft, <*) < cte (i +^)r Mff,-
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Лемма 2. Пусть и (р, у)€Лг(«в։») является решением урав- 
нения

/гп-т(Оу, р]и(Р'У)*=О. (9>

тогда и (р, у) « 0.
Доказательство. Перепишем уравнение С9) в виде

(Оу — Хя>1 (р)) т» (р, у) = 0. (Ю>

где и(р. у) = (Оу-1п+7(р)')---(Оу-'п(р)) и (р, у)' Заметим, что 
(/ (р, у) аналитична в ^о, ь, за исключением конечного числа точек 
ветвления, в окрестности которых разлагается в ряд Пюизё. Из это­
го заключаем, что в любой конечной части полосы ко> ь V (р, у) мо­
жет иметь не более чем конечное число нулей, либо тождественно 
равна нулю. Из (10) имеем

V (р, у) = с (р) ехр (>ш+1 (р) у)‘- (11}
Из непрерывности 1-т+1(р) вытекает существование окрестности 
И։(р„4-1) точки рт+ъ что Иег 1 (р) > 0 ур £ V։ (/>т и)-Из (5), (7), 
(11) имеем

с (р)| < ехр (— КеХт4-1 (р) у) с, (Х+у)'- Р- (1р1) УР £ К (рт м)<=

Устремляя у —♦ 4- оэ получим с (р) = 0 ур £ И« (рт +1), тем самым

V (р, у)=0 в к0, ь. Продолжая этот процесс, получим и(р, у) =0. Лем­
ма 2 доказана

§ 1. Задача типа Коши (а„ (р) ¥=0)

Задача А. Требуется найти решение и (х, у.)£Оу(а, Ь) урав­
нения (1), удовлетворяющее начальным условиям

Оу и (х, 0) = /, (х), ] = 0,-• •, т — 1, (1.1)
(а, Ь) — заданные функционалы.

Переходя в (1) и (1.1) к образам Лапласа и используя лемму 2 
задачу А сведем к эквивалентной:

(Оу, р) и(р, у) = 0, (1.2)

Ру и (р, 0) = // (р), у = 0,- • •, т — 1. (1.3)
Нетрудно проверить, что аналитические функции

Е, (р у) = — Г ___ -_ 7» (Р'Н'"' 1 ------- 1- </т 1-7 (р) .
ЛР'У) 2к,3 рт (X, Р)----------------------ехрО^ Л,

/= 0,•••, т — 1, (1.4)
где 7 (р) — замкнутый контур, содержащий корни X, (р),---, Хш (р) 
полинома (?т (X, р), являются решениями уравнения (,1.2) и удовлетво­
ряют начальным условиям

(Р. 0) = о*, 1с= 0,1,-■ •„ т — 1„ (1.5),
где 8У — символ Кронекера.
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( ИВводя вектор Е(р, у) = ( Е/ (р, у), — Е. (р, у),.- \ </у
уравнение (1.2) перепишем в матричной форме

— (р, у} = А(р)Е(р,у), (1.6>-

где А (р)—аналитическая матрица не выше полиномиального роста, 
(см. (5)). Отсюда имеем

Е(р, у) = ехр (А (р)-у) Е (р, 0), Е (р, 0) = (0
/՛

(1.7)֊

Из (1.7) вытекают оценки [3]
т°

И (р, у)1< С1е (1 + |р|) (1+^)
,0

(1.8).

где обозначает норму матрицы.
Дифференцируя (1.7) по у, аналогично получим

|/£(р,п)1 "*
-ТТ <с1е(1 + |₽1) (14֊У) Д = 0,1,-,п֊1. (1.9)՝

Так как — Е,(р, у) 
ау || 4у

кам (1.9). Остается заметить, что функция

, то Е] (р, у) удовлетворяет оцен-

“(Р. ») = X еЛр> у)Ъ(р) 
;=0

(1.10)’

принадлежит Ау(^о, ь) и является решением задачи (1.2), (1.3)» обрат­
ное преобразование Лапласа которой (будет единственным решением 
задачи А. Таким образом , доказана

Теорема 1. Граничная задача А илеет единственное реше­
ние для всех /0, • • •, /т -I.

§ 2. Задача типа Коши (а„ (ро) = О)

Пусть ая (р) обращается в нуль в точке р0€ки.4 и отлична от 
нуля в Ч։\1Ро|. Не ограничивая общности можно предположить, что 
хотя бы одна из функций ая-։,•••, а0 (р) отлична от нуля в точке р0. 
Это вытекает из того, что в рассматриваемых классах ядро произ­
вольного дифференциального оператора ЦОХ) нулевое.

Ряд Пюизё разложения функции (р) в окрестности точки р0 
будет иметь вид [1]

СР>
(р — Ро)'- > (2.1>>7 (р) = 2

Функции {р)(т^ (р) (см. (4)) в рассматриваемом случае аналитич­
ны в полосе г.а,ь за исключением, быть может, точки рв,. в которой 
имеют полюс. Это вытекает из того, что функции
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А'/_л 4 •••*' (п) =-- Г -------- ---- d>. r^N< (2-2)

y(P>

,где т (p) — замкнутый контур, содержащий только корни '։(р)>---, 
Хга (р), аналитичны в ’ta iXfPol **• на основании (2-0 стремятся к 
при р֊*р0-

Таким образом, вместо (5) имеем оценки

1<7Г,(р)1+1гГ,(р)К + >1»"'*. (2.3)

Заметим, что лемма 2 остается в силе, поскольку все рассужде­
ния проходят для области ’'a.iXlpo!- Что касается задачи А, то оче­
видно однородная задача имеет только нулевое , решение. Оценка 
•(1.9) для аналитических в ^а. »Xlpol функций Ej (р, у) принимает вид

(р> !f)l cte |j,_p0| -(1-1- у) . (2.4)

dy ।
То есть р0 является полюсом для Ej (р, у). Обращаясь к формуле 

(1.10) легко заметить, что и (р; у)£ Ау (^а,ь) тогда и только тогда, 

тогда fj(p) в точке» р0 имеют нуль определенного порядка tj'-
< /у (х), Д* ехр (- рох)> = 0, к = 0, • • •, fj - 1. (2.5)

Таким, образом, справедлива
Теорема 2. Однородная граничная задача А имеет только 

нулевое решение, а для разрешимости неоднородной, задачи необ­
ходимо и достаточно выполнение конечного 'числа условий вида 
(2.5).

Замечание. Как показывает пример, условия ((2.5) 'могут от­
сутствовать. Действительно, в Ly (—1,0) рассмотрим оператор

L (Dx, Dy) =(Dy-Dx)(^ (д, + ֊֊j Dy-iD^ ,

для которого X1 (p) — р, X, (р) = 1р/ ^р4—и поэтому он редуци­

руется к £։ = Dy — Dx ^ро =-----•

§ 3. Задача Коши для уравнения типа Коши—Ковалевской

п / д \й этом параграфе операторы at ( — ) в (1) предполагаются по- 
\Ох /

рядка не выше п — к, а характеристичиские корни главной части (1) 
различными и ненулевыми. Тогда для |р( 3> 1 корни Ху (р) характеристи­
ческого уравнения (2) будут различными и разложение (3) примет вид

а 4՜ СО

Ч (/’) = Ьрр 4՜ Су 4՜ ajk-p~k. (3.1)
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Заметим, что для постановки задачи Коши для уравнения (1) 
необходимо предположить, что Re>֊y (р) < 0 ур^«а-_ »• j= 1,- • •, п 
(см. § 1). А это, в свою очередь, означает, что £ R, то есть урав­
нение (1) гиперболического типа. Отсюда, существуют кв, ь и 8 > О 
такие, что Re X/(рХ— 8ур£"а,

Определение 4. Через М" (а, Ь) обозначим банахово прост­
ранство функций с конечной нормой

juj2.6= sup exp (ах) У р'и(х)|. (3.2>
-Ь<а<-а j^0

Из оценки
I < и (х), ? (х) > | < J ii՜’ (х) • и (х)|> I (х)'т (х)| dx < (3.3>

У'Хм,

вытекает включение М՞ (a, b)c.L' (а, Ь).
Под решением уравнения (1) мы будем понимать функцию и (ж, у} 

такую, что

I
J*+m 10
—< cte. (3.4>
Оу Ox 11, ь

Задача В. Требуется найти решение уравнения (1)՛, удовлетво­
ряющее начальным условиям

DJ, и (х, 0) = // (х), j = 0, • • •, п - 1, Л- £ Мп~‘ (а, Ь). (3.5>

Единственность решения задачи В вытекает Гиз (3.3) и теоремы 1.

Покажем, что прообраз Лапласа функции и (р, у)՝ из (1.10) является 
искомым решением неоднородной задачи В. Для этого исследуем под­
робно прообраз ej (ж, у) функции Ej (р, у)- Вычисляя Ej {р, у) по- 
теореме о вычетах, получим

Ej (р. y)=YlaJi ехР (р)'-рХ (3.6 >
I— 1

где а< (р) = > ?-/_J(p)/ П О՝' (₽) ~ (р))- 
а-«-/

Имеет место
Лемма 3. Пусть f^M1 (а, Ь), а в > — а. Тогда проаб раз Лап­

ласа

F(x) = L~x (7(р)-(«+ рГ^^М^^а, Ь).

Доказательство. Имеем L՜1 ((р + а)՜1) = ехр (— ал)■ 6+ (х)„ 
поэтому

sup |ехр (а — а)х-0+ (x^l, < -f- оо.. (3.7>

Отсюда
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|exp (ax) D՛ F(x) | = | exp (a-x) (exp ( (x) * / (x)yl — Й ffl
= |exp(a — з)х-0+ (х) * exp(։x)-/°(x)| < cte Jup.^ le*P (’*)/'’(*),՛.

(/ = 1, •••,/) (3-8)
|exp(ax)D/+1;F(x)| = | (exp (a - a) x • 0+(*))'* exp (ax)/'1 (л)| < |

.< |a — a|.|exp (a - i) x-M*)* exp px)/" (x)| + I exp (a• xj/1'՛' (x) <

< cte sup | exp (ax| (x)|. (3.9)
a 

Х6Я
Из (3.8), (3.9) получим

И(ж)|^ <.cte|<», (3.10)

՝что и требовалось доказать.
Далее имеем
a/(p)-7z (р) = [(al(p • (Р ֊4«)'-Л) 4 с{]/7 (р)(р-}-а)-', (3.11)

где cJ — llm a/ (₽)■(₽ 4 «У-

Первое слагаемое 6/ (р>) в квадратных скобках в (3.11) на беско­

нечности ведет себя как — > поэтому
Р

sup |6/ (о 4- Л)к <4-0°. (3.12)

.Его прообраз 6{t(x), в силу равенства Парсеваля, удовлетворяет нера- 
венству

sup flexp (ox) bJi (x)|z„ <4-00. . -й<«хг—а (3.13)

Дифференцируя 6/ (р) легко убедиться, что 

sup |хб/ (х) ехр (ox)|z.։ <4-оо.
— b<a<— а (3.14)

Из (3 13), (3.14) и неравенства Гёльдера получим 

sup ||6/ (х) ехр (ях)|£, <4-00.— d<a<—a (3.15)

Из (3.14), (3.15) и леммы 3 вытекает, что

• l^՜1 (а/ (р) .// < с1е(Л(х)|2,У. (3.16)
Теперь рассмотрим прообраз к, (х, у} функции ехр (Х; (р)-у)’ 

Имеем для • £[<։, А)
к/(х, у) = J ехр (рх 4՜ ^i(p)y) dp == Jexp (р (х 4 h у) 4՜

4՜ ci ֊у)[ехр (1/ (р) — X/ р — ci) у —1] dp 4՜ ։ ехр (а (х^-к/у)-!֊

4- ci у) 8 (х 4-Х/ у),

:где в(-)—дельта-функция Дирака.
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Первое слагаемое в последнем равенстве представим в виде

а, (6 у) = i J ехр (ht) А (р, д) dt, А (р, д) — exp ((х + 1, д) о -f- ct-g)- 

[exp (\ (р) - \ р ֊ с,) д - 1], t = х 4֊

Имеет место неравенство

И (р, ₽Ж1НХ/ <р) — \-Р~ С/1-
ехр (\(р) — Х,-р — с,) у — 1

У (\ (р) — \ р ֊ с{)

■ | ехр ((х 4- \ у)' 4-С/»)1 Iх/ (р) — S• Р -с։1 • (14-|ехр (\(р) р—с)д\)■

|е*Р ((< 4՜ '7-у) ° 4֊ Ct д)\ < cte • —ехр (ох—Ъод). ^>0 (3.17)
1+|р|

(из (3.1) и Re \ (р) < — 8 => аХ/ 4֊ Re ct < — 80).

Из (3.17) имеем

sup |ехр (— ох) А (р, р)|, < ctei/ exp (— 8։У) (3.18)
а<*<Ь

и, в силу равенства Парсеваля,

sup | ехр (ох) а (х 4֊ V y.p)L <ctey exp (—8։ у). (3,19)

С другой стороны

>4’ (р. У) = ехр (ах)-ехр (Х/(р) р—А/-։^) (Хг(р) —к,р—с,), д,

поэтому ’

|Х (р, д )| < cte • ехр (ох)- у е*р • (3.20)
1 + 1р|

Отсюда, как и выше

sup |ехр (о х) Га, (t.gJL < cteyexp (— а-у). (3.21)
-Ь<а<-а ’

Из (3.19), (321) получим

sup Цехр (о х) а, (х 4֊ \ д, y)L< cte д ехр(— 80 р). (3.22) 
—а<а<-а

Лемма 4. Фднхции u/Z (х, д) — £՜’ (а/ (р)/у (р) ехр (\ (р) • д)) 
удовлетворяют оценке

I d^vjt (х, д) |"-{т+*)
I ж д I -С cte |/>|а,». (3.23)
|(7Х Од 1а, b

Доказательство. Обозначим Aj (x)=L՜1 (ai(p)fj (р)). Имеем

vjt («. У) =• (х, д՝)» А1} (х) = а, (х 4֊ \ у, у)* (х) 4֊

4֊ i ехр (сгд)-Ъ(х +*i y)* Aj(x).
3-2в
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Из (3.16) и (3.22) вытекают оценки
|а/(х + hy, у)* AjMfa.b <cte֊P exp (-Z0-yftfi (х)%Гь, (3.24)

fexp (с/ у) i (х + Ч •») * = kxp (с/ -у)Х (х + Ч -уК. „ <

sup exp (а — >7=) yVjV,~l> (3.25)
—Ко..—а

тем самым получим (3.23) при m=k=0. А теперь заметим, что диф­
ференцирование по X или по У функции v,։ (х, у} приводит, в силу раз­
ложения (3.1). к потере одной производной у /,(х), поэтому (см. также 
лемму 3 и (3.11))

п j
< cte Ь 

ь
|<г**уИх. ут
|<?хт дук [а,

и лемма 4 доказана.
Так как

и (х, у)=£ 
1~0

то окончательно имеем
Л ;т+* , +У I и (хс, у) I

т + *<„1 дХтдук |о, Ь

Таким образом, доказана
Теорема 3. Задача В имеем

Справедлива оценка (3.26).

У «д (х, у),

’«ctes’l/j:;/. (3 26)
J- О

и притом единственное решение.

§ 4. Общая граничная задача

Задача С. Требуется найти решение k't (а, Ъ) уравнения (1), 
удовлетворяющее граничным условиям

X О ЫОу1' 0) =/Их), о, • • •, т-1 в U (а. Ь), (4.1) 

где Qke(p)—полиномы по р с постоянными коэффициентами, а Л £ В'(а, Ь) 
—заданные функционалы.

Введем многочлены

<7*0֊. Р) = £ ^(Р) • ск ('• Р) = Чь ('•• Р) (mod <2т(А, р)) "
Z-0

= f ckf (р) ՝,‘ 
1-0

(к = 0, • • •, т — 1).

Очевидно функции с*/(р) аналитичны в й растут на бесконеч­
ности не быстрее некоторого полинома. Через С(р) обозначим матрицу

(р)|- Имеют место
Теорема 4. Условие det С (р)^/=0 ЧР&а.ь является необходимым 

и достаточным для однозначной разрешимости задачи С.



Ганичные задачи 219

Теорема 5. Условие detC(p_)=^O в ла ь является необходимым и 
достаточным для нетеровости задачи С, при этом однородная задача 
имеет только нулевое решение.

Доказательство теоремы 4. Заметим, что граничные усло­
вия (4.1) могут быть переписаны в эквивалентной форме

S՛ <ч,(р) d‘U{P;0}---=Mplk = 0, --, m — 1. (4.2)
I -о dy

Пусть det С (р) 0 ь. Тогда условия (4.2) эквивалентны
задаче А из § 1, откуда следует достаточность. Доказательство необ­
ходимости разобьем на два случая. Пусть вначале detC(p)=O. Метод 
Гаусса приведения матриц к трапецеидальному виду позволяет утверж­
дать, что существует матрица М (р);£ А (*в, ь) с det М (р) 0 такая,
что матрица Л4(р)С(р) имеет трапецеидальный £вид. Так как 
Ker М (р) = 0 в Л (тсо. ь), то задача (4.2) эквивалентна следующей

Л/(р)С(р)о(р)= М(р)/(р), (4.3)

где о(р) = (и(р, О),---, ,}(р)=*0ъ (р),“ ч /т-։(р))-
V dy /

Очевидно, что однородная задача (4.3) (f—О) имеет бесконечно 
много линейно независимых решений в Л(яаЬ). Возвращаясь к задаче 
Л из § 1 мы получим, что однородная задача С имеет бесконечно много 
линейно независимых решений.

Теперь рассмотрим случай, когда detC(p)^O в ь. Имеет место
Лемма 5. Из det С (р) =£ 0 вытекает, что функция det С (р) 

в полосе ка Ь может иметь лишь конечное число нулей.
Доказательство. Для |р| 1 имеем представление

I 
+ - N. / як \1det С (р) = 2 J] CjA р ) , n„,N^ N, (4.4)

откуда вытекает, что либо det С (р) =£ 0 для |р!^>1. либо р = оо яв­
ляется нулем конечного (возможно дробного) порядка, поскольку 
функция <р (р) = det С\рг), где г = нок (п։, • • •, nN) аналитична в точ­
ке р = оо. Отсюда и из аналитичности функции det С (р) в ла Ь вы­
текает лемма 5.

Нули функции detC(p) обозначим через Pi,..., р,, а их кратности— 
через г1։..., гч (р} =/= оо). Матрица С(р) допускает представление [4].

С(р) = /?(р)О(р)С0(р), (4.5)

где R (р) — полиномиальная матрица от —-— • р0 £ лв> ь с det R (р) =
Р—Ро

= cte 0, det С0(р) ¥= 0, ур € кв. a D (р) =1 ( (P=P1\W Х
1\р—Р»/ \р-р0/

* IяX 8/ } — диагональная матрица; £ TV 4՜ {0), Z = 1, • • • , v
Л



220 А- А- Андряв ^___ ___________ _____ ____________

такие, что ^'Ч-------1֊ ։»"’—/> Теперь нетрудно проверить, что если в
(4.2) взять правую частв в виде Я(р)Я (А где компоненты вектор- 
функции £ (р) £ А («0, 6) не обращаются в ноль в *0. ь, то задача С не 
будет иметь решения. Теорема 4 доказана.

Доказательство теоремы 5. Необходимость условия 
<1е1С(р) 5^0 доказана выше. Достаточность же следует из того, что 
условия (4.2), в силу (4.5), эквивалентны следующим

£>(р)«(р) - /?՜՛ <4-6)

где ш (р) — Са (р) V (р) £ А («п, а'-
Очевидно система (4.6) имеет решение в '4(яв>4) тогда и только 

тогда, когда {(Р) удовлетворяют конечному числу условий вида (2.5).

§ 5. Смешанная граничная задача

Через обозначим банахово пространство функций ф(х) с ко­
нечной нормой

1*։.(*)4=®ир Та?» 2 I? У ։• <5-1)
* /<* ։

Очевидно вместе с топологией при с<аи</>> 6. Че­
рез £(Л) (а, 6) обозначим О £«,*,» г*е а, 1а в Ь.1Ь, » ему сопряжен- 

V
ное—через £ (М (а, 6). Имеем также топологические вложения 
£ (а, 6)<=£։*’(а, 6), Ь'(а, Ь)=>Ь>1"(а, Ь).

Под решением уравнения (1) понимается функционал а (х. у) £ 
££ (а, 6) для некоторого к, удовлетворяющий уравнению (I) и

условию у(а,, 6,]) 3 с,, Л такие, что

< и (х, у). <р (х) > <С,(1 +«/)'’-Ма’», (5.2)

(/ =» О.-.-, П - 1)

Задача Д. Требуется найти решение и (х, у) уравнения (1), 
удовлетворяющее граничным условиям

ffl*’ 0)՛ ։р (х) 6), (5.3)

(у = ®, 1, - • •, т — 1, supp 4>с/?+)
< Gi) д~/у1' 0) ’ ’ (х) > = < S1 ? (х) > V? kL^Xa. 6),

(у = 0, 1,-• •, т - 1, supp<pczÄ՜), (5.4)

где //, gj^L (а, 6), supp/zc/?+, suppte/?՜, kt < к0.
Предположим, что строки матриц-функций (р)Ц, j<$։(p)J линей­

но независимы по модулю полинома Qm (X, р) (см. задачу С).
Обозначая разность функционалов в (5.3) и (5.4), соответственно, 

через /7€£'(*։)(а. 6), g/^ L՛w (а, 6) (supp//с Р~, supp^GÄ*), а 



Гакичные задачи 221

затем переходя к образам Лапласа, условия (5.3’, (5.4) можно преоб­
разовать к эквивалентному виду

£՛ 7=0, 1,..., т-1, (5.5>
,~о ду

Е1(Р) - g, (р) + g? (р), j = 0. 1, • • •, т - 1, (5.6>
t-о ду

где det jcj/,’ (р)1 =/= 0 VP € ь> *=1,2.
Из (5.5), (5.6) имеем

сг’(р) (/ (р) +г (₽)) = с;1 (Р) (7 (р) + > (р). (s.7>

где С{(р) = [ср (рУ, g' = (gC ,• • •, gm-1).
В свою очередь (5.7) перепишем в виде

g+ (р) = К (р) Г (Р) + F (р). (5.8)>

где К(р) С։ (р) СГ' (р), Г(р) = К (р) • f(p) — g (р), det К (р) 
¥= 0 Ур€ко.ь

Представляя матрицу.л(р) в виде А(р)-(р—р'1)՞1* • Ка(р (Rep°<a) 
мы можем считать элементы матрицы К0(р) ограниченными аналити­
ческими функциями в ita, j. Не ограничивая общность, пусть

llrii det Ко (р) =* 0. (5.9).
р-֊

Имеет место
Лемма 6. Матрица Ко(р) представима в виде

Ко (р) = R (a (р) - 1) Do (л (р) - 1) № (р), (5.10).

։де #(•)—рациональная, a D(-)—диагональная матрицы—функции от 
своих аргументов, причем det^ = cte #=0, det № (р) 0ур€ка,а 
(включая уточку ои), элементы К°(р) аналитичны и ограничены в 

։(р)= (р— Рг)/(р - рЛ Реро>6, Rep։<a
Доказательство. Конформное отображение t — a(p) переводит՛ 

полосу nu ь в область, ограниченную окружностями Со и С|, касаю­

щимися в точке /=1. Матрица-функция А (/) = на кри­

вой СоиС։ имеет невырожденный определитель, за исключением точ֊ 

ки t = 1, в которой имеет нуль՜ порядка — (г/ (; Л). Матрица а (т) =» 
ri

= А ((1 -J- а)'«) аналитична по х v det a (t) имеет в точке т = 0 един­
ственный нуль порядка г։. Для такой матрицы имеет место пред­
ставление [4]

а (т)= г (т) d (т)а0 (’), (5.11).
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где г (т)— рациональная матрица-функция от х с det г(х) — cte Z О, 
d (х) = |xm^ 8*j— диагональная матрица-функция, 6 N, т։ + • • • 4-тЛ= 
= г։, а det а0 (х) =£ 0 ух £ Г — образ кривой Со U С, при отображении 
t n> (1 -|- t)r*. Возвращаясь к переменной р, получим представление 
(5.10). Справедлива следующая [5]

Лемма 7. Матрица К°(р) из (5.10) допускает следующую факто­
ризацию

К° (р) = Л+ (р) D (р) К- (р), 65.12)

где D (р)=||а (р)’/®*|—диагональная матрица, *о^՜՜' ՛ > *m-i целые 
числа, К+ (р) аналитична при Re р> а, а (р) при Re р < 6, 
элементы матриц К+ (р) и К- (р) ограничены.

Задача сопряжения (5.8) на основании леммы 6 и 7 перепишется 
в виде

«+ (р) = (Р ֊ Р0)՞” R (* (р) - 1) Dt (։ (р) - 1) к+ (рИ- (р)/(р) + Г(р)
или

G+ (р) - D (р) G՜ (р) + Q (р). ։р 6 ««• ь, (5.13)
где G+ (р) = (р- р0)~ - ХТ։ (р) -D.-1 («(р) - 1) Г1 (а (р) - 1) (р),

G՜ (р) - К-(р)Г(р), Q(p) =(p-p°)"m, K71(p) Db-1(e(p)-l)Ä՜1 
(а (р) - 1) F(p).

Для исследования задачи (5.13) нам понадобится

Лемма 8. Пусть W (а, b) и supp fc R+ (R~). Тогда f (p) 
аналитична при Re p > a (Re p < b) и существует полином Pr (p) (r 
не зависит от f) такой, что у (а,, 6о)с:(а, Ь) Эс,:

|/(р)| < ^Pr (|p|)> Re р > а, (Re р < 6,). (514)
Доказательство. Существует функция ц, (х) £ С” такая, что 

->j.(x)=l, х£ (supp/)'; т),’(х)=0, х£ (supp/)3’; 0< 7}«(х)<1, |D՝t;,(x)K 
-С Л«®-* (е 0). Пусть X (х) £ Со равна 1 в некоторой ; окрестности 

х *
точки о, а Ф (х) = ч> (0) + ур ?' (0)4------- 1՜ ՛ ?[о’- Имеем

</. ?>= </. (*) (? (х) — л (х) Ф (х)) > Ч- </, л (х) ф (х) > 

уН£(‘’(а, 6).

Так как ц(х) ехр (—рх) (а, 6) ур £ {Re р а,), то из этого ра­

венства имеем аналитичность / (р) в области Re р > а. Далее, так 
как L (а, Ь) и supp fc. R+, то
ä’C/i Т — 1= I <С/> 7)«(г) (? (х) — ՝>. (х) Ф (х)) <^1 -С с, sup ехр(а, -х)-

■ <г>0

• £Р'(ф(х)-Мх)Ф(х))|+с, sup ехр (6, х) X 
J—0 — 3«<х<0

х i \D՛ (Ij.(x) (, (х) - Ф (х))|, У?££*„ ь,. 

/-0



Гаиичные задачи 223

В этом неравенстве левая часть не зависит от е, а второе слагаемое^ 
в правой части стремится к нулю при е->֊0+. Поэтому

! < /> «Р ~ >Ф > |< с, sup exp (а,х) £ \DJ (ср (х) — л(х) Ф (х))|.
• х>0 у_։.

Окончательно получаем

К/. ОЮ, ( sup exp (а, х) £ |£>7 (<р (х) — X (х) Ф (х)) 
\ х>в ;_о +

sup Та,. 4 ,(х) £1°' (Х(х)Ф(х) 
J-0

Подставляя вместо <р(х) функцию ехр(—рх), получим утвержде- 
пне леммы.

Из леммы 8 вытекает, что в полоской задаче сопряжения (5.13) 
функции G+(p)։ G~(p) аналитичны, соответственно, в полуплоскостях 
Rep>a и Rep<6 и удовлетворяют неравенствам вида (5.14) с вполне 
конкретным полиномом Рг(р). Вначале рассмотрим однородную՛ 
(Q(P)=0) задачу сопряжения (5.13):

GJ՜ (р) = (Y' GJ (р), J = 0, • • •, т - 1. (5.14).
՝• Р ~ Р\ /

Из (5.14), на основании теоремы Лиувилля, выводим, что одно­
родная задача (5.13) имеет своим решением функции

G/ (р) = Prj (р)1(р — Р։) J, G/(p) = Prj(pl(p — p0)'J, j — 0,- • •, m — 1, 

где Prj —произвольный многочлен J степени г j -С /, I—некоторое число. 
Таким образом однородная задача сопряжения, а вместе с ней и одно­
родная задача D имеет конечное число линейно незавимимых решений. 
Для исследования неоднородной задачи сопряжения (5.13) нам пона­
добится

Лемма 9. Преть f (р) аналитична в ~ ,ь такая, что

1/(р)| < с, Рт (|р!) Чр£*а„ v (5.15)»

Тогда f (р) = (р) 4֊ f (р), где ft (р) аналитичны, соответственно,.
° Rep > а и Rep Ь, удовлетворяюгцие неравенству вида (5.15).

Доказательство. Функция g (р) = f (р)Цр + +\ d £ ка, ь.
принадлежит £3 и более того, в силу равенства Парсеваля имеем

sup |ехр (ax)g (х)|, = sup | g (a + Л)J, < с։, (5.16)՛ 

где g (л) — прообраз Лапласа g (р). Представляя g (х) == 6+ (х) g(x) 4֊ 
+ ®-(*) £ (*)> получим /(р) = (р 4-^)т+1 (С# + (Р 4 </тт1 при 
атом из (5.16) и неравенства Гельдера имеем
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I Cf (p)l < J exp (—px)exp(a,+։-x)exp(—a,+i-Aj«(x)rf*< 

0

< с,- sup |exp (ox) g (x)3Z։, V a > a,. 
—\

Аналогично оценивается и 9 - (x)g(x) (р).
Используя лемму 9, представим функцию Q(p) в виде Q (р) = 

= Q+ (д) -|г Q- (р). Решение неоднородной задачи сопряжения (5.13) 
запишется в виде

Gy+ (р) = (# (р), (р - РоГ' G7 (р) “ ~ <Р- P^J <?7( />>• 
j = 0, !,•••» т - 1. (5.17)

Отсюда, для аналитичности функции Gj (р) необходимо и достаточно 
выполнение конечного числа условий

((р - ptf'Q) (р))‘ (ро) = О, / =■ о, 1,. • •, X, - 1. (5.18)

Определяя вектор-функцию #+(р) (или / (р)) и подставляя её в 
(5.6). мы сведем смешанную граничную задачу D к общей граничной 
задаче С, которая, в свою очередь, при сделанных предположениях 
эквивалентна задаче Коши А, образ Лапласа решения которой задается 
формулой

и (р, ц) = У ^р' Л ^р^’ (519)
7-0

где функции Fj (р) аналитичны в к0, ь и удовлетворяют неравенствам: 
V (в». 6>)e(a, b) J с. такая, что

I F](p) \<С,Р. (|р|), VP 6 «»,. Ь,. (5.20)

где s не зависит от (л., Ь,).
Пользуясь оценками (1.9) и (5.20), нетрудно доказать, что для 

некоторого k прообраз Лапласа и(х, у) функции и(р, у) из (5.19) 
принадлежит Д<а(,*) и удовлетворяет неравенствам (5.2).

Таким образом получена
Теорема 6. Однородная задача D может иметь лишь конечное 

число линейно независимых решений, а для разрешимости неоднородной 
задачи необходмо и достаточно выполнение конечного числа условий.

Замечание 1. Смешанная граничная задача D была рассмот­
рена в предположениях теоремы 4 из § 4. Это приводит к тому, что 
матрица К^Р) из (5.8) имеет точку р=оо единственной возможной осо­
бой точкой, что существенно использовалось при её факторизации. В 
предположениях же теоремы 5 из § 4 появятся и другие особые точки 
(точки, в которых detK(p) равен нулю или оо). Следуя работе [4] 
матрицу К(р) можно факторизовать и в этом случае. Что касается 
теоремы 6, то она остается в силе.
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Замечание 2. Используя многомерные пространства Ь'{а. Ь), 
где <։ = (Я| ат ). Ь— (Ь1։ ...,Ьт ), введенные в [2], и многомерное 
преобразование Лапласа в них, можно распространить полученные ре­
зультаты на уравнение вида (1) в в случае необходимости
видоизменения соответствующую формулировку. Например, теорема 1 из 
§ 1 остается в силе, а теорема 2 из § 2 будет справедлива, если допол­
нительно потребовать, чтобы а„(р։, р„) обращалась в нуль лишь в
конечном числе точек.

£ 6. Примеры

О И 1 д' . ОД I д'Рассмотрим следующий оператор £----— 4 2 о------ с--------- и, в
ду* дхду дх1 

свете полученных результатов, поставим корректные граничные зада­
чи в классе £'(0,1). Соответствующее характеристическое уравнение 
имеет вид

/■* -|- 2 Ь >-р ср1 =* 0.
Очевидно, что если Ь*— с 0, с > 0, т. е. оператор £ — гипср՜ 

болический, то корректна задача Коши, если же 61 с^О, 6<^0, 
с>0, то уравнение £и = 0 в классе £'(0,1) имеет только нулевое 
решение и поэтому нет корректных граничных задач. В случае 6։— с>0, 
с<0 корректной будет задача Дирихле. Наконец, если 6’ — с 0, 
то опять уравнение £ц= 0 не имеет нетривиальных решений в £'(0, 1) 
(оператор £—эллиптический).

В £' (0, 1) рассмотрим оператор параболического типа вида

£ — —------------ а — > R. Корень характеристического уравнения
с!у дх1 дх

имеет вид > (р) = р’֊г ар = а’— т2-)֊ аэ + г* (2 а -|- а). Легко заметить, 
что задача Коши для уравнения £и = 0 будет корректна тогда и толь 
ко тогда, когда а с. — 1.

о / (д д\/дВ заключение на примере оператора £ = ------ р։ ------

— I1։ ’ Н։>Н»>0 проиллюстрируем результат § 3. Предваритель-
дх/

но отметим, что классический задача Коши в классе ограниченных 
функций некорректна. Рассмотрим задачу • Коши (3.5) в классе.՝ 
£’( —2;—1). По формуле Даламбера имеем

и = НаЛ (х 4֊ ну) — (х + щу) +
На“Н1

л+йчУ
+ —— 1՜ /аМ^,/>€^(-2;-!).

На — Н։ -՛
х+р,у

Приведем оценки для и (х, у) (производные оцениваются анала- 
гично),
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sup exp (ax)-|/։(x + РаУ)| ~ supexp( a!hff)
1cb<2

•exp о (x+ P։y)l/։ (x 4֊ №)l if4<J-2>
Ж+Р1-У

sup exp (ax) f |/, (t)| < sup exp («0 |/։ (*)l'
i<»<2 J U։<J

X + I4V
■ГЦИ-У

• sup exp (ax) i exp ( ox) d* < ft/ak։. ։>• 
։-Ж1 J

Отметим также, что задача типа Коши и общая граничная задача 
для уравнения вида (1) в других классах функций (Соболева, Шварца 

.и др.) рассматривались, различными авторами [3], [6], [7], [8].
Ереванский политехнический институт Поступила 8.V.19S0

Ա. IL ԱՆԴՐՅԱՆ. Եզր^յիէ. Ju6qjirSJ>r մասնակի fir®՝|>"u»*WnuI6br)> համար
.Աեմանյանի դասերում (ամփոփում)

Հետևյալ տեսքի

£ «Հ7՜)( Ղ("ր~Խ0>\0x/\ Oy" I
մի հավասարման համար, որտեղ Օէ(ր) հաստատուն գործակիցներով բազմանգամ (, 

ծ) թեմ անյանի ղասերում էապլասի ձևափոխության օգնությամբ ղիտարկված են Սո- 
շու տիպի ընղհանուր և խառը եզրային խնղիրներ։ հաոր եզրային խնդիրը բերվում է շեր­
տային համալուծման խնդրի լ Ստացված են լուծելիության անհրաժեշտ և բավարար պայ- 

լմաններէ

A. A. ANDRIAN. Boundarg Value problem! for partial differential equation։ 
in the elate of Zemanlan (summary)

For equation of the form

£ -0, (x.y)tR*. R+,
*=o \ox.i dyk a՛ -

•where ak (p)— polynom with constants coefficients of p = a -|- iz, the problem of 

•Caeuhy type, general and mixed bouxdary Values problems in the class Ly (a, b) of Ze- 
manian are considered in the aid of Laplace transformation. The mixed problem redu- 

• oe into strip conjugation problem. The criterions of solvability are obtained.
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