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О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ 
ОБОБЩЕННО-ОГРАНИЧЕННОГО ВИДА

Статья посвящена изучению граничных свойств введенных ее авто­
ром классов мероморфных функций обобщенно-ограниченного вида в 
полуплоскости £1, 2], а также произведений типа Бляшке—М. М. Джр- 
башяна [3] в круге. Основные результаты статьи, установленные в слу­
чае полуплоскости, являются своеобразными аналогами известного ре­
зультат Фростмана [4] о граничных свойствах произведения Бляшке с 
«редкими» нулями, а также результатов М. М. Джрбашяна и В. С. За- 
харяна [5, 6] о граничных свойств мероморфных функций обобщенно- 
ограниченного вида в круге. Основной результат, установленный в 
круг для произведений типа Бляшке—М. М. Джрбашяна, является 
усилением результата отмеченных выше работ [5, 6], относящегося к 
граничным свойствам этих функций, а также результата, установленного 
позднее Д. Т. Багдасаряном я И. В. О1анисяном [7].

1. В статье доказаны три теоремы. Прежде чем их сформулиро­
вать, необходимо привести ряд определений. Нижеприводимое определе­
ние классов функций обобщенно-ограниченного вида в полуплоскости ест­
ественно ввиду результатов работ [1, 2, 8] автора.

Оп ределение 1. При значениях параметра — 1 а < 0 функ­
циями обобщенно-ограниченного вида в нижней полуплоскости ”= 
— (в) : 1т о> < 0], или, что то же самое, функциями класса /V« { 
(—1 а 0), всюду ниже будем считать мероморфные в С7( 
функции», допускающие там представление вида

с0 + Г ------ , + ։С|. (1)

Здесь предполагается, что с0, с1 и С—вещественные числа, а о(/) — 
функция, представляемая в вида разности а = а, — з, двух монотонно 
неубывающих функций, подчиненных условиям:

7 *,.,(*) <+т 

< (1-НФ1+։
—ОО

Далее, Вл — сходящиеся произведения типа Бляшке для полуплоскос­
ти [9], составленные по последовательностям (ая), |6т]с:(7<_) нулей 
и полюсов Г, которые подчинены условиям

X |1ш а.|1+в<4- «ю, 2 11ш Ьт 1*+‘< 4- а։. 
п т

Ր/ ։ Ва(ш, |а„|)Л (® —---- -—----------
В«|(», 1М)
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Отметин, что если последовательность чисел {w*} » |u*4֊ /v*|<= 

с G1՜’ подчинена такому условию при каком-либо а(— 1 <Са<С 4՜ со)» 
то произведение

В, (w, {w* }) з=֊ П 6. (w. »tl!«-o3 П Ю _ - ’ (2)

( г*1 )
ia(w, шд) = ехр|- J р(и,_ U։)_,ji+. । V»)

-l»d

есть аналитическая в G՝ * функция с нулями я точках 1«’։). Причем 
кратность нуля в каждой точке w* равна кратности ее появлений в 
последовательности |w„) [9].

Необходимо также отметить, что функ^чи рассматриваемых клас, 
сов N, (G<-,| ( — 1<CS<CO), после отщепления фактора exp {с, w| пред 
ставления (1), лежат в неванлинновском классе функций ограниченного 
вида в G(~\ т. е. в классе мероморфных в О(-)функций, допускающих 
представление в виде отношения двух аналитических и ограниченных в 
G(~l функций.

Определение 2. Пусть £s(-», 4՜ ֊°) есть некоторое из­
меримое по Борелю множество (В—множество) и О'СЛ’О- Будем 
говорить, что Е имеет положительную (иля Ст(^)^>0),
если существует неотрицательная борелевскжя мера (/?— мера) р, со 
средоточенная на 2Г(р Е) такая, что 

и
4 »

S,— sup I --^ <4-on. (5)
«о'֊1 w -֊

Если же нет такой меры, т. е. для любой неотрицательной В-меры 
I1 "К В, подчиненной (4), имеем 4- сс, то будем говорить, что 
множество Е имеет нулевую ^-емкость, или Ст (Е) »=0.

Определение 3. Пусть — сои последовательность
{z*l (гА =^0, k > 1) из единичного круга D - [z:|։|<lj подчинена 
условию

S(- ՛**!)՛+1 <С4՜ °о. (6)

Одним из вариантов произведения типа Бляшке—М: М. Джрбашяна яв­
ляется аналитическая в D функция

В.(х, (г*)) = ПЛ (д, s*)^s П
* » 1 — я* (7)
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Определение 4. Пусть £е[—^1 есть некоторое В-мно- 
жество иО < у < 1. Говорят, что Е имеет положительную ^-емкость,, 
если существует неотрицательная В-мера V- Е такая, что

|^(б) = 1 (9>

—ж

И

5։е зир С ■ — < + ос. (10>
Л |г — е1 Т

Если же нет такой меры, т. е. для любой неотрицательной В-меры 
р -<^ В, подчиненной (9) имеем 52=+°°, то говорят, что множество Е 
имеет нулевую у-емкость.

Замечание. Последнее определение понятия у-емкости на еди­
ничной окружности общеизвестно. Можно убедиться в том, что после 
конформного отображения круга на полуплоскость, на конечной оси оно՛ 
эквивалентно вышеприведенному определеию 2.

2. Основными результатами статьи являются следующие теоремы.
Теорема 1. Каждая функция /У։ {6(՜’} (— 1 < я 0) об­

ладает ненулевыми, конечными угловыми граничными значениями 
во всех точках и^( - со, 4- по), кроме, быть может, множества 
нулевой. 1 + л-емкости.

Замечание. Эта теорема является аналогом результата М. М. 
Джрбашяна и В. С. Захаряна [5, 6] для классов М» (1 я<^0) в
круге. Здесь, как и в случае круга, сужение неванлиновского класса 
приводит к очевидному уточнению граничных свойств рассматриваемых 
функций.

В следующей теореме получен болеее полный результат для спе­
циальных представителей классов функций обобщенно-ограниченного вида 
я —произведений типа Бляшке в полуплоскости.

Теорема 2. 1°. Пусть Т (0 <С Т < 1) и « (1 — 1 я < 1 4֊ 1) — 
любые числа, а последовательность {и)к}сбН подчинена условию

£ |!т ю4|т <4-оо. (11).
Ж

Тогда функция В* (ш, {«\}) обладает ненулевыми конечными угло­
выми граничными значениями во всех точках и£ (— ос,. 4- со)„ 
кроме, быть может, множества нулей '(-емкости.
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2°. Пусть а(0<а<2) любое и последовательность |wJcG(

подчинена условию
у |lm tuj < + «>. (12)

Тогда функция Вл (ш, {«>,}) обладает ненулевыми конечными уг­
ловыми граничными значениями почти во всех точках и 6 ( 00» Ч՜0®).

Для случая круга установлена вполне аналогичная
Теорема 3. 1°. Пусть 1 (0 < Т < 1) и ։(1֊1 <« < 1+1) - 

любые числа, а последовательность (г4 0, к 1) подчине-
на условию X (1 - W)7<֊!-«’• (13)

Тогда функция В„ (z, {^։)) обладает ненулевыми конечными угло­
выми граничными значениями во всех точках единичной окружно­
сти, кроме, быть может, множества нулевой 1-емкости.

2°. Пусть а(0<а<2) любое и последовательность {z,} с D 
(«*■/»0, £>-1) удовлетворяет условию Бляшке

£ (l֊|z*|) < 4֊ °®. (14)
«

7 огда функция В. (z, |z*}) обладает ненулевыми конечными угло­
выми граничными значениями почти во всех точках единичной 
окружности.

Замечание. Утверждение 1° теоремы 3 в случае, когда —1<а<0 
и у=14-а было установлено ранее М. М. Джрбашяном и В. С. Закаря­
ном [5. 6]. В случае же когда 0<а<1 и у = а, это утверждение по 
сути было доказано Д. Т. Багдасаряном и И. В. Оганисяном [7]. В це­
лом же, во всяком случае когда —1<?а< 1, утверждения 1° теорем 2 у 
3 можно рассматривать как полные обобщения для произведений типа 
Бляшке в полуплоскости и в круге известного результата Фростмана 
[4], который по существу совпадает со случаями а=0 этих утверж­
дений. Утверждения 2° теорем 2 и 3 являются обобщениями общеизвест­
ного свойства произведения Бляшке, заключающегося в них в качестве 
случая а=0.

В статье установлено также приводимое ниже неравенство, пред­
ставляющее самостоятельный интерес. А именно, установлено, что если 

«i» (— 1 ai 'С “։ -С 0) любые числа, а последовательность |tu«| с
' подчинена условию (11) с ч = 1 + а,, то

|Я«, (ш, |шч), | < |w*|)|; w£Gt-։. (15)

"Отметим, что в случае Os—0 это неравенство было доказано в [10].
3. Приводимые ниже леммы нужны для доказательства теоремы 1.
Лемма 1. Если Et, Е։с(—со, -(-со)—В-множества, такие, 

•что С, (Е։)= Ст(Е։)=0 при некотором f (0 <д< 1). то С,{Е՝ U Е,)=0.
Доказательство. Пусть р-^Е^иЕ» есть неотрицательная 

23-мера, подчиненная условию (4). Тогда, очевидно, взятый по какому- 
либо из множеств Е։, Е2, скажем по Е։, интеграл (4) будет равнять­
ся некоторому числу Л/£(0, 1]. Тем самым, мера Pj= Л/՜1 р|Я1, со-
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средоточенная на Е1։ опять будет удовлетворять условию (4)'. Однако,, 
поскольку С1(Е1) = 0, то

+•
dp (О

|® - /|т
>Л/ dp(t)

|w - /Г
+• °о.

На основе леммы Фату, предельны« переходом легко доказы­
вается

Лемма '2. Пусть Т (О <С 7 < 1) любое и Е^( — гг, -Т ж) есть 
В-множество такое, что С1(Е)՝^>0, а р*\.Е есть мера из опреде­
ления 2. Тогда при любом и£(—■=?, 4- со)

U) с_____ Г dp (/)՛ ՛ ■■■■“ ■-> о< = sup ։ ,
|u—Нт «ео(-) J |w — f|T

< + «с. (16)

Лемма 3. Пусть Р ( — 1 Р 0) любое число, а(/) — монотон՜' 
но неубывающая функция, подчиненная условию

Г de (/) 

- ••
(17).

a f (си) — аналитическая в <7( ։ функция, определьнная по формуле

Тогда множество тех и£(~ 4-оо), для которых не существует
конечного углового граничного значения f (и), может иметь лишь 
нулевую 1 + Р-емкосгь.

Доказательство. Из представления (17)—(18) следует, что 
функция ехр|—/(ш)| аналитична и ограничена в С1՜1. Поэтому, в 
силу теоремы Линделефа, существование в какой-либо точке и^(—оо, 
4-°°) конечного углового граничного значения f(u) эквивалентно су­
ществованию в той же точке конечного предела

Пт / (и 4՜ го) (=/(ц)։. (19)՛
V - - О

Тем самым, для доказательства леммы достаточно исследовать лишь 
вопрос о существовании такого предала, чем мы и займемся ниже.

Очевидно, что при любых (— п~, + ос) и V. ч0 (— 00 <Г 
Оо < V < 0)

V ,

/(а + го) = /(п 4՜ го0) 4- I (и + гу \ бу. (20)՛

Далее, как легко проверить, при любых и> = «4՜ го£ <£(—ос, + со) 
и х>0 имеют место неравенства

1 < Сх(ш)
(|«-и + НГ (1+1ИГ (
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где С. (ш) > 0 — постоянная, зависящая лишь от х и ш. Поэтому, в 
силу представления (17) —(18)

° +Г 7 dx
Г //' (« + ф)| < (1 + ₽) 2’ 4 ? 2 ] Л ] (|и _ ,| -|_ =

_== — 1’1
I +••

= 2’+912 С------- -д-в < /2՜ с։+р (и + IV) Г <-!•«*•

—
Тем самым, предельный переход о0—• — 00 в (2®) приводит к равен­
ству

V
/(и + го) = / (и — /со) + ։ у /' (и 4֊ 1у) 41/ (~ 00 < «< -г С0- V <0), (22)

где интеграл абсолютно сходится, а / (и—/°°) — конечный предел.
Обозначим теперь через Еп множество тех и£(—°с, 4՜ <ю), для 

которых
о
)/' (и 4- IV)' dv = + оо,

а через|Е— множество тех и(;(— °о, 4՜ о0), для которых не существует 
конечного предела (19). Тогда ввиду (22) очевидно, что Ес,Ей. Тем 
самым, если С1+Р (£0) = 0, то и Сц.? (£") = 0. Действительно, если бы 
имели С\+д (5) 0, 1то существовала бы неотрацательная 5-мера

такая, что были бы верны соотношения (4)—(5) с у = 1 + 0.
Но Е^Е0, следовательно р-^Е՛, и по определению 2 имели бы 
С1+₽ (£•„)> 0.

Итак, для доказательства леммы достаточно показать, что 
С1֊|9(£’о) — О. Будем исходить из противного—предположения Сц-з(50)>0. 
Если это так, то должна существовать неотрицателыная 5-мера 
Ро^ч^о, удовлетворяющая условиям (4)—(5). В силу (4) можно зафик­
сировать достаточно большое А 0, так, чтобы

л

|’<М/)- у </М0>0.
-л 1-4. Д1П₽»

Т огда
а о

У d{^0(u) у |Г(ц + го)| dv= -У оо. (23) •

-А

Если \и|>2Л и И<ж4, то, как нетрудно проверить,

< (1 + Н)'о + И) ’ с'<-4’-<1 + л-,>(1+2>1)-
Поэтому при |ц| > 2 А имеем
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Л , , А
Г </ро (0 С՝Г\А) </Ио(0 (14֊ Л-1)1՜1-» (14-2 Л)

J .« -И1+в (14- М)։+? Л (1 4֊ И)’"’ (1 4֊ |«о։+э
-А

С другой стороны, если ;и| < 2Л. то по оценке (16) левым 2

Г _^о_(О_ . С \(1 4-2Л)'^ 
)|ы-,Г3 1 " (1 4֊ М)1+3
л

Тем самым, при любом м£(— «։, 4- со), во всяком случае

[' (0 [(14-Л՜՜1)1*3 4-5] (1+2 Л)4* _ С, (Л)
3 |и-(1-Ни|)1+3 (14֊ |«1),+3 '

— л

Теперь заметим, что при любом м£(— со, + оо)

С |/' (и -ь ю)| ба < 21+:?п- С .

независимо от того, конечны или нет эти интегралы. Поэтому с приме­
нением оценки (24) получаем

до +-
С<*л>(«) [ Г(« + /«)|^<21+|,йС։(Л) С <+оо,

V * । 14/
— А — • —•

что противоречит (23).
4. Для доказательства теоремы 1 необходима также
Лемма 4. Пусть ?(—1<^Р<^0) любое число и последова­

тельность (ю։) = (и* + гоДсС'՜’ подчинена условию

2 ^11+’ < + «=. (25).

Тогда функция (ш, |ш։}) обладает ненулевыми конечными угло­
выми граничными значениями во всех точках ц£(— оо, + со), кро­
ме, быть может, множества нулевой 1+ ^-емкости.

Доказательство. Как было установлено в работе [10], имеет 
место представление вида В-> = 50ехр (—/|, где [—'функция вида (17)— 
(18). Экспоненциальный множитель этого представления обладает тре­

буемым граничным свойством в силу леммы 3. Поэтому для доказатель­
ства нужного утверждения достаточно показать, что фикция Во имеет՜ 
ненулевые, конечные угловые граничные значения во всех точках 
м£( — о~,+ °՞), кроме, быть может, множества нулевой 1 -Ь₽-емкости, а 
затем воспользоваться леммой 1. С этой целью заметим, что произведе­
ние Во отличается от общепринятого произведения Бляшке для полу­
плоскости лишь постоянным множителем. Поэтому, в силу результата՛ 
Фростмана [4], после конформного отображения круга на полуплоскость, 
можем утверждать лишь, что
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։Up_(<։+W)֊‘’f ֊^Н~ (26)
w£0 ' —

для любой неотрицательной 5-меры и, подчиненной условию (4) с 
-у = 1 -|-Р и сосредоточенной на множестве тех и€( 00> 4՜ °°)< ДАЯ
которых не существует конечного углового граничного значения 
В0(и) А 0. Выбрав Л >0 настолько большим, чтобы интеграл (4) (с 
-J.1 + P), взятый по отрезку [- А, А] равнялся числу М > 0, бу­
дем рассматривать меру 1 । д, д]?а Н*'*ч Ясно, что она будет 
^удовлетворять -условию (4) с 7 = 1 + ₽■ С другой стороны, для р* 
•очевидно справедливо соотношение (26).

Замеп м теперь, что при |ш| >2 Л и |С| < А
1 (2W? -4- Л^-»)(1 4- Л)1*3 .

(I + |ш|)1т₽(1+к1)'+'
Поэтому

1.4 , , nU»7 d^(i) 1
4- » = М sup (1 + |w|) - --------=

««,<-» I ■' lw~fl I

Л

< (2։+։ + л՜’՜■•) (1 + Л )I+(1 + (1 + 2 Л)։+’ sup f ■■■ .
-л

Тем самым Ci+s (£) •= 0 в смысле определения 2, и лемма доказана.
Доказательство теоремы 1 теперь очевидно. В силу лемм 

3 и 4 как экспоненциальный фактор, так и произведения типа Бляшке 
шредставления (1) функции E(z N, | G*->) ( — I < « < 0) обладают не­
нулевым конечными угловыми граничными значениями вне множеств 
.нулевой 1-ра-емкости. Поэтому по лемме 1 таковой является и функция/7.

5. Приступим к установлению лемм, необходимых для доказатель­
ства теоремы 2.

Лимма 5. 1° Если а(—1 a 4՜ со) люби а последователь­
ность {wj «г {и4 + iv*}cG( 1 подчинена условию (25) с ₽ = а, то 
^справедливо представление

{“»,})= 6. («Л {w*))H.(w, <шА}), (27)
2Де

«GL.X«’» {w*}) = п gSw’ “*) = П ехР | — ( ——------ dt !» (28)
* * I J [։(ю.-ил) - f]]+։J

|

{w*>)^ П A*(w, шд)=П expl- f (28')
> * I J [/(Ш - u.) 4֊ H1+"[ ՝ '
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— аналитические в & 1 функции, причем //«(», [ш։|)=/=0, «и £
2°. Если — 1<^?<0и?<а<^1-|-Э» а последовательность 

|а»д| аг |иа4՜ ги>|с6<~} подчинена условию (25), то функции Ва (ю, 

|«дк|), (7։ (ш, |и>*1) и Нл(ю, |шд)) принадлежат классу
Доказательство. 1°. В абсолютной и равномерной сходимости 

произведений (27), (28), (28х) внутри легко убедиться. Поэтому 
справедливость представления (27) вытекает из (2) — (3). Остается за­
метить, что интеграл в экспоненте представления каждого из факторов 
произведения Н* есть аналитическая в функция.

2°. Полагая, что С = Е + произвольная точка, восполь­
зуемся формулой

_1_
Г(‘) .1 (/«> + »>' гр.) (|«)‘- 

о
Тогда, ввиду принятого в работах автора определения оператора дроб­
ного дифференцирования Вейля при Р<0

W ’ bg g. (a, C)!s I °’ D°S 8. (w ~ ia’ ')]' d~ =

0

hl
= . Г(1 + a-p) г (h|-0‘dt t

г (1 + «) J [i(w — E) — #]:+*-₽

и аналогично

IF 3 log (w, C) =
hl 

rq + s-p).- (hi-fWt 
г (1 + a) J U(w — E) + /]’+-₽

Поэтому, те же самые представления справедливы и при Р=0;. ибо 
по определению тождественный оператор.

Пусть сначала 0=10. Тогда, очевидно
р-

sup I | IF՜* log| Н„ (u + iv, {w.})||rfw-< 
v < 0 J

I®.I 4»
1 п Г /. I ,4« J, f (t — v) dt<-----------  У. SUP I (,v, — 0 dt ---------------- -----------Г (1-|-а) и ”< о J ‘ J (u - uty + (f-v)։

Г(2+а)
oo.

Легко удостовериться также в остальных условиях принадлежности 
функции //« классу NГ типа В. И. Крылова, исследованного в рабо­
те [1]. Однако, из теоремы 4.2 той же работы следует, что И«՞1 с 
с и поскольку В« £./V« {С։-)}, то одновременно
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Пусть теперь ? < а. < 1 + ₽. Тогда, в силу оценки (21), при лю- 
•бом и < О 

+ СР
J | IF՜3 log g, (м + to, С) du ■< 

— •»

I’ll +« ,
Г (1 + . - W 2l»-m. Г и_ ()* J, Г ,,I . ֊
r(i + a) J J (*+ IM — И)

hl . .

и 
и аналогично

+» ’?! Z|r| _ ,)«
I | W՛■’ log A, (u + to, 01 du<. C„, p I ' 3 dt <

J J (l«l + 0
—00 *

1

< C«. ₽ h|‘+? J (1 - x)։ af”՜“ dx = Ci ? h|1+?-

0
Поэтому 

4 oo 

sup I , IF՜3 log/7« («+։v, (wj)| c/u< C«_»V |uA|l+₽ < 4-eo, 
<0 J я

:и, как нетрудно проверить, //,(N"cVj {G( ’).
Оценим теперь интеграл /, участвующий в оценке для Для 

этого сначала предположим, что |о| > |»]|. Тогда

Если же |и\ < |С| и л < 0, то
1’1 (1»1+1’||)/2. 1ч1

'<J (М ֊ t)9dt+ J (t -ivD'dt 4- J (hl-О’Л“

° l’> Ita+i’il)/։

=rL.p„r+2(13bMrj<r|_hr.
Пусть теперь |u| hl и a > 0. Тогда интегрированием по частям по­
лучаем, что
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м
+ «(М-М),+’- f (Г.:-<)■<«!< ֊2^ Ih)1՜’-

J J (1 + р) (1 + р — а)
(М+П!)/=

Из полученных оценок следует, что

sup j* | W9 log G.(u т iv, {wj)| du <Z + 

- 00

и, тем самым, как легко видеть, G. £ N՞c^|G(-,j. Остается заметить, 
что G» £ Nf [G' '] и H<£Nj(G( ') обеспечивают включение Вл £ [G<_)).

Лемма 6. Если 0 < а < + °о и последовательность |w*|s 
— 1“* + zv*)cG<՜, подчинена условию

£ !«*•< + °°> 
*

то справедливо представление

B„(w, !«»*))= Д,_х (w. (w, fwj]-’, (30)

где H.—аналитическая в G() функция вида (28'), ограниченная 

при 0 < а ֊֊< 1. Если же 1 О а < 4֊ со и последовательность {»»} 
подчинена условию

Е < + °°>
я

то справедливо представление

В։(ш, !»*})= fi,_։ (w, {r>,)XHe_։(w, (w, {w*D]։. (31)

где Ra-\ аналитическая в G(֊) функция, при 1 а < 2 ограничен­
ная.

Доказательство легко следует из формул (27), (28), (28'} 
последовательным интегрированием по частям. При этом ясно, что 

< 1 в G<-), если 0<^я-С1. Кроме того, получаем, что

£<_| (w, (w3) = exp /--------— У ।. 1 >

՝ ‘ I 1 + «? ['(»֊"*)]-’ /

откуда следует, что < 1 в G*՜’ при 1 < ։ < 2.
6. Доказательство теоремы 2. 1°. Пусть выполнено усло­

вие (11) с каким-либо т (0 < f < 1). Рассмотри« сначала случай, ког­
да f — 1-^а<^7. В этом случае при ^обозначении Р = 7 — 1 будем 
иметь — 1 <Р<0иР-Ся<^р-|-1. Поэтому, в силу леммы 5, 

{G(-)} = ./Vj-i {G^՜՝}, и необходимое утверждение следует из 
теоремы 1. Пусть теперь 7 С « 7 + 1* Тогда справедливо пред­
ставление (30) леммы 6, причем 7 — 1 < ։ — 1 7. Поэтому, по лем­
ме 5, В»-։, /7,-1 ^7VT_i {Gt-)}. Тем самым, тому же классу принадле. 
лит функция Ва, и нужное утверждение опять следует из теоремы 1.

Рассмотрим наконец, случай а=у-}-1. В этом случае в силу формул 
(30), (31). леммы 6
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В.=В,+1 = В, [Ят] Л *= («г- > *1-«Г‘ ■ <32>

Здесь, по уже доказанному, ненулевые. конечные угловые граничные 
значения В существуют для всех и€( °° • + ао)՛ кроме> быть может,
множества нулевой у-емкости. Далее, в силу леммы 5 имеем, что 
Я-г-лОУт֊! Поэтому, в силу теоремы 1. множество тех «£(-«֊,
4՜ 00)» в которых функция Н-^ ։ не имеет ненулевых конечных уг­
ловых граничных значений, также имеет нулевую у-емкость. Тем самым, 
если удастся показать, что предел

Пт Н,(и 4֊ IV, |шл|И 0 (33
р *0

также существует вне множества нулевой у-емкости. то, в силу теоремы 
Линделёфа, вне такого же множества будут существовать ненулевые, 
конечные, угловые граничные значения ^т—г ® силу леммы 1 тем же 
граничным свойством будет обладать функция и, вернувшись к
первому равенству (32), причем к нужному утверждению для функ­
ции 2?7 + 1.

Итак, для завершения доказательства утверждения 1° теоремы до­
статочно лишь показать, что конечный предел (33) существует вне 
множества нулевой у-емкости. Доказательство этого факта вполне ана­
логично доказательству леммы 3. Разница заключается лишь в сле­
дующих оценках:

Г* (|и.1 ֊ 0т л
[(одЯ^и 4- IV, («*})]'!<(Т4֊1) £ I ֊г—---------

" 3 [г (ш — и,) 4֊ /] о

= у_______________ ____________________ „
* [։(и — ид) 4- (М 4֊ |«*1) 14։ (« — «,) + М1Т+Х

\ (\а - и4| + М)Ж-

л о
с(р0 (и) С |[1о£ Н-, (и 4- IV, {юд})]'| ск)

—А —

2. Пусть выполнено условие (12). Тогда второе утверждение тео­
ремы при а=0 общеизвестно. В случае, когда 0 < а < 1 из представ­
ления (30) следует, что Ва —функция ограниченного вида в С*՜), и, 
тем самым, утверждение теоремы верно. Если же 1 <^а < 2, то восполь­
зуемся представлением (31). Здесь функции Я,_։ и R анали­
тичны и ограничены в (?<֊>. Функция же Вл_՝ ограниченного вида 
В ° 8 силу уже доказанного. Поэтому функция Вл опять охазыватся
ограниченного вида в С(֊> и нужное утверждение справсдл-во
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Итак, теорема 2 доказана. Для произведений типа Бляшке в полу­
плоскости остается только доказать неравенство (15). С этой целью 
воспользуемся опять формулой (29). Тогда, ввиду (3) получим, что 
при любых а։, а, (— 1 < т, < ։։ < 0), ш и С = 5 4֊ /т( £

Отсюда следует, что Ф—гармоническая в С?՜' функция, непрерывная 
вплоть до вещественной оси. Однако, вычислением можно убедиться в 
том, что при«»^и^(—оо, 4-оо) подынтегральная функция одного нз 
интегралов представления Ф положительна, а другого—равняется нулю. 
Тем самым, <р (п) 0 (— оо и+ °о). Далее ф (то) > 0 («, £ С՜՜1) в
силу принципа Фрагмена-Линделёфа и, с применением теоремы 4 ра­
боты [8] приходим к представлению

+оо
в (Ш, !«*))=■ В(и), (шл)) ехр | — | *2 ,+«, Ь

I J [т (то — #)] )— 09

где а(0—монотонно неубывающая функция, подчиненная условию (17) 
с Р=«2. Из этого представления непосредственно следует неравен­
ство (15).

7. Ступая на путь установления теоремы 3, сначала же отметим 
отсутствие приемлемого аналога формулы (29) в задаче для круга. Это 
приводит к «пределенным затруднениям, из-за которых, например, не 
ясно какой подход может привести к доказательству аналога неравен­
ства (15) для произведений типа Бляшке—М. М. Джрбашяна. В доста­
точной для поставленных целей мере формулу (29) заменяет

Лемма 7. При любых а, Р (— 1 < р < 4֊ оо, ? — 1 < а < 4՜ °°)

((1 ֊ = „ (х)
](1 -/?)’+• (1-я)^-?։

причем, каково бы ни было Ко (1 < А*о < 4֊ «>),

= эир |/._ ₽(х)| <4-оо.
1*1 <#•

Доказательство. Замена переменной I-~ 1—(1—х) х,г приводит 
к нужному представлению, где
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- аналитическая функция в плоскости г с разрезом 1 < х •+- со 
(1ш х ~ 0). При этом, тут допустима известная произвольность в вы­
боре контура интегрирования. Заметим, что |а/(1 я) 4՜ 1| = 1/|1 ֊ ֊*£> 
>(10. Так что в любом случае возможен выбор контура 
интегрирования, удаленного от точки —1 не менее чем на (14՜ /?о) '. 
Выберем же контур интегрирования следующим образом. Если точка 
ш = а/(1 — г) лежит вне области Д₽. = I я>: | аг$£ ш| > к — агсзт (14- 
4-Я0)~‘։, Ие —1 +и + А’о)’1. то в качестве контура интегрирования 
берем прямолинейный отрезок [0, ш]. Если ш £ Д/г. и |ш| 2, то пря­
молинейный отрезок [0. |и»| е։’Иш> |, где <р(ш) = [^ агсзш(1 |-/?0) *]Х 
X 81£п (аг£ -ш) и дугу |го,'₽у’>(ш), »] окружности радиуса |»|. Далее, 
если ш (■ Дд,| и )ш| 2, то прямолинейный {отрезок [0, 2е/’|(в)|, дугу
|2е^|«՛), 2е/,г*®] окружности радиуса 2 и прямолинейный отрезок 
[Зе'1'« *, ш].

Пусть |г| < 1/3. Тогда очевидно ш £ Ад. и |ш|=|а/(1- г)|<3|г|/2. 
11овтому

... з|*из

и 1 + ₽ (34)

Далее предположим, что 1/3 |з| Ко, ш £ Ь/г., |то| < 2. Тогда

’ ьр
< 3։+э (1 + /?оГ" [ Х^х = ֊ (1 4֊ /?0)։+’.

3 1 + Ро

Если же 1/3 |а| /?0, ш но |«>| > 2, то ясно, что

2 +“ р
1Л. р (хЛ <31+₽(1 4- /?о)2+։ Г х₽ г/х 4-31 • ” С — < 4- ос.

о 2
Таким образом, если а/(1 — г) остается вне области Д#,, то

.»<։Г.Г<Д1Л’(։)|< + ”- <54'>

Пусть теперь 1/3 < |г| < /?0, и, £ Дл„ |ю| < 2. Тогда, очевидно,

< б1 (1 + Я0)։+в [(1 4- ю֊։+ к] < 4- оо

Далее, если 1/3 |г| /?0, w 4 Д/?։, но |ш| 2, то
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Таким образом, соотношение (34) верно и в том случае- когда точка 
ш = г/(1—г) остается внутри области Л<7 , что вместе с (34) завер­
шает доказательство леммы

8. Для доказательства теоремы ) будут необходимы также устанав­
ливаемые ниже аналоги иемм 5 и 6

Лемма 8. Iе. Если а(— 1«<а<^ 4 со) любое и последователь­
ность 12*1 ей (г* 0. к подчинено условию (б), то справедли­
во представление

В^(г, С-, (г, (г,()//.(х, (г»[), (35^

где С,— постоянная, зависящая от последовательности 1г»), а

6«(х, 1х»1) = П (*• *•. 1 П ехР

Я,(г, ;г*|) = П А* (2> 2 л) — П е*Р

(36).

(36') •

— аналитические в 13 функции, причем (г»|) =# 0, г£О.
2°. Если — а последовательность

1?.'] ей (г» =/=(), к 1) . подчинена условию (13) с 7 = 1 + ₽, то ՛ 
функции В.(г, |г*}), СДг, (г*-}) и Нл(г, |г*)) принадлежат классу 
Щ М. М. Джрбашяна.

Доказательство. 1°. В абсолютной и равномерной сходимости ՛ 
произведений (36), (36х) внутри О легко убедиться. Поэтому справед­
ливость представления (35) непосредственно вытекает из (7)—(8). Ос­
тается заметить, что интеграл в экспоненте представления каждого из 
факторов произведения Н։ есть аналитическая в Э функция.

2°. Заметим сначала, что при принятых условиях существует 
число р0 (0 < р0< 1), такое, что |х*| >- р0 (к > 1). Далее, полагая, что- 
С = ре1’’ (р0 р << 1), х «== ге/в (0 г I); воспользуемся формулой 
(1.22), стр. 573 [3]. Тогда при любы'с ?։ (—1<£ <^0)и а(—1<С а"С+эе') ’ 
получим

г ₽!о££А (г, О (1+” ^'х,С) 4- р,?, ^«(0,С)=-
Г (1 + ₽)
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_• —а - If (14՜*) j
г D bgA.(*,C)»-p^j)J x dx

Пусть сначала a = ?. Тогда, ках легко проверить
1

1'~‘ D~a logi A« (re*, pe'T).| | < | * dx +

p

p

Поэтому получаем, что при любом г (0 < г 1)
3«

֊ [|r-D-Blog| Н. (г։*, Ы)| I dd < * - £ (1 - М1+’< 4- оо,
2 « J р0Г (2 4- «) к

откуда следует включение Ввиду того, что отсюда
следует также включение [3, гл. IX].

Пусть теперь ₽ ’С « <С 1 4՜ ₽• Тогда, очевидно
I г՜ ’ D՜ * Jog /и (теЯ, ре,т)| <-------(1 ~ р)*+‘--------- +

’ Рв(14-«)Г.(14-Р)

+J_±-g_f(1_x)«(/x f а֊*)»* , 
r<l+p)J J |х-/гре'<,֊»>|’+‘

f о
я, в силу леммы 7,

|г * D 4ogg«.(rert, ре'’)|< (1 ֊ P)1*՛
Ро (1 4-«)Г(1 +₽)

4- -1 + а А{ , (1\ Г (l-*)«rfx /Г7.+ Г(1 + р) '' ( pjj |p_rx</(»֊r)|i+.֊p’ (37)

р

Заметим, что если 0 — у - л, |Х| < it, то |г — гр/еп|։ = (х — гр/)’ 4՜ 
4֊4xrp/sin’(1/2) >(х гр/)։4"4xrp/k’/к’. Поэтому, очевидно,

|х- гр/ел]-(։+в) < 2։+ [х _ гр, + 2 /^|к|/к]֊ <’+«).

Тем самым

Р՜3 log Ла (rert, ре'’)| dt) <-----(1_՜ P>՛'°____
Ро (1 4֊«)Г(1 + ₽)
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< д-р)1*՛ .
ро(1 +«)Г(1 +Р)

2^ 'п | 
«Г (1 ч- ?) J 

₽

(1—о6
(х - Р*)։+в '

Однако, после замены переменной / = 1—(х/р—1) т получаем

г д—< р°(н>) г *** = сх
3 (х - РО։+’ (х ֊ р)-' 3 (1 + ^)1+* “ (х ֊ р)“-’ 

о о
Следовательно, с ноной заменой переменной х = 1— (1 — р) у будем: 
иметь

_1
2 «

|г **£> 9 1о£ Л» (гей, ре<?)|с/9< (1-р)1+(| .

Ро(1+«)Г(1+₽)-

О?'"՞ с, 
«Г(1 4- ₽ 3 (1 -у) ’ 

О
Отсюда следует, что при любом г (0 < г 1)

1 Г
2՞ 3

|г-’0 ' 1огЯ. (геП, Ро(14֊а)Г(1 + Р) +(о))|</9<

Г у^у 
«Г (1 + ₽) з (1 - у)*-” 

о к

и, тем самым,/Л (г, (х*)) £ Мр. Для доказательства принадлежности- 
функции (?в (х, {х*]) тому же классу заметим, что в силу (37), с пов­
торением предыдущих рассуждений получаем

(1 - р)1+|> .

Ро(1+«)Г(1+₽)
? 1о£ gt (те՞, ре17)- с/9 <

(38>

Для оценки интеграла

Т Г (1—х)«</х 
₽ = “Т-----|р — ГХ| 

г

сначала предполож՜՜?:, что г -4՜ р. В этом слууае

(39>
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' (1 - Х)‘ *х

РГМ! -Ь?)
(40)

р

Пусть теперь р 1 и а < 0. Тогда разложим

-Здесь, как легко

р/г
С (1 — х)*

3 (р— гх)'՜’ 
р

видеть,

(1 - х)° </х 
(гх — р)‘ ? 2’

р/Г
Г (1 - х)-

рМ
1 Г

։՜’ и (р/г— 3 
Р

(1+р/П/г
1 Г

* (1-р)1^

__1____ ](1-р)1+-
Ро+‘(14-Р) ] 1+₽ —а

'Отсюда и из (38)—(41) следует, что при любом г(0^г<1)

[|г ?£> 31о£ (7։ (геЯ, (х*|)|п9<с։ у (1 - 1х*|)1+’< + оо, 
X К

где Са > 0 — постоянная, зависящая лишь от а, 0 и р0. Таким образом 
С« (г, (г*|)6^3> что ввиду уже доказанного включения Нл (г, М 
л представ\ения (35) обеспечивает включение В, (г,

м ДС х֊ _ л
РГ* (1 + ?)

(1 - Р>1+в

1

р

,/г '1*Р'Г)/։

2֊,ч (Г_р)1+Э 2(1 - р)1*»
Р+Ч! + ₽) <■ р4+* + ₽)

.Поэтому
1 (1 ֊ Р)1+* 1,«<0). (41)

’г РГР Ро 1 1 + Р
Предположим теперь, что р г <С 1 и 0 а < 1 -|- 0. Тогда ик- 

"тегрированием по частям получаем
Р/Г

р
1+.₽—а

р
.(1+Р/О/2

—гХ

р/г

(1 — х)д </х (1֊ р)* (Г
/ о х«-₽ \ 0;-р /1 I

П+р/гЛ
1

1

О+г1Г)12
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Лемма 9. 1 . Если 0 а 4֊ со и последовательность [г*)с 
сВ (г* =/= 0, к 1) подчинена условию

2 (1 -М։<+«. 
«

то справедливо представление

В. (г, |я*|) = а В,-х (г, Ы) [н:_г (г, {г*))]՜’, (42)

где Сл — ехр {— а У (1 — |z*|)*l — постоянная, а

— аналитическая в О функция, ограниченная при 0<^а
2°. Если 1<^а<С+°° и последовательность (х*|<= В (л* =£ 0, 

к 1) подчинена условию

X (1 — I**!)“՜1 <+•«>»
то справедливо представление

В^ (z, {z*)) — C։5«_i(z, (z*]) [/7.-2 (z, (z*))] 2X .

X [Я.-л (z, Z,)V [ /?<.-! (z, {z*} )]-։, (44)

^де

H'Zfa, [z*D = ПЗехр 
■k

hl)“Пexp 
л

(45)

(45')

— аналитические в В функции без нулей. При этом они ограни­
чены в В, если 1 < а -< 2.

Доказательство. 1°. Справедливость представления (42)—(43) 
доказана в работе ։[7]. Нужные свойства функции Я։’_1 очевидны.

2°. Как показано в £7], при любых г, С£В

К.
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С другой стороны, если /и-1 (х, С) — фактор произведения (43), то 

очевидно, что

. гч - £֊' <*’ С) - Г О՜'*)* -
(х. С) = , {г /_х£\’ х

Л V * / 
1-1

Далее, способом, примененным в [7] легко убедиться в том, что

<Р« 1 (х, С) 1 О — КО
т - = ехр ------ - ֊ -= ,-1
?«-։ (х. С) я՜՜ 1 Л-----тг)

р

Из этих равенств следует представление (44}. Ограниченность в В 
функций (45), (45՜), (45"), при 1<а-^2 очевидна.

9. Доказательство теоремы 3. 1°. Пусть выполнено условие 
(13) с каким-либо ?(0<?<1). Рассмотрим сначала случай, когда 
у—1 < а<.у. В этом случае при обозначении 0=7—1 будет иметь 
— 1 < 0 < 0 и 0 < 8-|-1. Следовательно, в силу леммы 8,£ ТУр, и
утверждение теоремы следует ввиду результата М. М. Джрбашяна и 
В. С. Захаряна [5, 6] о том, что любая ненулевая функция этого класса 
обладает ненулевыми.. конечными угловыми граничными значениями во 
всех точках единичной окружности, кроме, быть может, множества ну­
левой 1+0-емкости.

Пусть теперь-^ «< I +1. Тогда справедливо представление (42) — 
(43) леммы 9, причем 1~ 1< в—1<?. Поэтому, в силу леммы 8, в етом: 
представлении I Вя_г £ доказательство же включения •££_! € Л/р по 
существу ничем не отличается от доказательства включения //,_։ € .
Утверждение теоремы следут из отмеченного выше граничного свой­
ства функций класса /V» и аналога леммы 1. имеющегося в рабо­
тах [5, 6].

Рассмотрим наконец случай, когда а=7+1. В этом случае в силу 
формул (42), (44) леммы 9

вл вт+1 = с;+1 дт [ят*]-։, л;=[я;Гт] -2ят.

Здесь, как уже доказано, ненулевые, конечные угловые граничные зна­
чения В т существуют во всех точках единичной окружности, кроме, 
быть может, множества нулевой 7-емкости. Далее; как было сказано 
выше, Н-,-1 в принадлежности же так же
легко убедиться. Тем самым, в силу отмеченного выше граничного свой­
ства функций класса Л/т_1։ эти функции обладавт нужным граничным 
свойством. Поэтому, если удастся доказать, что конечный предел
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Игл/у; (г/, )е*1)=А0 
г-։-о

(46)

существует вне множества нулевой у-емкости. то, в силу теоремы Лин- 
делёфа, вне такого множества будут существовать ненулевые, конеч­
ные угловые граничные значения функции R т> а за ней /7Т и -5т+։.

Итак, для завершения доказательства утверждения 1° теоремы до­
статочно лишь показать, -что конечный предел (46) существует вне мно­
жества нулевой у-емкости. Доказательство этого факта вполне анало­
гично доказательству леммы 3, или случая “ (х) = (1 — х)’/Г (1 + я) 
теоремы 1 работы [6]. Разница заключается лишь в нижеприводимых 
оценках.

Пусть Лт — фактор произведения (43), г = ге (0<г<^1 и С = 
= ре'? (0 < р0 р < Л՛ Тогда, как нетрудно убедиться,

4 1.Га; ('А ЯI < 2“” I' ֊7---------- (17 х)' 'х------Г,- =
I /х-гр + ^-/7г.|8-,|)М

у ֊ \ ’

2»+тД __________________ (1 —рр^___________________
1 + т Л — гр -Г — V гр|9 — <рЙ IР (1 — г) + — / гр |8 — ф|

\ /| тс
< 2^+1Г2 __________ <1 —р)Т______ • ։

| р(1 — г) + -^- Гр|0 — <р| р

Поэтому, если л* = |е<| е,?А , -> р0 р, то

2։+тЛ
рТ-Н 
гр

1
Iе — тл1т

2(1 -М։

И наконец, если -5г—число, определенное соотношением (10), то

-^1оЯЯ;(ге'\ Ы) 
Лг

2’+/։ Г к֊7Г2(֊1-Ы7|^+ -^5, 
го * ։ т
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поскольку при любом

* 5ЛР<*Ио (6) 
|в - <?*!’ \z - е'։П

5,<

2° Пусть теперь выполнено условие ( 14) Гог до второе утвержде­
ние теоремы в случае а=0 общеизвестно. В случае, когда 0<а <1 из 
представления (42) следует, что Лв -функция ограниченного вида » 
О, и, тем самым, нужное утверждение верно Если же 1<а <2, то 
«используемся представлением (44) Здесь функции Нс-2, Н, ■> и 
аналитичны о ограничены в О. Функция 5, ։ ограниченного вида в 
О ввиду предыдущего случая Поэтому функция Я, опять оказывается 
ограниченного вида в О, и теорема доказана.

Институт математики 
АН Армении

И Մ. ՋՐ8ԱՇՑԱՆ. Ընդհանրացված 
տյունների մասին (ամփոփում)

Поступили 17.XII.1940

սահմանափակ ml*» Гр ֆունկցիաների եզրային հաակոլ.

Հոդվածը նվիրված ( հեղինակի ներմուծած կիսահարի ությանում ընդհանրացված սահ­
մանափակ տեսքի ֆունկցիաների դասերի ինչպես նաև Մ. Մ. թրրւսշյանի միավոր շրջանի 
Բլյաշկեի տիպի արտադրյալների եզրային հատկությունների հետազոտմանըլ Կ իս ահ ա րթաթյան 
դեպքի համար ստացված հիմնական արդյունքները ոնոսր» զրոներով Բլյաշկեի արտադըր- 
յաչների եզրային հատկությունների վերաբերյալ ֆրոսթմանի հանրահայտ արդյունքի ինչ­
պես նաև շրջանում ընդհանրացված սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների եզրային հատկու­
թյունների համար Մ. Մ. Հրրաշյանի և Վ. Ս. Ջաքարյանի ստացած մի արդյունքի յուրծրի. 
նակ համանմաններ ենւ Միաժամանակ, հոդվածի հիմնական արդյունքը միավոր շրջանում 
Մ. Մ. Տրրաջյանի և ■/. Ս. թաքարյանի նշված արդյունքի, ինչպես նաև Դ. Տ, Բաղդասար­
յանի և Ի, Վ. Հովհաննիսյանի ավելի ուշ ստացված արդյունքի ուժեղացումն կւ

А. М. JERBASHIAN (DJRBASHIAN). On boundary properties of functtone of 
generalized bounded type (summary)

In the paper are investigated the boundary properties of the classes of functions 
of generalized bounded type in the half-plane, introduced by author, and also the 
boundary properties of M. M. Djrbeshian's Blaschka type products in the unit circle- 
Particularly the full analog of Frostman's well-kbown result on Blaschke product 
with “sparse“ zeros is obtained for the special reprsentatives of the classes of func­
tions of generalized bounded type in the half-plane and in the circle — the Blaschke 
type products of index ag(— 1, 1].
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