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О РАВНОМЕРНЫХ В (Н)-АЛГЕБРАХ

Понятие некоммутативной равномерной алгебры впервые было вве
дено Д. Тейлором в работе [1]. В настоящей заметке, продолжая тема
тику работ [2, 3], изучаются некоммутативные равномерные алгебры с 
постоянным слоем, совпадающим с полной алгеброй линейных ограничен
ных операторов на некотором гильбертовом пространстве.

Пусть Т—метризуемый компакт, А—С*-ал1гебра с единицей, 
С(Т, А)— С*-алгебра всех непрерывных отображений из Т в А. Напом
ним (см. [1, 2]), что замкнутая подалгебра ЖсгС(7’, А) называется 
равномерной алгеброй операторных полей, если она содержит единицу 
А и разделяет точки (для любых <։, ^2 € Л Л, =/= ^2 и а1։ а.£А, суще
ствует А (; Ж такое, что *(Л) = аь *(^։) = аг)- Равномерная алгебра Ж 
называется Л-алгеброй (см. [2]), если А с Ж (отождествляя элементы 
А с постоянной функцией а(О = а). Множество всех гомоморфизмов из 
Ж в А, которые продолжаются до условного ожидания из С(Т, Л) на 
А обозначается через ЗрдЖ и называется относительным спектром ал
гебры Ж (см. [2]).

Простейшим примером равномерной Л-алгебры является расщепимая 
алгебра, которая порождается линейными комбинациями функций из не
которой классической (коммутативной) равномерной алгебры ОсС(Т) 
и элементов А. Иными словами, алгебра расщепима, если А—линейные

п
комбинации вида где/г^П, а։ £А, плотны в Ж. В подоб-

I— 1

ных случаях мы будем использовать обозначение Ж = [/), А]. Заме
тим, что если дополнительно А — проста (или, более общо, имеет 
тривиальный центр), то 5рл Ж совпадает с пространством максималь
ных идеалов 23 (см. [2]).

Изучение расщепимой алгебры сводится, таким образом, к изуче
нию порождающих ее алгебр Б и А. Поэтому имеет смысл сопоставлять, 
по маре возможности, произвольной равномерной Л-алгебре некоторую 
расщепкмую алгебру, наследующую ее свойства. В настоящей работе это 
делается в случае, когда слои совпадает с 5(22), алгеброй всех ограни
ченных линейных операторов на некотором гильбертовом пространстве 

. /7. I (аиболее интересен случай, когда 22—бескомечяокерное гильбертово 
пространство, поскольку каждая равномерная Л-алгебра Ж при А 
Мг. (С) (алгебра п%п комплексных матриц) расщепима (см. [2]).

~ Теорема I. Пусть ЯП — равномерная В(Н)-алгебра, Же 
с ։- ( 1, Тогда существует такая расщепимся алгебра Жо, что



О равномерных алгебрах 177

1) [ЭХ, К(Н)] — [£D?0, К(Н)], где К(Н)— алгебра компактных 
операторов из В(Н).

2) Spe <//) 2R = Spe (Я1 Яйо.
Доказательство. (1). Пусть е։, е։, ••—некоторый ортонор- 

мированный базис в Н и Рп — проектор на конечномерное подпро
странство Нп, порожденное первыми п элементами базиса. Рассмотрим 
алгебру ПХЯ = РЛТ? Рп, являющуюся, очевидно, подалгеброй С (Т, 
Вя) где В„ = РПВ(Н)Р„. при этом С(Т, Вп) = РЯС( Г, В(Н))РЯ. Мож
но легко проверить, что ЯХя — равномерная Вя-алгебра с единицей Ря. 
Будучи алгеброй с матричным слоем, 2Х„ расщепима, поэтому суще
ствует коммутативная равномерная алгебра D„ такая, что 2R«=[D„, 2?„]. 
Покажем, что алгебры Dn не зависят от номера п. Ввиду того, что 
ЭДлсЯХл+ь имеем ZX-м Рл<= ЯХЛ. Откуда Dn+i= Dn = D. Пусть ЯХ0 = 
= [£>, В [h)]։ тогда, очевидно, РяЯХ0Рл = РПУЯ.РП. Поскольку Р„хЬРя£ 
£[£>, Z?z։]cz[£D?o. КДН\) для x£SR, Ь^К{Н) и РяхЬРя при п —► <х> по 
норме сходится к xb, имеем [SR, К (//)]с[ЯХ0, К (//)]. Аналогично до
казывается обратное включение.

Докажем (2). Ввиду того, что В(Н)—алгебра с тривиальным цент
ром, то как было отмечено выше, ЗряЛЗК„ = Зря(Я) SR0= Sp D. Поэто
му достаточно доказать, что Зря w SR = 3ряя3йя. Пусть р £ Зря SR.

Тогда р продолжается до условного ожидания р: С(Т, В(Н))-* В(Н). 
Рассмотрим сужение р0= р1с(г, в„) . Ввиду того, что для любого х£ 
£ С ( Т, Вп) справедливо

Ро (х) = ~р (х) = 'Р (РпхРя) =рп р (х) Рп е Вя,

то р0 является условным ожиданием из С(Т, В„) на Вп. Поскольку 
является гомоморфизмом и совпадает с • то р|^ , ^Зря„5Кя- 

Покажем, что между элементами из Зря (//; ЯК и Зряя 2ХЯ имеется 
взаимно однозначное соответствие. Пусть ри р։£Зря(Я)2К« Рг^Рг 
тогда найдется такой проектор Р„, что Р„ р1 (х) Рп Рп Рг (х) Ря для* 
некоторого х^-^К. Обозначим д։= ;>։^ и <7։= р[^ • Из вышеска

занного следует, что <71> <7։ £ Зря„ ЗКЯ'и ^։, а поскольку ЗряЛ€йЛ = 
= Зр £), то оператор сужения однозначно отображает Зря \н) 50? в 
5Рял2)гл.

Пусть теперь р £ Зря„ 20?я, тогда р|^Ря является мультипликатив
ным функционалом. Обозначим через р” его представляющую меру ’ и 

определим условное ожидание р формулой; ■ , .

р(х) = Х^С(Т, В(Н)). 
т

Очевидно, р =р1эдя €$Ряя ЗКл- Покажем, что £ 5ря(Я) 2К. Действи

тельно, нз представления р видно, что для любых х, д £ 2Х 
6-273
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!
р (ху) = Пт р(РпхР„уРп) = кт р(РлхРя) р(Р„уРп) = р(х)р(у), 

п-»— л — ”
.где предел понимается в сильной операторной топологии. Теорема до
казана.

Заметим, что ЭХ и —единственная расщепимая алгебра, удовлетворя
ющая условиям теоремы.

Пусть ЭХ — равномерная Л-алгебра, ЭХ<=С(7’, Л). Напомним (см. 
.[3]), что точка (и называется 1) точкой слабого пика для алгебры 
ЭХ П„, (ЭХ)), если для любых 7>1и окрестности £/ точки (0 су
ществует х'£ ЭХ такое, что [хЦ<<7, х(/о)^-О, |х(/0)}=1 и |х(/Я<\ 
<^_2_ при 2) точкой норм пика для алгебры ЭХ (/0 € Пп (ЭХ)), 

2
если существует х£ЭХ такое, что х(70)>0. й* (^о)] = 1 и х(/)|<^1 
при < ф /0; 3') точкой пика для алгебры ЭХ(/0£П(ЭХ)), 'если сущест
вует х£ЭХ такое, что х(/0) = е, где е —единица алгебры Л,|х(<)|<1 
при I (0.

Замечание. Нетрудно убедиться, что при /О6П„(9Х) для лю
бой окрестности I/ точки и любого в 0 найдутся «р£3(Л) (про 
странство состояний алгебры Л) и х£ЗХ такие, что

? (х (*о)) = В* (6>)| = 1. ։ир |® (х (#))1 <14-8 и

аир |<р (х (0)| < 1.
#6 т\и

Очевидно, Пш э ПЛ= П. Вообще говоря, существуют равномерные 
Л-алгебры, для которых эти включения строгие. Для обычных равномер
ных алгебр все вышеуказанные множества совпадают. Легко показать, 
что эти множества совпадают также для всякой расщепимой алгебры 
ЭХ — -[Д Л]. Действительно, для любых у £ 3 (Л)и элемента х^ЗХва

-Д* «== У //а/, где/» ^^сС(Г), а« £А, имеем 
4—1

Т (х (/)) = <р ((Д/««<)» ) = 2 ? («) // (О-

'Отсюда уох^РсНК и следовательно, если Пш (ЭХ), то, в силу вы
шесказанного замечания, /о — точка пика алгебры А

Теперь обратимся к рассмотрению связи между вышеуказанаными 
множествами точек (пика равномерных В(И)-алгебр.

Теорема 2. Пусть ЭХ—равномерная В (Н)-алгебра, ЭХ с 
с С( Т, Е^т. Торда П„(ЭХ) « Щ- (ЭХ).

Дот.а։։«льство. Пусть ПХП = (А, В (/7)] — расщепимая ал
гебра, согласованная с алгеброй ЭХ (см. теорему 1). Для каждой ме
ры р, ортогональной« О («^/) ' определим оператор Фи из С( Т, В(Н)) 
«а В (Н), полагая

Ф;. ( Л а» |

т
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Очевидно, Ф|х(х)=»0 для х £ Зй0. Покажем, что это имеет место для 
любого х^Зй. В самом деле, поскольку для х£5й. РЛхР«6ЭЙ0, то 
Фр. (РпхРп) = 0. Однако Фр (РпхРл) = РяФц(х) Р„, откуда для любого 
п имеем РЛФр (х) Ря = 0. Следовательно, Фр (х) =0 для любого х£ Эй- 
Поьтому для <р £ .5 (2? (77)) и х£8й имеет место

0 = ф (Фр (х)) = <? ( х4ц ) = С ? (х) 

т т

т. е. <р (х (/)) ортогонально к и поэтому у°х££>.
Пусть теперь /0£П» (Зй). Поскольку <р°х££ для любого т^5(Д(//)> 

то 10 является точкой пика для алгебры О, откуда /О.^П (Зйо). Следо 
вательно, 10 £ П (Рп^Я0Рп) = П (Рп^ХРа). Поскольку Ря5йРяс:5й, то 
*о€П„(ЗЙ), откуда следует утверждение теоремы.

Следующий пример показывает, что, вообще говоря, существуют 
равномерные В (77)-алгебры Зй, у которых П (Зй) существенно уже- 
Пя (Эй). Действительно, пусть О\ и Ог-две коммутативные равномерные 
алгебры и пусть О| =>Р2. Рассмотрим алгебру

Эй = [£>,. *(Н)] + В(Н)].

Очевидно, точки норм пика и слабого пика алгебры Зй совпадают с 
точками пика алгебры О[, а точки пика алгебры Зй совпадают с точками 
пика алгебры /?2.

Следующая теорема устанавливает связь между гомоморфизмами 
алгебры Зй в В (Н) и элементами из Зрв(Н) Зй.

Теорема 3. Пусть Зй —равномерная В(Н)-алгебра и Ф—гомомор
физм из ЗЙ в В(Н) такой, что Ф| является автоморфизмом на В(Н). 
Тогда найдутся Р^^Рв(Н)^ и автоморфизм т алгебры В(Н) такие՞ 
что Ф = тор.

Доказательство. Рассмотрим отображение р = т-’оф, где 
т->—автоморфизм В (Н), обратный к автоморфизму т«=Ф|в(Н). По
кажем, что р является билинейным гомоморфизмом на Эй. Пусть 
х, р£8й. Тогда, поскольку Ф — гомоморфизм, имеем

Р (х, у) = (Ф(ху)) = Т-* (Ф (х) Ф (р)) = т֊1 (ф (х>)т-1 (Ф (у)) »

= Р (х) р (у).

Теперь покажем В (Н)-билинейность. В самом деле, для а, Ь £ 
^В(Н) и хбЭЙ справедливо

р (ахЬ) = (т֊> ф) (ахб) = т֊1 (Ф (а) Ф (х) Ф (6» - ат֊* (Ф(х)) Ь =

= ар (х) Ь.

Рассмотрим сужение . Это сужение является 5л-билиней՜

ным гомоморфизмом. Поскольку Вп является алгеброй с тривиаль
ным центром и, кроме того, Вяс:5йя, ОРп с ЗЙЯ и р (/Ря) (5ЙЯ)
(где/^2), ^(Зйя)—центр алгебры 5ЙЯ), то сужение р]оря является 
мультипликативным функционалом. Пусть р — ее представляющая ме
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ра, тогда можно определить условное ожидание р на С (Г, Вя) по 
формуле-'

р (х) = у х</р, х^С (Т, В(Н)). 

т
Поскольку сужение р = р^ является гомоморфизмом (см. конец до

казательства теоремы 1), то р£5рд (Н)ЗХ. Таким ебразом, имеем гомо
морфизм р = т-’оф, определенный на 2Х, причем Ф = хор.

В заключение автор выражает благодарность Арзуманяну В. А. и 
Григоряну С. А. за полезные советы и внимание к работе.
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