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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Г. А. КАРАГУЛЯН

О РАСХОДИМОСТИ сильных 
Ф-СРЕДНИХ РЯДОВ ФУРЬЕ

Известная теорема Марцинкевича-Зигмунда ([1], [2]) утверждает,, 
что ряды Фурье сильно р-суммируются п. в., т. е.

lim— £ |5*(х, f)-f(x)\P = O п. в. 
«-- п

для любого р 0, где S* (х, /| — частичная сумма ряда Фурье функ
ции /(х)£Л։(0, 2~). В. Тотиком 1983 г. была поставлена задача: 
для каких непрерывно возрастающих Ф (£), Ф (0) = 0, имеет место

Г^7 — у Ф(|5*(Х, /) ֊/(х)|) = 0 П. в. (1)
п «71

для любого / £ L' (0, 21։)? Более того, он высказал гипотезу, что точным 
условием, для выполнения (1) является

log Ф'(0 = о (О °0)- (2)'
Первый результат в этом направлении получен К. И. Осколковым 

([■5]. Им доказано, что (1) имеет место при Ф(<)=0 (f/log log/).. 
Л. Д. Гоголадзе и В. А. Родин ([3], [4]) независимо доказали, что 
условие (2) достаточно, чтобы выполнялось '(1). В работе доказывается, 
что этот результат окончателен и, тем самым, утверждается точность 
гипотезы Тотика.

Теорема. Пусть Ф(0—непрерывно возрастающая функция, с 
Ф(0)=0, для которой

lira (log Ф (f))// = °0՛ (3)՝

Тогда существует f^Lx(Q, 2с) такая, что

lim — £ Ф(|5а(х, /)|)= оо п. в. 
п к—1

(4)

Лемма. Для любого натурального существует тригонометри
ческий полином I/^(х) порядка М(Я) и множество Едс(0,2л) такие, что

2с

0, \ fp(x)dx=l, (5)
о
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н(£я) >2*— . -р’’ (6)
V К

|{*6Л: /?<Л:</(х). 5» (х,Л)>с!п £}|>с-^ (7)

при х6£Я, 7?</(х)<Л/(/?>.
(Здесь и в дальнейшем, ц-мера Лебега, | А | -количество элементов мно
жества А, а через С обозначаются разные абсолютные постоянные).

Доказательство леммы. Найдем (я(х) вида

А(х) = -֊՜ £ Кт1 (х — а{), (8)
Л 4 = 1

а. = ———— ’ т. = 101т0, I = 1, 2, • • •, R, (9)' 2 7? +1 1 ' ;

где Кп(х)~ядро Фейера, а выберем позже. Очевидно имеем (5).
'Обозначим для / = 1, 2..... R

3)*’(х) = ЬбМ з1п((2Л + 1)х/2<--1|. (Ю)

Ля>(х)=Ье^- < 7^’ з1п«(2/?+1)х/2<—1)’ 1(11)

Е'Р = ( хе (0, 2 гс); |ДГ (Х)|>֊^1. у = 1, 2,..., R. (12) 
( 40 R )

Используя известный факт о том, что для любого 
0

т~€(0,1) последовательность дробных частей {п 0}, 2гс

иррационального

п=1, 2,..., равно
мерно распределена на окружности, имеем, что для п. в. х е (0, 2п) при

достаточно большом т0 = т0 (х), |В/Л) (х)| > —> 
8 R

-следовательно (см. 10], [11])

7 = 1, 2, - ., R, и

иГ(х)|>|в^(х)|- т} > т,- т.)
107? > 8Я “ 10 7? 40 7? (13)

Отсюда для достаточно большого т0 R ямеем (см. [12]) р£*Л)(х))^> 
о 1> х к — —— и, следовательно, для множества

/?
= п 

/=։
2гс

имеет место [8]. Пусть теперь и т, < р < 5 т}, 2 р + 1
=-*(2£-М), # С (х). Тогда имеем хе(а/-ь а/) при одном 1

— VR. Отсюда имеем (см. [9], [11])

Ея(х, /я) = у 2 ^у(х-а7) + ֊ £ 5р(х-а„ Кт^
1 = 1 К 1-/+1

II 
V/
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ггц —

1 * т-р з.п/(2^ + 1)х/2 с * 1 о
л Л. 1 2^֊°' *■X

и, следовательно (см. (12), (13), (14))

)?<р<5ту, 5р(х,/₽)> с!п/?}|> , , ХС£<*> 402? Х^£’ '

Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Нужную нам функцию ищем в 

виде

/(-»)= 2 “*/«»(*). (14)
л-И

где 7?л и я* > 0 выберем такими, чтобы выполнялись следующие соот
ношения (см. обозначения леммы):

<4 = 1. 2 я*<—2—/?Я+1>М(/?И), (15)
*_„ + ! М(Нп)

Ф(аА)о/?,)>е2։пЛ‘ = /??, (17)

а*1п Л» — 1 >—-а* 1п Л». (18)

Очевидно этого можно добиться, сделая выбор по очереди: а,1 = 1, 
«2, Е2,.... Причем неравенство (17) получается из (3).

При /?р < п < Л1 (/?р) имеем (см. (14), (15))

Л(х,/) = £ аА5я(х,Л.։) = £«,^(х)-НД(х, /₽р)-|- 
*•! 1

+ 5"(-\ 09)

Очевидно мнодгество Е = I) П £,(Я<> имеет полную меру. Если х^Е, 

то х^Е р нрир>р(х). Отсюда при р > р(х), п £ б/^^х), Ер < 
</(.»Х^ Л7(А’д) (см. лейку). Имеем /?„< п <^М(ЛР) и 5я(х, //?р > 
> с 1п Ер и. следовательно в силу (18) и (19), имеем

Еп (х, /.) >> с ар 1п Лр,

Отсюда, в силу леммы, получаем

֊ ։ 2՝ф (1^ (•*. /):)=֊• Т ф (с«д 1»Ер) >
‘ <х> л-1 I (.<) я.՝1

5-275



162 Г. А. Карагулян

Теорема доказана.
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