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И НЕКОТОРЫЕ РОДСТВЕННЫЕ ВОПРОСЫ

1° Для плоского множества S пусть A(S)—класс функций, непре­
рывных на S и аналитических на S° (S°—внутренность множества S.).

В 1976 г. Л. А. Рубелем была поставлена задача описания относи­
тельно замкнутых подмножеств Е области De С, обладающих свойством 
(Л): Для любой функции f^A{E) существует аналитическая в D 
функция g такая, что если последовательность и {zn}'c:dD,
то /(гп) -*■ оо тогда и только^огда, когда g (г„) оо (см. [1], [2]).

Множества, обладающие свойством (Р) будем называть рубеле- 
выми в D. Согласно теореме Н. У. Аракеляна о приближении аналити­
ческими функциями [3], достаточным условием рубелевости является 
связность и локальная связность множества D*՝\E, где D* = i9f| [оо] 
одноточечная компактификация области D. В работе [1] М. Гольдстей- 
ном построен пример рубелевсго множества в С с локально несвязным 
дополнением в С, а также дано следующее необходимое условие рубе­
левости, полученное им совместно с П. М. Готье и В. Хентартнером.

(*): Для любого компакта КсС существует такой компакт 

ЛГсС, что если ограниченная область V имеет границу dVc.E\$K, 

то П<?£= 0.
Далее в [1] высказано предположение, что условие (*) является 

также и достаточным. Следующий пример показывает, что это не так.
Пример 1. Пусть при п>1 Г, — график функции

2п 1 I 1 1
у 2nx —1 (2n-l)(2nx-1)1 2п 2л —1

дополненный отрезком | х= —-■— > 0 < у •< к 4֊ 2 п (2 п — 1) sin 11 и
I. 2 п — 1 J

лучом / с= — > 0-С у <1 + 00 I. а множество Е определено с помощью
I 2л (

равенства
Е — , гл | „'«I U (U 7-1 Г„) U |х =0, 0<у<֊Ьоп|,

I / 4 л —! . \

Легко видеть, что Е удовлетворяет условию (*). Рассмотрим 
фугкц՛'^ ; £ С (£.), равную кулю на [ж = 0, 0 -С у I U U л=| Гя ■
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/(2-я) = л, л>1. Если предположить, что существует целая функция 
у, ассоциируемая с / по свойству (/?)> то ясно, что 9ир£ч(Ха} |?|
■= Л/< + ОО. ,

Пусть Г'л — плоская область с границей 0'1/я = Г„ ՝

ж <, ^=о1- Из соображений непрерывности при достаточно 
2 п — 1 )

больших л имеем (х)| <С 2 М, г £ I ~ ~ 7՜ ' ^ак как г’ : АИ՜
| 2 л 2 л — 1

нейно недостижима из Ия (см. ниже), то согласно обобщенному принципу 
максимума, установленному в [4], [5], будем иметь |^| 2М в „ при 
достаточно больших л, что противоречит стремлению (гп) -*

В сообщении автора [2] приведена теорема, содержащая решение 
задачи Рубеля для множеств Ес С (т. е. при О = С) с пустой внут­
ренностью. В настоящей заметке наряду с задачей Рубеля мы рассмот­
рим еще две родственные задачи. Требуется описать замкнутые под­
множества ЕсЕ, обладающие одним из следующих свойств (5) или (Т՝):

(5): Для любой функции /£Л(£) существует функция у^А(Е) 
такая, что если {гп}сЕ, {г}'сдЕ, то /(*■„) — 0 тогда и только тогда, 
когда у (г„) — 0.

(Г): Для любой функциисуществует функция у£А(Е) 
такая, что если |хЛ)с£', [х„}'сдЕ, то /(хя) — 0 или/(гя) ֊► ос тогда и 
только тогда, когда у(гя) стремится, соответственно, к нулю или беско­
нечности.

Будем говорить, что множество Е линейно достижимо из области 
V 1Е, Ис С), если существует такой непрерывный путь 7 : [0, 1) -+ 
И, что для: произвольного открытого и, содержащего Е, 7 (06^ 
для значений параметра /(ДО, 1), достаточно близких к 1. •

Сформулируем топологическое условие, обобщающее (*).
(**):(!) Существует компакт КсЕ такой, что для произволь­

ной области УсЕ, из которой дЕ линейно недостижима и дУсЕ 
(где дУ=ЕпдУ), имеет место УпдЕсК. (Н) Для произвольного 

компакта КсЕ существует компакт КсЕ такой, что если УсЕ— 
область, дУсЕ\) К и дЕ линейно недостижима из У, то (И\/0Л 
4Е = 0.

Основным результатом заметки является следующая
Теорема 1. Свойства (/?), (5) (при Е°=0) и (Г) влекут 

(**)• В случае односвязности области Е и Е°= 0 все четыре 
свойства эквивалентны.

„Нам представляется, что условие (**) достаточно также для 
свойств более общих, чем (Г), когда рассматриваются произвольная 
пара, или даже некоторое бесконечное Множество значений вместо 0 и оо. 
Не останавливаясь на подробностях доказательства отметим однако, что 
в случае плоскости (£> = С), если для любой (£) существует 
целая функция у такая, что для произвольного А £С, из {г„}сЛ, гя-»-оо, 
следует, что / (гЛ) -> А эквивалентно у (гЛ) —» А, то для некоторого 
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'круг» В Е\В имеет связное и локально связное дополнение в С, что 
влечет касательную аппроксимацию на Е'՝В с некоторой скоростью 
(см. |3]) Остается открытым также вопрос является ли условие (**) 
достаточным для рубелевости множества, когда область £> бесконеч­
носвязна, или Е имеет непустую внутренность. Во всяком случае для 
-О — ||։| < 1} условие (**) недостаточно, чтобы замкнутое множество 
с непустой внутренностью ЕаО обладало свойством (5).

Пример 2. Пусть О = {|х| < 1} и Е = {д£ /?: Не г<0} и X, где

Х= (геГ):0<х -<—• ^=1-2хЬ 
I 2 /

Ясно, что Е удовлетворяет (**). Пусть функция /С А (Е) равна 
нулю на левом полукруге, входящем в Е и стремится к ос при стрем­
лении |л| —» 1 по множеству X.

Если предположить, что существует Л (Р), соответствующая / 
■по свойству (5), то очевидно £ = О, что не может иметь места, так 
как у не должна стремиться к нулю, когда |г| —* 1 и г £ X.

Мы воспользуемся теоремой 1, чтобы доказать также следующее

утверждение. Пусть Е—объединение Е и предкомпактных в О компо­
нент открытого множества О \ Е.

Теорема 2. Пусть О — односвязная область. Следующие 
.утверждения эквивалентны.

1) Для произвольной функции / £ А (Е), /=г=0 на дЕ и числа 
.с^>1 существует функция у^А(О) такая, что

֊|/1<1«1<с|/|'на Е. (1)
С

2) а) дЕ — дЕ, б) £>*\Е локально связно, в) если (£«] — по­
следовательность предкомпактных в О компонент множества 
£)\Е, то для произвольного компакта Кс. О существует компакт

Кс.О такой, что если при некотором п Е„ПК=£ 0, то Е„с:К.
(Последнее условие в) в формулировке теоремы 2 означает, что 

множество II Еп удовлетворяет условию (А) работ [6], [7]).
В свою очередь теорема 2 взаимосвязана с несколько другим кругом 

задач. Рассмотрим следующее обощение одной теоремы из работы [8] 
(см. также [9]).

Теорема 3. Пусть И—односвязанная область в С и Е—замкну­
тое подмножество О со связным и локально связным дополнением в О*.

Тогда если /(^А (Е) и /=^0 на дЕ, то для произвольных ф £ А (Е) 
и е^>0 существует функция А£ А (О) такая, что |ф — Л| -С2 3 |/| на Е.

В упомянутом утверждении работы [8] функция / предполагается 
ограниченной и не имеющей нулей.

2°. Сформулируем в удобной для наших целей, несколько упрощен­
ной форме теорему о гармонической аппроксимации из [2] (в форме, 
относящейся к общему случаю множеств с непустой внутренностью, 

-см. [10]).
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Теорема А. Пусть замкнутое в О подмножество Еай (Е?= 0) 
удовлетворяет условию (** И) и следующему условию: если —

область, ^УаЕ и ОО линейно недостижима из И, то У(]Е = 0. То­
гда существует положительная, непрерывная на Е функция V (С) —* 
4-оо, при [/(;,<?£))-։֊ О (где ч> — сферическое расстояние), такая, 
что любая функция /^С(Е), 1/1 <С с/на ПРИ некотором с^> 0, до­
пускает равномерную на Е аппроксимацию с любой точностью гар­
моническими в О функциями.

Заметим, что согласно известным теоремам о гармонической ап~ 
проксимацни, условия теоремы А, вообще говоря, не обеспечивают ап­
проксимируемости с любой точностью на Е гармоническими в О функ­
циями произвольной непрерывной на Е функции.

Перейдем к доказательствам теорем.
Доказательство теоремы 1. (^) =>($*։)• Предположим, 

что (** 1) не выполнено и Вп, п=^1, 2, •••—некоторое компактное 
исчерпание области О. Существует последовательность областей 

Ияс:Д, л = 1, такая, что ^/Лс:£, линейно недостижима из 
Уп и ( ИЛ\2?Л) Л ¥= 0. Рассмотрим случай, когда У„ П Ут = 0, при 

л /=лт. Если У„ один и тот же для некоторой последовательности индек­
сов, то легко видеть, что не выполняется (** и) (см. ниже). Пусть г„£ 
6 (/Л\5„) является точкой пика алгебры R (Хп), где Х, = (С\ 
/ИЛ)и^ (см. [11]). Существуют рациональные функции г„ с полюса­
ми вне Х.п, удовлетворяющие условиям

։) 1гл (гп) — л|<-^-> И) |гп|<8я на Хп\О(г„. зя),
4

где £>(яЛ, $„) = {]?— гя| <зя|, причем О (гл, з„)о: Уп, п = 1, 2,-• •, 
” 1

а У, е«,х—• Сумма / ряда гп является кероморфной функцией в 
л=1 *

2) с полюсами вне Е и поэтому /(^А (£), причем / ограничена на 

иЛ_1С*ИЛ. Если бы существовала функция ^(;А(£)), ассоциируемая с 

/ по свойству (/?), то § была бы ограничена наи^ИЛ. Так как ли­
нейно недостижима из Vп, то согласно упомянутому обобщению прин­
ципа максимума работ [4], [5], g была бы ограничена в и Уп, что не 
согласуется с £ (гЛ) —» оо.

(/?)=>(*♦ И). По предположению существует последовательность 
необязательно различных) областей РЛ<=£), л = 1, 2, --, таких, что

л>1, дй линейно недостижима из У„ и Рл\5я,+я)Л 
<>£’=#0, л 1. ֊Пусть гп ( У„ \ВЛ։+п) ПдЕ— точки пика алгебры 

А (Хп), где Хп= (С\ Уп)\) ЕМ Вп,+п. л>1, причем ^л г,л, Лу-т. Для 

чисел ея > 0, 2я~։ея< —, существуют рациональные функции гя С 

полюсами вне Хп, удовлетворяющие условиям
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i) |гЛ(я„) — л|<еЛ, Н)|гЛ| <ал на Xn\D(zn, s„),

где D(zn, s«)c l/’n'\.ßn.+ „ л>1, и D(z„, s„)n£>(rm, sm) = 0. л =/= m- 
Теперь дословно повторяя рассуждения предыдущего абзаца убе­
димся в справедливости требуемой импликации.

(5)=> (**) (Е°= 0). Предположим, что (**) не имеет места. 

Рассмотрим функции /, определенную на замкнутом в D подмножестве 

UГ-։ д К, U (яЛ), равной нулю на (J n = \dVn и 1 на (яЛ|, где [К,} и 
(ял)— последовательности областей и точек, введенные выше при до­
казательстве (/?)=>(**).

В качестве / возьмем произвольное непрерывное продолжение 

на Е функция /• Если бы существовала функция g£ A(D'), соответ­
ствующая / по (S), то легко видеь, что во первых g — 0 равномерно 

по иЛ-։^ИЛ, когда р (я, <?£>) —О и далее, существует е0^>0 такое, 
что ^|(гл)Ое0, л>л։(л։—некоторое натуральное число). Поэтому 

существует л։ такое, что |#| — на 1)<?ИЛ\ВЛ։. Так как ди линей -
4

но недостижима из U Ил, то согласно предельной форме ^принципа 
. еп

максимума (см. [5]) имели бы lim 1g (яЛ)| <--------противоречие.
4

( 7՜) => (**) следует из ( Т) => (/?).

(**)=> (Г) (D — односвязная область и £°=0). Очевидно, мно­
жество Е будет обладать свойством (Г), если проверить, что этим 
свойством обладает множество E\K=Eit где К—компакт, фигури­
рующий в (** /). Легко видеть, что множество Et удовлетворяет ус­
ловиям теоремы А. Пусть v— положительная непрерывная ^функция 
на Ел, устанавливающая предельную скорость возрастания модуля 
аппроксимируемых на Е{ функций гармоническими в D функциями. 
Пусть <р — некоторая отрицательная непрерывная в D функция, мо- 
-нотонная по р (я, dD) и ® (я) ֊► — со, при р (я, dD) -♦ 0. Рассмотрим 
функцию

{log 1/1, если f =/= 0 1,1® и х -=шах |<р, Ф|.
— со, если / = 0

Существует функция X, непрерывная и монотонно возрастающая 
на (— ос, оо) такая, что

lim X (х)==—ос, lim X (х) — + со 
* - - - X- + -

и Хох -С с* при некотором с > 0. Согласно теореме А существует 
гармоническая в D функция и такая, что |Х — u| < 1 на Ех. В силу 
односвязности D существует однозначная в D сопряженная к и гар­
моническая функция И. Тогда аналитическая в D функция #=ехр(п -[- 
j’v) является ассоциируемой к f по свойству ( 7՛).
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Доказательство теоремы 2. Необходимость. Если 

д Е /= дЕ, то суп ествует область И, с замыканием, содержащимся в 
£> и такая, что и УГ\дЕ^ 0. Пусть х06 V ЪдЕ точка пика
/?(/<), где X — (С\ И) и Е; существует рациональная функция / с 

полюсами вз- X такая, что |/(гн)— V *Сео<С^ и 1/1 < ~~5 на 
С *

Если бы существовала функция « <4 (О), удовлетворяющая (1), топо 
принципу максимума модуля

—0 < — I/ М < Ц? (*о)1 < — • 
с с с

— противоречие.
Далее, так как из (1) вытекает, что Е является рубелевым, то 

согласно теореме 1 оно удовлетворяет условию (**). Тогда, если

В*\Е локально несвязна в идеальной точке, то существует компакт К

такой, что В\(Е I) К) содержит последовательность компонент \У„‘ 

дУппК^- 0, дУп^КидЕ = КиаЕ (т. е. И„<=£) и ИЯП’Л£=1/ЯЛ 
дЕ — 0, причем существует последовательность точек с
произодным множеством на дВ (|хя}' с <лО).

Пусть Вп, п=1։ 2,...—компактное исчерпание области В. Применив 
лемму о существовании сходящейся подпоследовательности последова­
тельности подмножеств компактного множетва (см. [12], стр. 334), из 
{У,,} выделим подпоследовательность {И1П} такую, что {И։ЯПВ։} — 
сходящаяся. Из { Ущ} выделим подпоследовательность { У2„} так, чтобы- 
сходилась {У2пПВ2} и т. д. Диагональная последовательность {У„„} 
сходится в В к некоторому подмножеству £:£ = (Пт ИЯ1)п£>- От­
метим следующие очевидные свойства множества £ : а) £ — замкнутое 
в £> связное подмножество множества Е, имеющее пустую внутрен 
ность и соединяющее К с дВ, б) Какого бы ни было компактное под, 
множество В с. В и число г О, е-окрест.чость множества Ег\ В со­
держит все множества Упп Г) В, начиная с некоторого номера п.

Лемма 1. £)*'\£ связно и локально связно.
Доказательство. Связность вытекает из определения £ и 

свойства а). Если О* \Елокально несвязно в идеальной точке, то учи­
тывая свойство б) легко выводим, что для Е не выполняется условие 
(**??). Лемма доказана.

С помощью теоремы о двух константах покажем, как это сделано в 
[6], что для последовательности {^пя|} существует скорость во (т. е. 
положительная непрерывная на Е функция е0, причем ։0 (г) -֊ 0, при 
Р (г, дВ) -»-0, г£Е) такая, что если для функции А (В), |ф| =О(еп) 
на и^Иял, то ՛!> = 0 тождественно.

Согласно лемме 1 имеем, что £—карлеманово множество ([7]) и 
поэтому существует такая функция ф(;Л(£>), что |<р|<е0 на £ и 
<р отлична от тождественного нуля. Для этого нужно аппроксимировать 
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с касанием со скоростью Со на множестве L U {А,} функцию, равную 
нулю на £ и 1 в произвольно фиксированной точке *п £ £)'■ L.

Функцию f £ А (Е) определим равной <? на (Е3) и непрерывно 
иродолженяой на Е • (£') так, чтобы на U Vn, выполнялось соотно­
шение |/(z)| = О (։0(г)), при р (?, dD) -» 0.

Если функция gk A{D) удовлетворяет (1), то из второго неравен­
ства, согласно выбору во имеем g = 0, что не согласуется с первым не­
равенством.

Доказательство необходимости условия в) вполне аналогично про­
веденному доказательству необходимости б) с тон лишь разницей, что 
вместо областей V,, нужно рассматривать области Е„\К.

Достаточность. Пусть h^A(D)—функция, имеющая оди­

наковые нули с / той же кратности. Тогда функция / = flh^A (£) не 
имеет нулей на Е. Учитывая односвязность компонент внутренности 

Е, рассмотрим функцию log/£.<4(E). Функция log |/| непрерывна на 

Е и гармони'.сскля па Е\ Доопределим log\f\ на Е, продолжив ее на 

Е\Е решением задачи Дирихле с граничной функцией log|/.B силу 
условия в), полученная таким образом функция /* будет непрерывной 

на Е и гармонической в (Е°). В силу условия б) множество D*\E 
связно и локально связно. Поэтому согласно теореме П. М. Готье, 
Р. М. Голъдстейна, М. Лабреш. У. Оу и В. Хеигартнера (см. работы 
[13] и [14]], существует гармоническая в D функция и такая, что 

!/*—«,< log с на Е.
В силу односвязности D существует однозначная в D гармонически 

сопряженная к и функция v. Составим функцию g = exp (u + iv) и 

заметим, что функция g = gh обладает требуемыми свойствами.
Доказательство теоремы 3. Пусть {zn} ^Е° — нули функ­

ции f ({zn}'c.dD) и функция <f^A(D) в точках zn интерполирует 
функцию Ф с кратностьями, не ниже порядков соответствующих нулей 
функции /. Пусть g £ А (£>) — функция, удовлетворяющая (1). Ясно 
что в точках {zn} порядки нулей g и f совпадают. По построению, 
(ф — <p)/g£.4 (Е). Согласно теореме о равномерной аппроксимации ана­

литическими функциями [3], существует функция А£А (£>) такая, что

*----- -  — А <7 — на Е.
g с

в *** -
Тогда, |ф — А| < — |g| < 2 на Е, где А - + gh £ A (D). 

с
Замечания. Из беседы с Н. У. Аракеляном автору стало известно,, 

что им ранее было получено доказательство возможности неравенства, ана­
логичного правому неравенству в (1) для односвяэ'ной области D и ее
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•относительно замкнутого подмножества со связным и локально связным 
дополнением в D* (не опубликовано).

Из полученного недавно препринта нам также стало известно, что 
П. М. Готье, В. Хенгартнер и А. Страй независимо от нас получили 
описание рубелевых подмножеств плоскости, имеющих пустую внутрен­
ность.
Е(рехаискнй государственный 
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II. Հ. ՆԵՐՍԻՍՅԱՆ. Լ. tt. IbipbjJi մի քսհգիր և որոյ հարակից հարցեր. (ամփոփամ)

Հոցվաեում բերվում է Լ. Ա- Ռուրեյի մի խնղրի չոլէոլմր պարոՖակող թեորևմր հարթու­
թյան դատարկ ներոով փակ ենթարազմոլթյոձների դեպքի համար, որր եևակերպվաե կր 
(2) հաղորդման մեջ։ նջվաե թեորեմն այնուհետև կիրաոված է որոջ հարակից հարցերի քբն֊ 
նարկման մեջ,

A. H. NERSESSIAN. A problem of L A. Rubel and retailed qUeslons (summary)

Thia note presents the proof of a theorem amrour ced in [2]. offering a so­
lution of a certain problem of L. A. Rubel for the case of closed planar sets withe, t 
interior. The theorem is then applied to some releted questions.
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